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Introduction

Le théme central de cet ouvrage est la notion de recollement que
'on formalise au chapitre II en termes de champs sur un site. Pour cela,
il faut disposer d’une notion de localisation: les topologies de Grothen-
dieck; les résultats fondamentaux et les principales constructions les
concernant sont rappelés au chapitre 0. En gros, un champ sur un site X
est un faisceau de catégories F, a deux différences prés: au lieu de se
donner, pour toute fléche f: T—S de X un foncteur restriction
F(f): F(S)— F(T), on suppose que F est une catégorie fibrée, ce qui
assure seulement I’existence d’un tel foncteur, unique a isomorphisme
unique pres, habituelle condition de transitivité n’étant satisfaite qu’a
isomorphisme prés; par ailleurs, la condition de recollement pour une
famille couvrante (X;— X) fait aussi intervenir les produits fibrés
triples des X;/X. Ceci introduit quelques complications au chapitre II
ou l'on traite 'analogue pour les champs des constructions indispen-
sables en théorie des faisceaux: faisceau associé a un préfaisceau, image
directe et inverse par un morphisme de sites, d’autant que I'on s’est
astreint a ne pas supposer l’existence de produits fibrés dans le site
de base. Pour surmonter ces difficultés, on a rassemblé au chapitre I
un certain nombre de constructions sur les catégories fibrées, traitant
en quelque sorte les mémes problémes dans le cas ou il n’y a pas de
topologie. Au §3 du chapitre II, on montre comment se correspondent
les champs sur un site et sur le topos associé, faisant voir ainsi que les
notions définies en termes de champs ont un caractére intrinséque et
ne dépendent que du topos associé.

Le chapitre III traite sans surprise de la cohomologie de degré 1
en termes de torseurs (espace principal homogéne). Au chapitre IV,
on aborde la cohomologie de degré 2, définie grace a la notion de gerbe.
L’exemple type de gerbe s’obtient en considérant un épimorphisme
v: G— H de faisceaux de groupes sur un site X et un H-torseur Q. En
attachant a tout objet X du site X la catégorie R(X) des relévements
de Q a G, c’est a dire des couples (P, u), ou P est un G-torseur sur X
et u un isomorphisme entre Q|X et le H-torseur déduit de P par extension
du groupe structural, on définit un champ sur E, car les relévements
de Q se localisent et se recollent. Ce champ posséde des propriétés
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supplémentaires, que I'on traduit en disant qu’il est une gerbe et qui
sont les suivantes: (a) il existe une famille (X;) couvrant I’objet final
de X telle que les R(X;) soient non vides, (b) deux objets quelconques
d’un méme R (X) sont localement isomorphes. Bien entendu, la catégorie
R(X) des sections de R est le plus souvent vide, et la gerbe R exprime
I’obstruction a restreindre & G le groupe structural de Q. D’ou l'idée
d’introduire le «noyau» F de v: G— H et de définir H*(X, F) comme
classifiant les F-gerbes, ce qui permet, presque par définition, de pro-
longer la suite exacte de cohomologie. Les théorémes clefs sont rassem-
blés au § 3. Ce point de vue présente un défaut, en ce sens que H2(X, F)
n’est pas toujours fonctoriel en F. Dans la théorie de Dedecker, (limitée
aux espaces topologiques paracompacts), on y remédie en introduisant
un ensemble de cohomologie beaucoup plus gros, sans éviter pour
autant qu’il ne dépende pas seulement de F mais de toute la suite
exacte ] > F— G— H— 1, comme on voit déja dans le cas ou F est
abélien mais non central. En fait, les applications que nous traitons
aux chapitre VII et VIII montrent bien que I'important n’est pas
I’ensemble de cohomologie, mais la 2-catégorie des gerbes et qu’il suffit
amplement de savoir calculer avec celles-ci, c’est a dire de connaitre
les constructions expliquées au § 2 du chapitre IV ainsi que la foncto-
rialité par rapport au site, expliquée au chapitre V en méme temps que
I’analogue de la suite exacte des termes de bas degré de la suite spectrale
de Leray.

Au chapitre VI, on montre que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe une gerbe de lien donné L est la nullité d’une certaine
classe ce H3(X, C), ou C est le centre de L.

Le chapitre VII est consacré a des exemples tirés de la Géométrie
Algébrique: relevement infinitésimal de torseurs sous un groupe lisse
au §1 et les analogues non commutatifs du théoréme de changement
de base pour un morphisme lisse et par un morphisme propre en
cohomologie étale au § 2.

Le chapitre VIII est fondé sur la possibilité de tordre un X-topos B
(topos au-dessus de X) par une gerbe G sur X, obtenant ainsi de nouveaux
exemples de topos. On en déduit au § 6 une nouvelle interprétation de
H?*(X, L) comme classifiant certains X-topos. Le topos attaché a une
gerbe est défini par une propriété universelle formulée a I'aide de celle-ci,
qui le fait apparaitre comme le topos universel qui efface (annule) la
gerbe en question. Au § 7, on profite de ces résultats pour étudier les
extensions de groupes dans un topos. Bien qu’il n’y ait rien a ajouter
aux résultats d’Eilenberg et Mac-Lane sur les extensions de groupes
«abstraits», nous leur consacrons un numéro pour éclairer la théorie
générale en la spécialisant a un cas particulier bien connu. Au § 8, on
montre comment les considérations précédentes fournissent un procédé
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de dévissage pour réduire I’étude des extensions d’un groupe topologique
par un groupe de Lie a I’étude de certains groupes de cohomologie:
cochaines continues a valeurs dans un espace vectoriel et cohomologie
de P’espace classifiant a coefficients discrets.

Je ne puis terminer sans remercier A. Grothendieck a qui je suis
redevable de beaucoup d’idées et qui, par ses conseils et ses encourage-
ments amicaux, m’a beaucoup aidé.



Chapitre 0

Sites et topos

Nous donnons ici un bref résumé des premiers exposés de Verdier
au séminaire cit¢é [SGA 4]. Dans ce qui suit, U désigne un univers.

§ 1. Topologies, sites

Définition 1.1. Soit E une catégorie. On appelle crible de E une
partie R de Ob(E) telle que, pour toute fleche m: X— Y de E, YeR
entraine X eR.

1.1.1. Par abus de langage, nous identifierons R a la sous-catégorie
pleine de E dont I'ensemble d’objets est R. Si f: E'— E est un foncteur
et si R est un crible de E, on posera R/ ={XeOb(E'),f(X)eR}; cest
un crible de E’ que 'on appellera image inverse de R par f.

1.1.2. Une fléche f: T— S de E induit un foncteur E;: E;;— E5
entre les catégories d’objets au dessus de T et S. Si R est un crible
de E5, on notera encore R’ son image inverse par E, ;. Si S=(S;— S),
iel, est une famille de fléches de E, I'ensemble des objets X — S de E 5
tels qu’il existe un iel et un S-morphisme X — S; est appelé le crible
de E 5 engendré par S. Son image inverse par une fleche f: T— S est le
crible engendré par la famille des premiéres projections T x ¢S;— T,
du moins si les produits fibrés écrits existent.

Deéfinition 1.2. Une topologie sur une catégorie E est une application
qui, & tout SeOb(E), associe une partie non vide J(S) de I'ensemble des
cribles de E s telle que

(i) pour toute fléche f: T— S de E et tout ReJ(S) on a R/eJ(T),

(ii) pour tout SeOb(E), tout ReJ(S) et tout crible R’ de E5, on a
R’eJ(S) dés que, pour tout objet f: T— S de R, on a R/eJ(T).

Pour tout SeOb(E), les ¢éléments de J(S) sont appelés les raffinements
de S. On appelle site une catégorie munie d’une topologie.
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1.2.1. On vérifie aisément que, pour tout SeOb(E), I'intersection de
deux raffinements de S est un raffinement de S et que tout crible de E 5
qui contient un raffinement est un raffinement, en particulier le plus
grand, a savoir E;. Cette définition coincide avec celle de [SGA 4],
cf. (2.4.1).

Exemple 1.2.2. Soit X un espace topologique. La catégorie Ouv(X)
des ouverts de X est munie d’une topologie: les raffinements d’un ouvert
U de X sont les parties R de I’ensemble des ouverts de U telles que VeR et
W<V entrainent WeR et telles que la réunion des VeR soit égale a U.

1.3. Une topologie J est dite plus fine qu’une autre J’ si, pour tout
SeOb(E), J(S)=J'(S). Si J; est une famille de topologies sur une catégorie
E, la fonction J(S)={") J;(S) est une topologie appelée borne inférieure
des J,. i

On appelle borne supérieure des J;, ou topologie engendrée par les J;
la borne inférieure de I’ensemble des topologies qui sont plus fines que
toutes les J;.

1.4. Une famille de fléches (S; — S) de E est dite couvrante pour une
topologie J sur E si le crible engendré par S est un raffinement de S.

Deéfinition 1.5. Soit E une catégorie. On appelle prétopologie sur E
la donnée, pour tout SeOb(E), d’'un ensemble Cov(S) dont les éléments
sont des familles S=(S; — S), ie I, de fléches de E de telle sorte que

(PT 1) pour tout SeOb(E) toute SeCov(S) et toute fléche f: T— S
de E, les produits fibrés T;= T x S, existent (on dit que S est quarrable)
et la famille des premiéres projections T;— T appartient a Cov(T),

(PT 2) si (s,: S,— S), ae A, appartient a Cov(S) et si, pour tout a€ A4,
(t,: T,— S,), be B(a), appartient & Cov(S,) alors la famille (s, - t,: T, — S),
ac A, be B(a), appartient a Cov(S),

(PT 3) pour tout SeOb(E), idg: S — S appartient a Cov(S).

On appelle topologie engendrée par une prétopologie la moins fine
de celles pour lesquelles, pour tout SeOb(E), toute SeCov(S) est
couvrante.

1.5.1. Si J est une topologie définie par une prétopologie I1, toutes les
notions et constructions intéressantes se formulent intrins€quement en
termes de J et se traduisent plus intuitivement en termes de I1.

D éfinition 1.6. Soit U un univers. On appelle U-site un site tel que

(i) la catégorie sous-jacente E est une U-catégorie; autrement dit
pour tout couple (X, Y)d’objets de E 'ensemble Hom (X, Y)estisomorphe
a un élément de U,
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(ii) il existe une famille X;, iel, Ie U, X;e Ob(E), telle que, pour tout
XeOb(E), la famille de toutes les fléches X;— X, iel, soit couvrante
(1.2.4).

1.6.1. On dira alors que la famille X; de (i) est une U-famille de
générateurs topologiques de E; on notera que, pour tout XeOb(E), la
famille des X; — X est indexée par un ensemble isomorphe a un élément
de U.

§ 2. Faisceaux, topos

Définition 2.1. Un U-préfaisceau d’ensembles sur une catégorie E est
un foncteur P: E° — U-ens, ou U-ens est la catégorie des ensembles
appartenant a U. Un U-faisceau d’ensembles sur un site E est un U
préfaisceau d’ensembles F tel que, pour tout SeOb(E) et tout raffine-
ment R de S, 'application naturelle

F(S)— lim (F|R) 1)

soit bijective, ou F|R est le préfaisceau sur R défini par (F|R)(f)=F(T),
feR, f: T-S, (1.1.1).

Lemme 2.2. Soient E une catégorie et F un U-préfaisceau d’ensembles
sur E. Pour tout SeOb(E), désignons par J(S) 'ensemble des cribles R
de E 5 tels que, pour toute fleche f: T— S de E, I'application

F(T)— lim (F|IRY)

soit bijective (1.1.2). La fonction S+ J(S) est une topologie sur S.

Lemme 2.3. Soient E une catégorie et IT une prétopologie sur E. Pour
qu’un U-préfaisceau d’ensembles F sur E soit un faisceau pour la topologie
définie par I1 il faut et il suffit que, pour tout SeOb(E) et tout SeCov(S),
S=(S;,—S), iel, le diagramme d’ensembles ci-dessous soit exact

F($)—[TFS)=3 1 F(SixsS).

iel i, jel?

23.1 [SGA41124]. Soit E une catégorie. En associant a tout
SeOb(E) I'ensemble de tous les cribles de E s (resp. le crible E5), on
définit une topologie appelée topologie grossiére (resp. discréte). Pour la
topologie grossiere, seul le préfaisceau final est un faisceau. Pour la
topologie discréte, tout préfaisceau est un faisceau. Enfin on appelle
topologie canonique la plus fine de celles pour lesquelles tout V-pré-
faisceau représentable est un faisceau, ot V est un univers tel que E soit
une V-catégorie.
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2.3.2. Si E est le site des ouverts d’un espace topologique X, la notion
de faisceau sur X au sens de [15] coincide évidemment avec celle de
faisceau sur E.

2.4. Soit E une U-catégorie. On désignera par Ey (ou simplement
par E) la catégorie Hom (E°, U-ens) des U-préfaisceaux d’ensembles sur E

et par -
n: E—>E, n(S)(T)=Hom(TS), (1)

le foncteur pleinement fidéle habituel [p]us correctement, #(S)(T) est

un élément de U isomorphe a Hom(T, S), choisi grace au symbole 1
[SGA 411.3]].

Remarque 2.4.1. Soit E une U-catégorie. Les notions de site et faisceau
introduites ici coincident avec celles de [SGA 4 11 2]. En effet, pour tout
SeOb(E), on définit une bijection entre 'ensemble des cribles de E g et
I’ensemble des sous-préfaisceaux de n(S) en associant a tout crible R le
préfaisceau R'(T)={ feHom(T, S), fe R}, TeOb(E), et, par ailleurs, pour
tout préfaisceau F, 'application (2.1(1)) s’identifie a I'application de

tricti
restriction Hom(4(S), F)—> Hom(R', F). (1)
Théoréme 2.5. Soit E un U-site. Soit E, la sous-catégorie pleine de
E, dont les objets sont les faisceaux. Le foncteur d’inclusion i: E— E

admet un adjoint a gauche a: E->E qui commute aux limites projectives
finies:

E==FE. (1)
2.5.1. On choisira toujours a de telle sorte que
ai=idg, 2
ce qui est possible, car i est pleinement fidele. On posera

e=amn, & E—E. 3)

2.5.2. Si la topologie canonique de E est plus fine que celle du site, on a
ie=mn, 4
et le foncteur ¢: E — E est pleinement fidéle. Si, de plus, les produits fibrés

finis existent dans E, on dira que E est un site standard.

Exemple 2.5.3. Soit X un préschéma élément de U. On note Etx la
sous-catégorie pleine de la catégorie des X-préschémas appartenant a U
dont les objets sont les X'— X qui sont étales. On la munit de la pré-
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topologie dont les familles couvrantes sont les (X; — X'), iel, qui sont
surjectives. Munie de la topologie engendrée, Et;x devient un U-site
standard appelé site étale de X. On en trouvera une étude extensive dans
[SGA 4]. On définit également d’autres topologies sur la catégorie des
schémas [SGA 3 IV] dont la plus fine est la topologie «fpqc», (descente
par morphismes fidélement plats et quasicompacts).

Théoréme 2.6. Soit T une catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) il existe un site standard E appartenant a U tel que T soit équiva-
lente a E;
(ii) il existe un U-site E tel que T soit équivalente a E;

(iii) munie de sa topologie canonique, T devient un U-site tel que
tout U-faisceau soit représentable;

(iv) munie de sa topologie canonique, T devient un U-site (1.6) et de
plus

(a) les limites projectives finies existent dans 7,

(b) les sommes directes indexées par un élément de U existent dans T
et sont disjointes et universelles (cf. 2.6.2),

(c) les relations d’équivalences sont effectives universelles (cf. 2.6.2).

2.6.1 [SGA 4114.14]. Une catégorie satisfaisant les conditions du
théoréme sera appelée un U-topos.

2.6.2. Précisons qu’une limite inductive {X(i)— X} d’un foncteur
i+~ X (i) est dite universelle si, pour toute fléeche X'— X de T les projections
{X (i) x xX'— X'} font de X' une limite inductive de i~ X (i) x yX'. Par
ailleurs une sommedirecte x;: X; — X, i€l, est dite disjointe si les x; sont
des monomorphismes et si les produits fibrés X; x y X, i +j, existent et
sont des objets initiaux de 7. On notera que la condition (iv)(b) entraine
que T admet un objet initial () et que celui-ci est strict : tout morphisme de
but @ est un isomorphisme. Enfin, un épimorphisme f: X— Yest dit effectif
si f est le conoyau des projections X x X =3 X ; un épimorphisme effectif
universel est un morphisme f: X — Y tel que pour toute fléeche Y'— Y,
la premiére projection de Y'x X soit un épimorphisme effectif; une
relation d’¢quivalence R $ X est dite effective universelle si le couple
(u, v) admet un conoyau f: X — Y, si celui-ci est un épimorphisme effectif
universel et si R— X x ;X est un isomorphisme.

Corollaire 2.7. Soit T un U-topos.

(i) Les limites projectives indexées par une catégorie appartenant
a U existent dans T.
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(ii) Les limites inductives indexées par une catégorie appartenant a U
existent dans T et sont universelles.

(iii) Les limites inductives filtrantes (indexées par un ensemble
ordonné filtrant) sont distributives par rapport aux limites projectives
finies.

(iv) Tout épimorphisme est effectif universel. Toute relation d’équi-
valence est effective universelle.

(v) Pourtoutefléche f: X — Y de Tilexistedes fleches X —¢»—>Y
de T, avec f=ie, ou e est un épimorphisme et i un monomorphisme.

(vi) Un morphisme qui est un épimorphisme et un monomorphime
est un isomorphisme.

(vii) Pour tout X eOb(T), I'ensemble des classes a isomorphisme pres
de monomorphismes de but X (resp. épimorphismes de source X) est
isomorphe a un élément de U.

2.8. Autrement dit, du point de vue des limites inductives et projec-
tives, un U-topos se comporte comme la catégorie des ensembles. On
prouve drailleurs ce corollaire par réduction au cas ou T=E (2.6 (1)), pu1s
T=E (2.5), puis enfin T= U-ens, par construction des limites dans E.

Exemple 2.9. Soient T un U—topos et G un Groupe de T. La catégorie
des G-objets a gauche de T est un U-topos (111 1.2.8).

Théoréme 2.10. Soit E une U-catégorie. On a une bijection entre
I'ensemble des topologies qui font de E un U-site (1.6) et I'ensemble des
sous-catégories strictement pleines F de E, qui sont des U-topos et pour
lesquelles le foncteur d’inclusion i: F — E admet un adjoint a gauche qui
commute aux limites projectives finies.

2.10.1 [SGA II 3.9]. La bijection est évidemment obtenue en associant
a toute topologie J sur E la catégorie des U-faisceaux d’ensembles sur E
pour J. Nota: une sous-catégorie C’ de C est dite strictement pleine si elle
est pleine et si tout X eOb(C) isomorphe a un objet X’ de C’ appartient
a ob(C).

Corollaire 2.11. Soit T un U-topos. Il existe une bijection entre
I'ensemble des topologies sur T qui sont plus fines que la topologie
canonique et 'ensemble des sous-catégories strictement pleines F de T
telles que I'inclusion i, : F — T admette un adjoint & gauche i*: T— F qui
commute aux limites projectives finies. De telles sous-catégories sont des
U-topos et I'on a un morphisme de topos (3.4.2)i: F— T.

2.11.1. Le corollaire résulte immédiatement du théoréme. On dira d’un
tel F que c’est un sous-topos de T, pour un exemple, voir (3.9.3).
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§ 3. Morphismes de sites, de topos

Définition 3.1. Soient X et Y deux U-sites. Un foncteur f~': Y — X
entre les catégories sous-jacentes est dit continu si, pour tout U-faisceau
F sur X le préfaisceau

LF)Y)=F(f~'(Y)), YeOb(Y), (1)

est un faisceau.

3.1.1. On démontre alors que, pour tout univers V et tout V-faisceau F
sur X, le préfaisceau f, (F) est un faisceau.

D éfinition 3.1.2. Soient u: X — Y un foncteur et J une topologie sur Y.
On appelle topologie induite sur X la plus fine pour laquelle u soit continu.

3.1.3. Si les limites projectives finies existent dans X et si u les respecte,
une famille (X;— X) de fléches de X est couvrante pour la topologie
induite si, et seulement si, la famille (u(X;) — u(X)) est couvrante pour J.

_ 3.14. Soient E un site et PeOb(E). Par topologie induite sur Ep=
E px ¢E on entendra toujours celle qu’induit le foncteur E;, — E. Pour
tout S=(S, s: n(S)— P), SeOb(E ), I'isomorphisme naturel (Ep)s~E s
induit une bijection entre I'ensemble des raffinements de S pour la
topologie induite sur E et I'ensemble des raffinements de S pour la
topologie de E [SGA 4111 6.2].

Proposition 3.2. Sous les hypothéses de (3.1), le foncteur

f*: XU_’YUs f*(F)zF'f_l’ (1)
admet un adjoint a gauche
*: Yy— X, 2)

[SGA 4111 2.3]. L’existence du foncteur faisceau associé (sur X)
permet de supposer que les topologies sont discrétes, auquel cas le
résultat est classique: théoréme de Kan.

Définition 3.3. Soient X et Y deux U-sites. Un morphisme de sites de
source X et de but Y

f: X->Y (1)
est un foncteur continu entre les catégories sous-jacentes

f Y- X )
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tel que le foncteur adjoint a gauche (appelé foncteur image inverse)

f*: Yu_’ )~(u 3)
du foncteur image directe

St Xy= Yy, S (F)YV)=F(f~}(Y)), )

commute aux limites projectives finies.

3.3.1. On montre que, pour tout univers V tel que X et Y soient des
V-sites, le foncteur f ! définit encore un morphisme de sites.

3.3.2. On choisira toujours f* de telle sorte que le diagramme ci-
dessous soit commutatif (et non pas seulement commutatifa isomorphisme
pres)

X—5 X,

S (5)

Y—> Yy

ou ¢ et ¢’ sont les foncteurs de (2.5 (3)). Si X et Y sont des sites standards,
les foncteurs ¢ et ¢’ sont pleinement fidéles et 'on s’autorisera souvent
a écrire f*(Y) au lieu de f ~'(Y), YeOb(Y).

Exemple 3.3.3. Une application continue f: X — Y induit évidem-
ment un morphisme f: X — Y du site des ouverts de X (1.2.2) dans
celui des ouverts de Y.

334. Si X—L5Y—£,7 sont des morphismes de sites dont les
foncteurs sous-jacents sont f ~! et g~! le composé f~!-g~! définit un
morphisme de sites que 'on notera gf: X — Z et que 'on appellera
composé de f et g.

Proposition 3.4. Soient X et Y deux U-sites standards et soit f*: Y — X
un foncteur. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) f* est sous-jacent a un morphisme de sites f: X — Y;

(i1) f* commute aux limites projectives finies et transforme familles
couvrantes en familles couvrantes.

Si, de plus, X et Y sont des U-topos, ces conditions équivalent a

(iii) f* commute aux limites projectives finies et aux limites inductives
quelconques;

(iv) f* commute aux limites projectives finies et admet un adjoint
a droite f,: X—Y.



12 Chapitre 0. Sites et topos

3.4.1. L’équivalence de (i) et (ii) résulte immédiatement de (3.3.2 (7))
et lautre partie de la proposition résulte de (2.5 (iii)).

3.4.2. Sous les conditions de (3.4 (iv)), on dira que le couple
X5y

est un morphisme de topos de source X et de but Y. Pour exprimer qu’un
foncteur f*: Y— X, ou X et Y sont deux U-topos, vérifie (3.4 (iii)), on
dira parfois qu’il «est» un morphisme de topos, ce qui est tolérable
car f* détermine f, & isomorphisme unique prés; on prendra garde
cependant que f* et le morphisme de topos vont en sens inverse.

Définition 3.5. Soit E un U-site. On appelle topologie induite sur
Eyla plus fine de celles pour lesquelles le foncteur faisceau associé
a: Ey,— E, est continu. On dit qu’une fléche m: P— Q de E est cou-
vrante (resp. bicouvrante) si a(m) est un épimorphisme (resp. isomor-
phisme).

3.5.1. Cette terminologie est en accord avec celle de [SGA 411 3.5].
Puisque a commute aux limites projectives finies, I’ensemble des
morphismes couvrants (resp. bicouvrants) est stable par changement
de base.

Proposition 3.5.2. Soit E un U-site.

(i) Pour qu'un monomorphisme m de E, soit couvrant il faut et il
suffit qu’il soit bicouvrant.

(ii) Soit m: P— Q une fléche de E, soit i: P'— P I'image de m et
soit d: P— P x P le morphisme diagonal. Pour que m soit bicouvrant
il faut et il suffit que les monomorphismes i et d soient couvrants.

(iif) Soient SeOb(E), R un crible de E 5 et R’ le sous-objet de 7(S)
qui lui correspond par (2.4.1). Pour que R soit un raffinement de S,
il faut et il suffit que I'inclusion R’'=#(S) soit couvrante (donc bicou-
vrante).

3.5.2.1. (i) et (ii) sont triviales, (iii) résulte de (2.2). En particulier, un
morphisme de Ey est couvrant si, et seulement si, il I'est pour la topologie
induite. Plus généralement on a ce qui suit.

Proposition 3.5.3. Soient E un U-site et P=(p;: P— P), iel, une
famille de fléches de E,. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) P est couvrante pour la topologie induite;

(ii) 'image de P par a est épimorphique (donc couvrante pour la
topologie canonique de Ey);
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(iii) le morphisme P'— P est bicouvrant, ou P’ désigne la réunion
des images des p;.

Résulte immédiatement du fait que a commute aux limites inductives
et aux limites projectives finies.

Proposition 3.6. Soient E un U-site et V un univers auquel appar-
tiennent U et E.

(i) les foncteurs
E—<>E  E—>E, E-—E, E—E, (1)

de (2.4(1)) et (2.5(1)(3)) [relatifs & U] définissent des morphismes de
V-sites

E—E, E<E, E<E, E<E, (2)

si 'on munit E (resp. E) (resp. E) de la topologie donnée (resp. induite)
(resp. canonique).

(ii) Les foncteurs image directe définis par les morphismes de
sites (2) [qui, par définition, sont induits par la composition avec les
foncteurs de (1)] sont des équivalences de catégories et induisent des
équivalences entre les catégories de U-faisceaux d’ensembles.

3.6.1. En général, E, n’est pas une U-catégorie, ce qui nous a conduit
a introduire V pour avoir un énoncé correct. Prouvons d’abord que
tout U-faisceau F sur E pour la topologie induite est représentable par
un X eOb(E)c Ob(E). D’aprés (3.5.3), le composé F - i est un U-faisceau
sur E pour la topologie canonique. D’aprés (2.6) il est donc représentable
par un X eOb(E). Pour tout PeOb(E), on a des morphismes

F(P)«<™— F(ia(P)) -~ Homg(a(P), X) = Homg(P, (X)), (3)

ou m’ est la valeur en a(P) de lisomorphisme qui exprime que X
représente F -i, ou m” est la valeur en (P, X) de l'isomorphisme qui
exprime que a est adjoint & gauche de i et o m=F(p), p: P—ia(P)
étant le morphisme d’adjonction. Il est immédiat que m, m’ et m” sont
fonctoriels en P; de plus, par la formule d’adjonction, p: P— ia(P) est
bicouvrant, d’ou I'on déduit par (3.5.2 (ii)) que F(p) est un isomorphisme.
Donc m est un isomorphisme, ce qui prouve que i(X) représente F.

3.6.2. 11 résulte de ceci que les catégories de faisceaux E et E associées
aux sites de (2) sont équivalentes a E. Enfin, par ces équivalences, la
composition avec les foncteurs de (1) induit quatre foncteurs de E dans
elle-méme. Ils sont tous isomorphes a I'identité, comme on voit en
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utilisant la formule d’adjonction. Nous avons ainsi prouvé que la com-
position avec les foncteurs de (1) induit des équivalences entre les caté-
gories de U-faisceaux. Par la proposition ci-dessous, il en est de méme
pour les catégories de V-faisceaux, ce qui prouve (ii), d’ou (i) résulte
trivialement.

Proposition 3.7 (lemme de comparaison ). Soient E un U-site, u: E'— E
un foncteur pleinement fidéle. Supposons que, pour tout XeOb(E), il
existe une famille (x;: u(X;)— X), iel, IeU, x;eFI(E), X;eOb(E’), qui
soit couvrante pour la topologie de E. Alors le foncteur

u,: Ey—>Ey, u (F)=F-u,

est une équivalence de catégories, ou E[ désigne la catégorie des
U-faisceaux sur E’ pour la topologie induite (la plus fine pour laquelle u
soit continu).

On applique d’abord [SGA 41114.4] en y remplagant U par un
univers V auquel appartiennent E, E' et U, puis 'on note quun
V-faisceau F sur E tel que F - u soit isomorphe a4 un U-faisceau est un
U-faisceau.

Proposition 3.8. Soit f: X — Y un morphisme de U-topos. Soit J la
topologie la plus fine (sur Y) telle que f* soit continu et soit i: f(X)— Y
le sous-topos de Y (2.11) qu’elle définit. On a un morphisme de topos
p: X — f(X) caractérisé par

P*=f*iy  fi=i.Dy (1

et vérifiant f=ip. De plus, p* est conservatif et fidéle. De plus, soit
m: y—y" une fleche de Y. Pour que f*(m) soit un isomorphisme (resp.
monomorphisme) (resp. épimorphisme) il faut et il suffit qu’il en soit
ainsi de i*(m).

3.8.1. Rappelons qu’un foncteur u: A — B est dit conservatif si toute
fleche de A dont I'image par u est inversible est inversible.

3.8.2. Par définition, f(X) est la sous-catégorie pleine de Y dont
les objets sont les yeOb(Y) tels que le préfaisceau représenté par y
soit un faisceau pour J. Par définition de i, le foncteur image directe
i,: f(X)— Y est I'inclusion; il est donc pleinement fidéle. Par définition
de J, on a donc f,(x)eOb(f (X)) pour tout xeOb(X), ce qui permet
de caractériser p, par (1). Définissant p* par (1), il est immédiat que
c’est un adjoint & gauche de p,, car I'inclusion i, : f(X) — Y est pleinement
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fidéle. D’ou la premiére assertion. On a donc un isomorphisme cano-
nique f*— p*i* d’ou I'on déduit, en utilisant (2.11), que la seconde
assertion résulte du corollaire que voici.

Corollaire 3.9. Soit f: X — Y un morphisme de U-topos.

(i) Pour que le foncteur image inverse f*: Y— X soit conservatif
(3.8.1) il faut et il suffit que la topologie canonique de Y soit la plus fine
pour laquelle f* soit continu.

(ii) Si f* est conservatif il est fidéle (et réciproquement). De plus,
une fléeche m: y—y’ de Y est alors un monomorphisme (resp. épi-
morphisme) dés qu’il en est ainsi de son image par f*. Enfin, pour tout
y€eOb(Y), le morphisme d’adjonction p: y—f, f*(y) est un mono-
morphisme.

39.1. Soit S=(s;: S;— S), iel, une famille de fléches de Y et soit
s': §'— § la réunion des images des s;. La famille des {s;: S;— S} est
couvrante pour la topologie canonique de Y donc pour la topologie
induite par f; par suite, pour que S soit couvrante pour la topologie
induite par f il faut et il suffit que s': $'— S soit couvrant. Puisque s’
est un monomorphisme, ceci signifie que f*(s’) est un isomorphisme.
La condition de (i) est donc nécessaire. Elle est suffisante. En effet, soit
m: y — y" une fléche de Y, soit i: y” — )’ I'image de met soitd: y >y x .y
le morphisme diagonal. Si f*(m) est un isomorphisme il en est de méme
de f*(i) et f*(d), donc i et d sont couvrants pour la topologie induite
donc des épimorphismes, donc des isomorphismes car ce sont des
monomorphismes. Donc m est un isomorphisme.

3.9.2. Les premiéres assertions de (ii) sont laissées au lecteur (utiliser
(2.7)). Pour prouver la derniére, il suffit alors de montrer que
f*@): f*@)—-f*f.f*() est un monomorphisme, ce qui résulte du
fait que son composé avec le morphisme d’adjonction f*f f*(y) — f*(y)
est 'identité de f*(y).

Exemple 3.9.3. Soient X et Y des espaces topologiques et f: X - Y
une application continue. Soit f': X'— Y’ le morphisme induit par f
entre les topos de faisceaux d’ensembles sur X et Y. L’'image du mor-
phisme de topos f” est le topos f(X) des faisceaux d’ensembles sur
I'image f(X) de f munie de la topologie induite par celle de Y. En effet,
d’une part, f'* est conservatif lorsque f est surjective et, d’autre part,
f est pleinement fidele lorsque f est injective et que X est muni de la
topologie induite par celle de Y (regarder les fibres). Dans ce dernier
cas, X' est donc un sous-topos de Y' (2.11); si X' est fermé dans Y, on sait
X' s’identifie a4 la sous-catégorie pleine de Y’ dont les objets sont les
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faisceaux sur Y dont la restriction a 'ouvert U=Y — X est le faisceau
final. On a un résultat analogue pour la topologie étale d’'un schéma
[SGA 4 VIII 6.3]. Plus généralement, on a ce qui suit.

Corollaire 3.10. Soient f: X — Y un morphisme de topos et U I'objet
initial de f(X). L’'image directe par f de I'objet initial de X est isomorphe
a U; c’est un sous-objet de I'objet final de Y (on dit que c’est un ouvert
de Y). Soit Y’eOb(Y). Pour que f*(Y’) soit I'objet initial de X il faut
et il suffit qu’il existe un morphisme Y’ — U. Si Y'eOb(f(X)), la seconde
projection Y’ x U— U est un isomorphisme.

La démonstration est laissée au lecteur. La derniére assertion
signifie que f(X) est un sous-topos du «topos résiduel de U» introduit
par Verdier.

Proposition 3.11. Soient X un U-topos, U un ouvert de X (sous-
objet de I'objet final de X) et F la sous-catégorie pleine de X dont les
objets sont les X'eOb(X) tels que la seconde projection X' x U— U
soit un isomorphisme. F est un sous-topos de X (2.11.1).

3.11.1 [SGA 41V 3.3]. On dira que F est le topos résiduel de U. La
terminologie est justifiée par le fait que I’on reconstruit comme suit X a
partir de F et du topos X .

3.11.2. Soit f: A— B un foncteur. On notera (4, B, f) la catégorie
dont les objets sont les (a, b, m: b— f(a)), acOb(A), be Ob(B), meFI(B),
les morphismes étant définis naturellement. Sous les hypothéses de
(3.11), notons i*: X — F I'adjoint a gauche de l'inclusion i*: F— X et
jx: X,y— X Tladjoint a droite du foncteur changement de base
J¥1 X=Xy, j*(X)=X'xU, X'eOb(X). Pour tout X'eOb(X), on a
un morphisme X'—j,j*(X’), d’oi un morphisme #(X'): i*(X')—
i*j, j*(X"), d’ou un foncteur

f: X—>(U,F,i*j,: U>F)

1
SX)=(*X"), *(X), t(X")). .

Proposition 3.12. Sous les hypothéses de (3.11), le foncteur (1) est
une équivalence de catégories.

[SGA 41V 3.4]. Reprenant 'exemple (3.9.3), on en déduit une
description de la catégorie des faisceaux sur un espace topologique
(resp. le site étale d’un préschéma) en termes de faisceaux sur un ouvert
et sur le fermé complémentaire.
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Définition 3.13. On appelle point d’un, U-topos T un morphisme de
topos x: U-ens — T. On appelle foncteur fibre d’'un U-topos T le foncteur
image inverse sous-jacent a un point de T. On dit qu'un U-topos admet
suffisamment de foncteurs fibres si ceux-ci forment une famille con-
servative de foncteurs.

3.13.1. On connait des exemples de topos admettant suffisamment
de foncteurs fibres: le topos des U-faisceaux d’ensembles sur un espace
topologique X (fibres aux points de X), ou le topos étale d’un pré-
schéma X (fibres aux points géométriques de X [SGA 4 VIII 3.3]), ou
encore le topos des U-préfaisceaux d’ensembles sur une catégorie E
appartenant a U (prendre les foncteurs S w» F(S), SeOb(E)). Par ailleurs,
si T est un U-topos, G un groupe de T et G le U-topos des G-objets
de T (2.9), le foncteur oubli des opérations de G, G — T est conservatif:
comme de plus, c’est un morphisme de topos, G admet suffisamment
de foncteurs fibres s’il en est ainsi de T. En utilisant la théorie de la
mesure, Deligne a construit un U-topos qui n’admet pas de fibre.



Chapitre I

Catégories fibrées et scindées

§ 1. Rappels et notations

Nous renvoyons a [D 1] et a [SGA 1 VI] pour I’étude des notions de
catégorie fibrée et scindée. Rappelons cependant les définitions.

1.0.1. Soit ¢: F — E un foncteur. Pour tout SeOb(E), on appelle
catégorie fibre de F en S et on note

Fs (1)

la sous-catégorie de F dont les fléches, appelées S-morphismes, sont les
meF1(E) vérifiant ¢ (m)=idg. On note

Homs(x’ y)7 X, yEOb(FS)9 (2)

I'ensemble des S-morphismes x — y. Soient m: x — y une fléche de F et
f+ T— S sa projection (image par ¢). On dira que m est E-cartésienne,
ou que m est une image inverse de y par f, ou, abusivement, que x est une
image inverse de y par f, si, pour tout ze Ob(F;), lapplication

Homy(z, x) > Hom/(z,y), n—mn, 3)
est bijective, ou Hom(z, y)={neHom(z, y), ¢ (n)=1}.

Définition 1.0.2. Une E-catégorie fibrée est un foncteur ¢: F —>E
tel que, pour toute fléche f: T— S de E et tout yeOb(Fy), il existe une
image inverse de y par f et tel que le composé de deux morphismes
E-cartésiens de F soit E-cartésien (existence et transitivité des images
inverses).

Définition 1.0.3. Une E-catégorie scindée est une E-catégorie fibrée F
munie d’une application (appelée scindage de F) qui a toute fleche
J: T—S de E et a tout yeOb(Fy) associe une image inverse Xt xf—x
de telle sorte que, pour tout couple U —&— T—L § de fléche de E et tout
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yeOb(Fy) on ait

x;(x)y=x, (donc (x/)f=x"%). 1)

D’aprés [D 5 (a)], la donnée d’une E-catégorie scindée F est essentiel-
lement équivalente a celle d’un foncteur

E°—(Cat), Sw»F;. )

1.1. Les catégories de morphismes

1.1.1. Soit un diagramme de catégories

G F

gl lf
B < A.
On désigne par

Hom (F, G) (1)

la sous-catégorie de Hom(F, G) dont les objets sont les u: F — G tels que
gu=af, (on les appelle des a-foncteurs), les morphismes étant les m:
u— u’ tels que g+ m soit le morphisme identique du foncteur af, (on les
appelle des a-morphismes, sous-entendu: «de a-foncteurs»).
On désigne par
Cart,(F, G) )

la sous-catégorie pleine de la précédente dont les objets sont les a-fonc-
teurs cartésiens, c’est a dire, par définition, ceux qui transforment tout
morphisme A-cartésien de F en un morphisme B-cartésien de G. La
catégorie (2), ne sera guére utilisée que si f et g sont fibrants.

1.1.2. Supposons de plus que f et g soient munis d’un scindage,
[D 1.5], ce qui entraine qu’ils sont fibrants. On notera encore Cart,(F,G)
la catégorie de (2) relative aux foncteurs fibrants sous-jacents. De plus, on
désignera par

Scin,(F, G) (1)

la sous-catégorie pleine de Hom,(F, G) dont les objets sont les a-morphis-
mes de catégories scindées, 1.e. ceux qui transforment tout morphisme de
transport [D 1.5 et 1.6], en un morphisme de transport. Un tel foncteur
est a-cartésien, d’ou les inclusions de sous-catégories pleines

Scin,(F, G)< Cart,(F, G)cHom,(F, G). )
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1.1.3. Si A=B et a=id,, on notera plutét
Scin,(F,G), Cart,(F,G) et Hom,(F,G)

les catégories précédentes. De plus, les ensembles d’objets de toutes ces
catégories seront désignées par les symboles analogues: Cart,(F, G),
Cart,(F, G) etc.

Lemme 1.1.4. Soit un diagramme de catégories

G F
gl lf
B« A4

(i) En considérant F comme une B-catégorie gricea af: F — B,on a
Hom,(F, G)=Hom,(F, G) (1)

(ii) Si I'une des conditions suivantes est vérifiée

(a) tout morphisme de G est B-cartésien

(b) pour tout morphisme de F, B-cartésien équivaut a A-cartésien

(c) aestscindé a fibres des catégories discrétes (i.e. discret au sens de
[D 6.1]) alors on a égalité

Cart,(F, G)= Cart,(F, G). )

(iii) Si (c) est vérifiée et si f est muni d’un scindage les morphismes de
transport de celui-ci sont les morphismes de transport d’un scindage de
af et, pour tout scindage de g, on a

Scin,(F, G)=Scing(F, G). 3)

Résulte immédiatement des définitions.

1.1.5. Soit F une A-catégorie fibrée. On pose
Lim(F/A)=Cart,(A, F) 1)
et, pour toute catégorie X, on a un isomorphisme canonique
Hom(X,‘I:iE(F/A))—l» Cart,(X x A4, F). )
De méme, si F est une A-catégorie scindée, on pose
lim(F/A)=Scin,(4, F), 3)
qui est donc une sous-catégorie pleine de la précédente, 'inclusion

lim (F/4) — Lim F/4) @
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n’étant pas, en général, une équivalence [D 5.5]. Bien entendu, (3) est
canoniquement isomorphe a la limite projective du préfaisceau de
catégories défini par F [SGA 1 VI 9]. Un objet de (1) s’appelle une section
cartésienne de F.

1.2. Les accouplements de composition

1.2.1. Soit un diagramme de catégories

H G F

[ bl »

Ceg—Bega
On a un foncteur
Hom,(F, G) x Hom,(G, H)— Hom, (F, H) 2)

qui, & tout objet (u, v) du produit, associe le composé vu et, a tout mor-
phisme (m, n) du produit associe n*m. Rappelons [SGA VI 2] et [15],
qu’avec les notations

H 3™ GImF, 3)

ou F, G et H sont des catégories u, v, v et v’ des foncteurs et m et n des
morphismes de foncteurs, on a

nxm=(n*u')(vxm)="*m)(n*u). 4)
De plus,siv=v"etsin=id,, (resp. siu=u'et sim=id,),on a
nkm=vsm (resp. hxm=nxu). (5)

Enfin, étant donné de plus un morphisme de foncteurs

w
K" _H,
w

on a la formule d’associativité
(p*n)xm=px(nxm). (6)
1.2.2. Le composé de deux foncteurs cartésiens est cartésien, ce qui
entraine que (2) induit un foncteur
Cart,(F, G) x Cart, (G, H) — Cart,(F, H), (1)

chaque fois que I'on a un diagramme tel que (1.2.1(1)). Si 'on suppose
de plus donnés des scindages de f, g et h, le foncteur (1) en induit un autre

Scin,(F, G) x Scin, (G, H)— Scin, (F, H). ?)
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1.3. Les foncteurs de composition

1.3.1. Soit un diagramme tel que (1.2.1(1)). Pour tout ue Hom,(F, G),
on note
Hom,(u, H): Hom,(G, H)— Hom,(F, H) (1)

le foncteur qui, a tout objet v associe vu et a tout morphisme n associe
nxu. Si ueCart,(F, G), ce foncteur en induit un autre

Cart,(u, H): Cart,(G, H)— Cart,,(F, H). %)

Si, de plus, f, g et h sont scindés et si ue Scin,(F, G), le foncteur (2) en
induit un autre

Scin,(u, H): Scin,(G, H)— Scin,,(F, H). 3)
1.3.2. On obtient de méme, pour tout veCart,(G, H), un foncteur
Cart,(F,v): Cart,(F, G)— Cart, (F, H), (1)

induit par un foncteur Hom,(F, v) et induisant lui-méme, si F, G et H
sont scindées et si veScin, (G, H), un foncteur Scin,(F, v).

1.3.3.Si A=Betsia=id, on écrira Cart,(u, H) au lieu de Cart,(u, H),
etc.

1.4. Leurs propriétés algébriques

Soit un diagramme de catégories

K H G F
S O
D«——C«—B«—A4.

De la formule d’associativité (1.2.1 (6)), résultent les formules suivantes.
Si (4, v)eHom,(F, G) x Hom, (G, H), on a

Hom,(u, K)- Hom, (v, K)=Hom,,(vu, K). )
Si (v, w)e Hom, (G, H) x Hom,(H, K), on a

Hom, (F, w)- Hom,(F,v)=Hom, (F, wv). 3)
Si (u, wye Hom,(F, G) x Hom, (H, K), on a

Hom, (F,w)- Hom,(u, H)=Hom,(u, K)- Hom (G, w). @)
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En supposant que tous les foncteurs considérés sont cartésiens, on
obtient des formules analogues relatives aux catégories Cart(-,*). Si,
de plus, f; g, h et k sont munis de scindages, on a des formules analogues
relatives aux catégories Scin(-,-).

1.5. Composition avec une E-équivalence

Proposition 1.5.1. (Composition avec un morphisme i-fidéle.) Soient
A une catégorie, F et G deux A-catégories fibrées, u: F — G un A-foncteur
cartésien et i un entier, (0=<i<2). Les conditions suivantes sont équi-
valentes

(a) u est i-fidéle (resp. conservatif (0 3.8.1));

(b) pour toute A-catégorie fibrée X le foncteur
Cart (X, u): Cart (X, F)— Cart, (X, G) (1)

est i-fidéle (resp. conservatif);

(c) pour tout SeOb(A4) le foncteur induit par u sur les catégories
fibres en S, ug: Fg— Gy, est i-fidéle (resp. conservatif).

1.5.1.1. On rappelle qu’un foncteur est dit i-fidéle s’il est fidéle,
pleinement fidéle ou une équivalence selon que i=0, 1 ou 2.

1.5.1.2. La preuve est laissée au lecteur; pour prouver que (b) = (c)
il prendra X =4, SeOb(4).

Corollaire 1.5.2. Pour i=2 les conditions de la proposition équi-
valent a

(d) il existe un A-foncteur cartésien v: G — F et des A-isomorphismes
m: vu——id; et n: uv—-id; tels que uxm=nx*u et mxv=v*n.

1.5.2.1. Sous ces conditions on dira que u est une A-équivalence et
que (v,m) est un A-quasi-inverse de u. Si u est un morphisme de
A-catégories scindées et une A-équivalence il peut ne pas exister de
A-quasi-inverse qui soit un morphisme de catégories scindées (cf.
[D 5.5]).

Corollaire 1.5.3. Soient A une catégorie, F et G des A-catégories
fibrées et u: F — G un A-foncteur cartésien.

(i) Siu esti-fidéle (0<i<2)il en est de méme, pour tout diagramme
de catégories X

|
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des foncteurs
Hom ,(X,u): Hom,(X, F)—»Hom,(X, G)
Cart,(X,u): Cart,(X, F)— Cart,(X, G)
et (si F, G, X sont scindées et si ueScin(F, G)) il en est de méme du
foncteur  giin (X, u): Scin,(X, F)— Scin,(X, G).
(ii) Si u est une E-équivalence, pour tout diagramme de catégories

X

les foncteurs
Cart (4, X): Cart,(G, X)— Cart,(F, X)

et Hom ,(u, X) sont des équivalences de catégories.

1.6. Changement de base

Proposition 1.6.1. Soit un produit fibré de catégories

H+—G

W s

(i) Sihestfibrantilen est de méme de g et les morphismes B-cartésiens
de G sont ceux dont I'image par v est C-cartésienne. Si, de plus, h est
munid’un scindage il existe un unique scindage sur g tel que ve Scin, (G, H).

(ii) Pour tout diagramme de catégories B «%— 4 «Z—F les foncteurs

Hom,(F,v): Hom,(F, G)— Hom,,(F, H)
et
Cart,(F,v): Cart,(F,G)— Cart,,(F, H)

sont des isomorphismes et il en est de méme de Scin,(F,v), du moins,
pour ce dernier, si f et h sont scindés et si 'on munit g du scindage défini
par veScin, (G, H).

Corollaire 1.6.2. Sous les hypothéses de la proposition précédente,
la premiére projection de G=H x B induit des isomorphismes

Lim (H x -B/B)—=- Cart,(B, H) (1)
lim(H x ¢B/B)—=> Scin,(B, H), (H scindée). ?)
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1.6.2.1. En inversant lisomorphisme (1) (resp.(2)), on trouve, par
composition avec b, un foncteur

B: Lim(H/C)— Lim(H x :B/B) (1)
[resp.
B: lim(H/C)— lim(H x :B/B), H scindée], 2)

caractérisé par v f(k)=kb.

Corollaire 1.6.3. Sous les hypothéses de (1.6.1),

(i) si b est fibrant a fibres des groupoides (ou, autrement dit, si tous
les morphismes de B sont C-cartésiens), on a

Cart, (B, H)=Cart.(B, H) (1)
et I'isomorphisme (1.6.2 (1)) s’écrit
Lim(H x -B/B) > Cart.(B, H). 2)

(ii) Si, de plus, b est scindé a fibres discrétes c’est a dire si b est un
changement de base discret au sens de [D 6.1], pour tout scindage de h,
on a

Scin,(B, H)= Scin(B, H) 3)
et 'isomorphisme (1.6.2 (2)) s’écrit

EQ(HXCB/B)—L»ScinC(B, H). 4
Résulte de (1.1.4).

1.7. Univers

1.7.1. Nous adoptons quant aux univers le langage de [SGA 41].
Précisons. Soit U un univers fixé jusqu'a (3.1). Nous dirons qu’une
catégorie est essentiellement U-petite si elle est équivalente a4 une caté-
gorie élément de U. Nous dirons qu’une catégorie C est une U-catégorie
si, pour tout couple (x,y) d’objets de C, I'ensemble Hom(x, y) est
isomorphe a un élément de U.

Lemme 1.7.2. Soit un diagramme de catégories
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(i) Si F et G sont élément de U (resp. U-petites), il en est de méme
des catégories Hom,(F, G), Cart,(F,G) et, si F et G sont scindées,
Scin,(F, G).

(i) Si F est essentiellement U-petite et si les catégories fibres de G
sont des U-catégories alors les catégories Hom,(F, G), Cart,(F, G), et
le cas échéant Scin,(F, G), sont des U-catégories.

1.8. La 2-catégorie .4 (E)

1.8.1. Pour toute catégorie E élément de U, on désigne par Fib(E)
I'ensemble des E-catégories fibrées qui appartiennent a U. Ce n’est pas
un élément de U. En attachant a tout couple (F, G) d’éléments de Fib(E)
la catégorie Cartg(F, G) de (1.1.3) et a tout triplet (F, G, H) d’éléments
de Fib(E) l'accouplement (1.2.2(1)), on définit une 2-catégorie notée
F¢6(E). En effet, les axiomes qui permettent d’affirmer que ces données
définissent une 2-catégorie, [31, chap. VI-1], sont choisis pour généra-
liser les égalités (4), (5) et (6) de (1.2.1). La catégorie dont I’ensemble
des objets est Fib(E), dont I’ensemble des fléches est la somme disjointe
des Cartg(F, G) pour (F, G)eFib(E)x Fib(E) et dont la loi de com-
position est induite par celle des E-foncteurs sera désignée par Fib(E).
C’est une U-catégorie.

Proposition 1.8.2. Soient E une catégorie ¢lément de U et
L: I—-Fib(E) (1)
un foncteur, ou I est une catégorie élément de U.
(i) La limite projective de L existe (dans Fib(E) évidemment).
(i) Si L est une limite projective de L, pour toute X eFib(E) on a

un isomorphisme de catégories

Cartg(X, L)— lim(Cartg(X, L())). )
I

(i) Si L est une limite projective de L, pour tout SeOb(E), on a
un isomorphisme canonique

Ls—= lim L(i)s. 3)
I

1.8.2.1. Nous allons d’abord construire une catégorie L. Pour cela
on note que dans le catégorie (U-ens)oy k), ON a un systéme projectif

indexé par I a savoir
i Ob(L(i)- 4)
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On pose Ob(L)=}iEOb(L(i)), qui est donc un ensemble «au dessus
de Ob(E)». On procéde de méme pour les ensembles de fléches. D’ou
E-catégorie L. Il est immédiat qu’elle vérifie (iii). Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier que L est fibrée et de prouver I’assertion (ii).
Le cas du produit de deux objets de Fib (E) a été traité dans [SGA 1 VI 6],
le cas général se traite de la méme fagon. On notera que le produit de
deux objets F et G de Fib(E) n’est autre que le produit fibré F x (G.

1.9. La 2-catégorie Fcc#(E)

1.9.1. Soit E une catégorie élément de U. En procédant comme au
numéro précédent, on note Scin(E) I'ensemble des E-catégories scindées
qui sont éléments de U, Fec#(E) la 2-catégorie obtenue en associant
a tout couple (F, G) d’éléments de Scin(E) la catégorie Scing(F, G) et
a tout triplet (F, G, H) d’éléments de Scin(E) I'accouplement (1.2.2 (2)).
Enfin on note Scin(E) la catégorie «sous-jacente» dont ’ensemble
des fléches est la somme directe des ensembles Scing(F, G).

1.9.2. Par oubli des scindages, on définit un morphisme de 2-catégories
Outy: Fein(E)— Fib(E)

qui induit sur les catégories de morphismes les foncteurs d’inclusion
Scing(F, G)c= Cartg(F, G), lesquels sont pleinement fidéles, mais, en
général, ni des isomorphismes ni des équivalences.

1.9.3. Pour toute E-catégorie scindée F, les foncteurs image inverse,
[D 1.6], définissent un préfaisceau de catégories sur E, c’est a dire un
élément F’ de Hom(E?, (Cat)), ou (Cat) est la catégorie des catégories
éléments de U. Cette construction induit, pour tout couple (F, G) de
E-catégorie scindées un isomorphisme de catégories Scing(F, G)——>
Hom(F’, G’), la seconde étant définie de maniére que le lecteur retrouvera
sans peine §’il ne la connait déja. Par [SGA 1VI9] ou [D 5(a)], & tout
préfaisceau de catégories P sur E est associée une E-catégorie scindée F
et un isomorphisme F'—=— P.

1.9.3.1. Si E est munie d’une topologie, on dira qu’une E-catégorie
scindée «est» un faisceau de catégories s’il en est ainsi du préfaisceau
de catégories qu’elle définit.

1.9.4. Terminons par une remarque qui nous sera utile dans plusieurs
démonstrations. D’aprés les généralités sur les préfaisceaux d’ensembles
munis de structures algébriques [SGA 4115.3], la donnée d’un pré-
faisceau de catégories équivaut a celle d’une catégorie de la catégorie
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E des préfaisceaux d’ensembles sur E, cest & dire d’un diagramme de E

p
X—';'——»Y—’b__,Z 1)

tel que, pour tout VeOb(E), le diagramme

p(V)
X(V)—=_ y(v)—Y = 7(v) )
av) bv)

définisse une catégorie [s(V) et b(V) sont les applications source et but,
p(V) et q(V) identifient X(V) a I'ensemble des couples de fléches com-
posables et m(V) est I'application définissant la loi de composition].
D’aprés ce qui précede, une E-catégorie scindée F s’interpréte comme une
catégorie

fOHF)——=3 ft (F)———=3 +4(F) 3)

de E, ou o£(F), /¢ (F) et ¢£*(F) sont respectivement les préfaisceaux
qui & tout SeOb(E) associent I'ensemble des objets, des fléches et des
couples de fleches composables de la catégorie fibre F;. Moyennant
quoi, un objet de F de projection SeOb(E) s’interpréte comme un
morphisme de préfaisceaux d’ensembles

z: N(S)— 04(F), zeOb(Fy), “4)
ou 7(S) est le préfaisceau représenté par S.

1.10. La catégorie Lim(F/A)

Le lecteur trouvera la preuve des assertions qui suivent et des com-
pléments importants dans [SGA 4 VI 2]. Soient X et A des catégories
et F une A-catégorie. La composition avec la premiére projection de
X x A induit un isomorphisme

Cart ((F, X x A)—— Hom'(F, X) (1)

ou la seconde désigne la sous-catégorie pleine de Hom(F, X) dont les
objets sont les foncteurs qui transforment tout morphisme A-cartésien
de F en un isomorphisme. A I’évidence, (1) est fonctoriel en F et X.

Proposition 1.10.1. Pour toute A-catégorie F appartenant a U il
existe une catégorie Lim(F/A) appartenant a2 U et un foncteur
A F -»ﬁn}(F /A) tels que, pour toute catégorie X la composition avec
A induise un isomorphisme de catégories

Hom(Lim(F/4), X)——Hom'(F, X)~ Cart,(F, X x A). )
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On exprime généralement la propriété universelle de Lim(F/A4) en
disant qu’elle s’obtient en inversant les fléches A-cartésiennes de F. Par
la dite propriété universelle, a tout diagramme de (Cat)

F G
L
A—a>B

et a tout objet (resp. fléche) u de Cart,(F, G) est associé un foncteur que

I’'on notera
Lim(u/a): Lin(F/4)— Lim(G/B), 3

(resp. un morphisme entre foncteurs
Lim(F/A) v, Lim(G/B) “4)

que I'on notera encore Lim (u/a)).
On notera donc que Lim(F/A) est covariant, contrairement a
Lim (F/A), (1.6.2.1 (1)).

Lemme 1.10.2. Soient F une A-catégorie fibrée, e un objet initial
de A et i: F,— F le foncteur d’inclusion de la catégorie fibre en e. Le
composeé Ai: E_,—»&n}(F /A), ou 4 est le morphisme structural de (1.10.1)
est une équivalence.

1.11. Adjoint d’un E-foncteur

Proposition 1.11.1. Soient

A‘——_Z,B (1)

deux E-foncteurs et soient

u: gd—idg, v:id,—dg )

deux E-morphismes de E-foncteurs. Les conditions suivantes sont
équivalentes:
(i) u et v font de g un adjoint a gauche de d;
(i bis) on a
(uxg)(gxv)=id, et (dxu)(v*d)=id,; G)

(ii) pour tout SeOb(E), si (g, ds, ug, vg) désignent les foncteurs et
morphismes de foncteurs induits par g, d, u et v sur les catégories fibres
en S, les morphismes ug et vg font de gg un adjoint a gauche de dg;
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(ili) pour toute E-catégorie X et tout couple de E-foncteurs
a: X—>A, b: X—>B, @)
les applications (entre ensembles de E-morphismes de E-foncteurs)

Hom(ga, b)— Hom(d g a, d b) > Hom(a, d b)
®)

x—d*x x—x-(v*a)
et
Hom(a, db)— Hom(ga, gdb) - Hom(ga, b) ©)

X—>g*Xx X—(u*xb)-x
sont des bijections inverses I'une de l'autre.

L’équivalence de (i) et (i bis) est la définition, [10, p.340]. Une
égalit¢ entre E-morphismes de E-foncteurs se voit sur les catégories
fibres, donc (i bis) <> (ii). Prouvons que (i bis) = (iii). Par (1.2.1(4)),
pour tout xeHom(ga, b), on a

(ub)(gd+x)=(ids* x)(u*ga) )

d’ou il résulte, en utilisant le seconde formule de (3), que le composé
de (6) et (5) est I'identit¢ de Hom(g a, b). Une formule analogue prouve
que le composé de (5) et (6) est I'identité de Hom (a, d b), donc (i bis) = (iii).

Enfin (iii) = (i bis), car la premiére formule de (3), par exemple,
s’obtient en prenant X =A4, b=g, a=id , et x=id,. Notons pour terminer
que la donnée de g, d et v tel que (5) soit bijectif détermine u.

Définition 1.11.2. On dira qu’un E-foncteur d: B— A admet un
E-adjoint a gauche s’il existe (g, u, v) vérifiant les conditions de la pro-
position précédente.

Autrement dit, un E-adjoint a gauche d’un E-foncteur est un adjoint
a gauche qui est un E-foncteur, les morphismes d’adjonction u et v
¢tant des E-morphismes. D’aprés (iii), un tel adjoint est unique d
E-isomorphisme unique prés.

Corollaire 1.11.3. Soit d: B—>A un E-foncteur cartésien, A et B
étant des E-catégories fibrées.

(i) Pour que d admette un E-adjoint a gauche il faut et il suffit que,
pour tout SeOb(E), le foncteur dg: Bg— Ag induit par d sur les fibres
en S admette un adjoint a gauche.

(ii) Soit pour tout SeOb(E) un adjoint & gauche gy de dg, le mor-
phisme d’adjonction étant vg: id , . — ds g Il existe un unique E-adjoint
a gauche (g, u,v) de d tel que, pour tout SeOb(E), le foncteur (resp.
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morphisme) induit par g (resp. v) sur les fibres en S soit égal a gg
(resp. vg).

1.11.3.1. La condition de (i) est nécessaire d’aprés (1.11.1); elle est
suffisante d’aprés (ii) que nous allons prouver. Montrons d’abord que
d admet un adjoint a gauche. Par hypotheése, pour tout SeOb(E) et
tout acOb(Ag), on a un objet g5(a)e Ob(Bg) et un S-morphisme

vs(a): a— d(gs(a)), (1)
tel que, pour tout beOb(By), 'application composée
Homg(gs(a), b)) — Homyg(d(gs(a)), d(b)) — Homg(a, d (b))

x—d(x) y—y-vs(a)
soit un isomorphisme.
Prouvons que le couple (g5(a), vs(a)) représente le foncteur

B —(Ens), bwHom(a,d(b)).

@

Il suffit de prouver que, pour tout beOb(B) et tout morphisme
f:S— TdeE,ou Testla projection de b, I'application composée évidente

Hom,(gs(a), b)) — Hom,(d(gs(a)), d(b)) — Hom,(a, d(b)) 3)

est bijective. Soit b’ une image inverse de b par f. Puisque d est E-car-
tésien, d(b’) est une image inverse de d(b) par f, et puisque d est un
E-foncteur, il suffit de prouver que I'application composée évidente

Homg(gs(a), b') > Homg(d(gs(a)), d(b')) > Homg(a, d (b)) (4)

est bijective, ce qui est ’hypothése.

1.11.3.2. Par un raisonnement bien connu, on en déduit qu’il existe
un unique foncteur adjoint (g, u, v) de d tel que pour tout aeOb(A)
on ait g(a)=gg(a) et v(a)=vg(a), ou SeOb(E) est la projection de a.
Il reste a démontrer que g est un E-foncteur, ce qui résulte du fait que
(3) est bijective, que v est un E-morphisme, ce qui est immédiat, et que u
est un E-morphisme, ce qui résulte du fait que (4) est bijective.

Remarque 1.11.4. Sous les hypothéses de (1.11.3 (ii)), on dira que
les adjoints gg des dg sont compatibles avec les foncteurs images inverses
si g est E-cartésien. Cette condition n’est pas toujours vérifiée comme
on voit aisément; elle s’exprime évidemment sans faire usage explicite
de g. Par ailleurs, on prendra garde que pour «échanger la gauche et
la droite» dans le corollaire précédent il faut également remplacer
cartésien par cocartésien et fibré par cofibré.
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§2. Le changement de base et ses adjoints

2.1. Notations

2.1.1. Soit u: E— E' un foncteur tel que E et E’ appartiennent a
U (cf. 1.7.1). Le lecteur notera 'analogie de ce qui va suivre (2.3 et infra)
avec les trois foncteurs de [SGA 3111 §1]:

u
jp—— (1)
_
chacun étant adjoint a gauche de celui est écrit sous lui cependant que
u,(F)=F u. Bien entendu, E=Hom (E°, U-ens) désigne la catégorie des
U-préfaisceaux d’ensembles sur E. Nous remplacerons les lim et lim qui
interviennent classiquement dans le calcul des adjoints ci-dessus par
des Lim et des Lim prises sur les mémes catégories d’indices. Quant

a celles-ci, pour étre a I'aise, fixons nos notations.

2.1.2. Soit E’ une catégorie. Pour tout PeOb(E’) et toute E’-catégorie
x: X — E', on désigne par X, la catégorie dont les objets sont les (S, s),
SeOb(X), ssHomg.(x(S), P), les morphismes d’un (S, s) dans un (T, t)
étant les aeHomy (S, T) tels que t x(a)=s. Si X et E’ appartiennent a U
il en est de méme de X p.

Si y: Y— E’ est une autre E'-catégorie et m: X — Y un E’-foncteur
il en résulte un foncteur

mp: Xp—Yp, mp(S,s)=(m(S),s), )]
qui est compatible avec les projections naturelles

si: Xp— X, sE(S,5)=S, )

c’est a dire vérifie
X__ oY
m-Sp=Sp-Mp. (3)

Il est immédiat que le carré commutatif de (3) fait de X, un produit
fibré

X

/PzXX Y(),/P)’ (4)

ce qui, en prenant m=x, x: X — E’, donne une interprétation de X p,
compte tenu de ce que Ejp n’est autre que la catégorie des objets de E’
au dessus de P.

Si maintenant f: P— Q est une fléche de E’, elle définit un X-mor-
phisme de catégories scindées

X Xp—Xg,  X,(S,9)=(S,f5), 5)
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tel que, pour tout m: X — Y, on ait
Mg X,y =Y mp. (6)

On notera que s}: X, — X est muni d’un scindage, facile a expliciter,
lequel est unique car les fibres de s} sont des catégories discrétes. C’est
donc un changement de base discret au sens de [D 6.1].

2.1.3. Soit x: X — E' un foncteur. Pour tout objet P de E’ on note
X ~Placatégorie dontles objets sontles (S, s), SeOb(X), se Homg. (P, x(5)),
les morphismes d’un objet (S,s) dansun autre (7, t) étant lesae Homy (S, T)
tels que x(a) s=t. Si X et E’ appartiennent & U il en est de méme de X ~*
pour tout Peob(E’). On a un foncteur

b%: X~ X, b%(S, 9)=S, 1

et, pour toute E’catégorie y: Y— E’ et tout E’-foncteur m: X — Y, un

m-foncteur
m P X>P 5 y~P m (S, s)=(m(S), 5). )

Par ailleurs, si n: X — Y est un autre E'-foncteur, et si a: m— n est un
E’-morphisme de E’-foncteurs, on a un m-morphisme de foncteurs

afP:m>Psnf, a8, s)=al(S), (2 bis)
qui, par définition, vérifie
axb¥=b¥xa>"?. A3)
Enfin, pour toute fléche f: P— Q de E’, on a un foncteur

X~/ X\Q—>X\P, X\f(S,S)=(S,Sf), 4)
qui vérifie
mP. XS Y e, 5)

2.1.4. Si l'on applique la construction de (2.1.2) en prenant pour
x: X — E’ le foncteur identique d’une catégorie E, on trouve que, pour
tout SeOb(E), la catégorie E 5 que nous venons d’introduire est égale
a la catégorie des objets de E au dessus de S. Notre notation est donc
compatible avec celles que I'on adopte classiquement.

2.2. Adjoint d’un 2-foncteur

2.2.1. Un 2-foncteur (ou morphisme d’une 2-catégorie 4 dans une
autre B) [31, chap. VI, §1], est un couple formé d’une application
u: Ob(4)—Ob(B) et d’une famille de foncteurs u, ,: Hom(x, y)—
Hom (u(x), u(y)) indexée par les couples d’objets de A4 tel que
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(i) pour tout xeOb(A4) le foncteur u, , applique le morphisme
identique de x [qui est un objet de Hom (x, x)] sur celui de u(x)

(ii) les u, , soient compatibles avec les foncteurs de composition
relatifs & 4 et B.

Un morphisme d’un 2-foncteur u: A — B dans un autre v: A— B
est une famille m,, xeOb(A4), d’objets m_: u(x) — v(x) de Hom (u(x), v(x))
telle que, pour tout couple (x,y) d’objets de A et toute fleche f de

Hom(x, y) on ait mxu, (f)=v, ,(f)*xm,. (1)

On peut aussi considérer des 2-morphismes mais nous n’en n’aurons
pas besoin.

Définition 2.2.2. Soit D: A — B un foncteur. Un 2-adjoint a gauche
de D est un couple formé d’un 2-foncteur G: B— A et d’'un morphisme
de 2-foncteurs M: 1; — DG, ou 1, désigne le 2-foncteur identique de B,
tels que, pour tout (X, Y)eOb(A4) x Ob(B), le foncteur composé

Hom ,(G(Y), X)—%> Homg(DG(Y), D(X))—> Homg(Y, D(X)) (1)
soit un isomorphisme, ou d= Dy, x €t ou m(a)=a* M.

Le lecteur étendra sans peine aux 2-adjoints les considérations que
I'on trouve par exemple dans [10], chap. 1, §7. Signalons seulement
que si (G, M) et (G, M') sont deux 2-adjoints de D il existe un unique
isomorphisme de 2-foncteurs I: G— G’ tel que, pour tout YeOb(B),

on ait ,
My =D(ly)- My. 2

Un tel I s’appelle un isomorphisme de 2-adjoints.

2.2.2.1. Par passage aux ensembles d’objets dans I'isomorphisme
(2.2.2(1)), on voit immeédiatement qu’un couple de 2-foncteurs 2-adjoints
induit, sur les catégories sous-jacentes (i.e. obtenues par oubli des mor-
phismes entre morphismes) un couple de foncteurs adjoints. Cette assertion
admet une réciproque.

Proposition 2.2.3. Soient D: A— B un 2-foncteur, D': A'— B’ le
foncteur sous-jacent et

G:B—A', M:idy—-DG, (1)
un adjoint a gauche de D'. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Pour tout XeOb(4) et tout YeOb(B) le foncteur (cf. 2.2.2(1))

Hom ,(G'(Y), X) > Hom,(DG'(Y), D(X))— Hom,(Y, D(X))  (2)

est pleinement fidéle.
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(i) II existe un 2-foncteur (nécessairement unique) G: B— A qui
induit G’ sur les catégories sous-jacentes et qui est tel que M soit un
morphisme de 2-foncteurs.

De plus, sous ces conditions, (G, M) est un 2-adjoint 4 gauche de D
(et (2) est un isomorphisme!).

Preuve: Copier de [10, chap.I, §7, prop. 10]. Autrement dit: un
2-adjoint & gauche de D n’est pas autre chose qu’un adjoint & gauche
du foncteur sous-jacent & D possédant la propriété (i).

2.3. Les 2-foncteurs de changement de base

2.3.1. Soit u: E— E' un foncteur tel que E et E’ appartiennent a U.
Jusqu’a 3.1 les 2-catégories F/£(E), Sec»(E) etc. seront prises relative-
ment a U, (1.8 et 1.9). Soient F’ et G’ deux éléments de Fib(E’), et soient
f'm F>F et g: G— G les premiéres projections des produits fibrés
F=FxgE et G=G'x gE. Par la propriété universelle du produit fibré
(1.6.1(ii)) on voit qu’il existe un unique foncteur

@: Cart,.(F’,G')— Cart,(F, G) 1)

tel que pour toute fléche m de la premiére catégorie on ait g'* @ (m)=
mxf’. Par la méme propriété universelle, les foncteurs de (1) sont
compatibles avec la composition, d’ou un 2-foncteur

ul®: F6(E')— Fib(E), F v>F xE. (2)
Toujours d’aprés (1.6.1), si F’ est scindé il existe un unique scindage

sur F=F'x E tel que la premiére projection f: F— F’' soit un
u-morphisme de catégories scindées et le foncteur (1) en induit un autre

o: Scing (F', G')— Scing(F, G), 3)
d’ou un nouveau 2-foncteur, induit par uf®:

U™ Sein(E')— Sein(E). “4)

Enfin on désignera par
Oub,: Sein(E')— Fib(E) (5)

le 2-foncteur associé a us“® par oubli des scindages, autrement dit le
composé Owtby - us™™ (1.9.2).

Bien entendu, si v: E'— E” est un foncteur tel que E” appartienne
a U, par transitivité du produit fibré, on a un isomorphisme canonique

de 2-foncteurs fib yfib %, (1 )fib (6)

u
qui en induit un autre

uscin . Uscin ~ (U u)s.cin' (7)

L] ()
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Théoréme 2.3.2. Soit u: E— E’ un foncteur tel que E et E’ appar-
tiennent a U

(i) Le 2-foncteur u{™: Fein(E)— Soin(E) admet un 2-adjoint a
droite u}, et un 2-adjoint & gauche u?,,.

(ii) Si les limites projectives finies existent dans E et si le foncteur:
u: E—E' les respecte, le foncteur Scin(E)— Scin(E’) sous-jacent au
2-foncteur ug,,, commute aux limites projectives finies.

(iii) Sous les hypothéses de (ii), si m: F — G est un morphisme de
E-catégories scindées et si m est i-fidele (1.5.1.1) (i=0, 1 ou 2) (resp.

essentiellement surjectif) il en est de méme de u?,,_(m).

scin

2.3.2.1. Regardant les catégories scindées comme des préfaisceaux
de catégories (1.9.3), la construction bien connue (cf. par exemple
[SGA 4111 1.1]) nous fournit des adjoints & gauche et a droite du
foncteur sous-jacent a us®". Le présent résultat ne jouant qu’un rdle
trés accessoire dans la suite, contentons-nous de signaler que (i) résulte
de ceci en utilisant (2.2.3).

2.3.2.2. Toujours par (2.2.3), le foncteur sous-jacent a u?,, est adjoint
a gauche du foncteur sous-jacent a ui®". Utilisant 4 nouveau la tra-
duction en termes de préfaisceaux de catégories, on prouve (ii) en

appliquant [SGA 4 111 1.2].

2.3.2.3. Sous les hypothéses de (ii), I'adjoint a gauche u*: E— E’ du
foncteur u,: E'—>E, u,(P)=P-u, commute aux limites projectives
finies. Il transforme donc une catégorie de E (194 (1)) en une catégorie
de E'. D’aprés [SGA 4111 1.8 (3)], on en déduit que, si FeScin(E), la
catégorie de E’ définie par la E'-catégorie scindée us,;,(F) (1.9.4 (3)) est
limage par u® de la catégorie de E définie par F, ce qui donne sous
les hypothéses de (ii) un procédé de calcul de ul;, que nous allons
utiliser pour prouver (iii).

2.3.2.4. Rappelons pour commencer qu’un foncteur est dit i-fidéle
s’il est fidéle, pleinement fidéle ou une équivalence selon que i=0, 1 ou 2.
Ceci dit, soit m: F — G un morphisme de E-catégories scindées; reprenons
pour les catégories de E associées a F et G les notations de (1.9.4). On
a un carré commutatif dans E

fI(F)

fI(G)

| (1)
Ob(F) x Ob(F)— Ob(G) x Ob(G)



§2. Le changement de base et ses adjoints 37

ou les fleches horizontales sont définies par m: F— G et les fléches
verticales par les applications source et but. De (1.5.1) il résulte que
pour que m soit pleinement fidéle [resp. fidéle] il faut et il suffit que le
carré (1) soit cartésien dans E [resp. induise un monomorphisme de f1(F)
dans le produit fibré du diagramme obtenu en 6tant fI(F) de (1)]. En
vertu de (2.5.2.3) ceci prouve (iii) pour i=0 et 1 parce que u* commute
aux limites projectives finies. Il reste a prouver que si m est essentiellement
surjectif il en est de méme de ul,, (m). Or la condition portant sur m
signifie qu’un certain morphisme de préfaisceaux d’ensembles dont la
source et le but sont définis par limites projectives finies a partir de
ob(F), ob(G) etc. est un épimorphisme (dans E). D’ou la conclusion car
u® transforme épimorphismes en épimorphismes, puisque c’est un
adjoint a gauche.

2.4. Les adjoints de O«?,

24.1. Le foncteur uf® n’admet pas, en général, d’adjoint a gauche.
En effet, en prenant pour E’ la catégorie 0— 1, pour E la sous-catégorie
dont I'unique objet est 1, et pour u le foncteur d’inclusion, on voit que
le dit adjoint ne peut «étre défini» en 'objet final de Fib(E). Par ailleurs,
nous avons construit dans [D 4] un adjoint a droite, mais en supposant
que u soit cofibrant. Au numéro suivant nous tournerons ces difficultés
en utilisant les résultats du présent numéro et en nous contentant d’une
propriété moins forte que la propriété universelle que vérifient des
foncteurs adjoints.

Théoréme 2.4.2. Soit u: E — E’ un foncteur tel que E et E’ appar-
tiennent a U.

(i) Le 2-foncteur O«é, de (2.3.1(5)) admet un 2-adjoint a gauche
(2.2.2). Le 2-foncteur sous-jacent est noté

Gawn,. Fib(E)— Scin(E) (1)
et le morphisme de 2-foncteurs est noté
gau,: I&‘M(E) nd @aﬂu . gad“. (2)

(ii) Pour toute FeFib(E) et toute F'eScin(E’), si I'on pose F°=
Owub, Gaw,F) et ¢=gau,(F), alors ¢: F— F° est un E-foncteur car-
tésien et le foncteur composé

Scing (9 aw,(F), F)— Cartg(F°, Out,(F') —%~ Carty(F, Out,(F")

est un isomorphisme, ou  est induit par 0«4, et ¢’ par la composition
avec .

On notera que (ii) n’est que ’explicitation de la définition.
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2.4.2.1. On construit a«,(F), FeFib(F), en posant, pour tout
PeOb(E)

gaau(F)(P)=L_im>(F\P/E\P), (2.1.3) et (1.10), 1)
et pour toute fleche f: P— Q de E’
G aw,(F)(f)=Lim(F~//E™Y), )

cf. (2.1.3(4)) et (1.10(3)). 11 est immeédiat que (1) et (2) définissent un
préfaisceau de catégorics sur E’, autrement dit une E’-catégorie scindée
%aw,(F). Vulafonctorialité en F de F>F(2.1.3 (2 bis)), et de Lim(1.10 ),
on obtient ainsi le 2-foncteur ¥2«, annoncé dans (1).

2.4.2.2. Pour décrire gau,, il faut associer a toute FeFib(E) un
E-foncteur cartésien @=gau,(F), ¢: F—F° ou lon a posé¢ F°=
Owt, - %au,(F). Nous nous contenterons, pour tout SeOb(E), de
décrire le foncteur

¢s: Fs—(F%s, (FOs=Lim(F>S/E~%), S'=u(S), (1)
induit par ¢ sur les catégories fibres en S. Pour cela on note d’abord que

le carré ,
F -— F\S

|

E—ES
est cartésien moyennant quoi by : F>%— F induit un isomorphisme
p: (F~%),—=>Fg (2

sur les catégories fibres en 6=(S, s), seOb(E™~%), et en S, car b$(0)=S.
On prend alors pour ¢g le composé

Fs—25 (F~%), — F> 4, Lim(F~S/E~S), )

ou 1 est le foncteur d’inclusion de la catégorie fibre et ou 4 est le mor-
phisme structural, cf. (1.10). Il est aisé d’achever la construction de
@ =gau,(F) et de vérifier que ’on obtient un morphisme de 2-foncteurs
gau,,.
Corollaire 2.4.2.3. Sous les hypothéses de (2.4.2), si u: E— E’ est
pleinement fidéle, pour toute FeFib(E) le E-foncteur cartésien gau,(F)
est une équivalence.

En effet, d’aprés (1.5.1), il suffit de vérifier que les ¢g de (2.4.2.2 (1))
sont des équivalences. Or I’hypothése faite sur u implique que o est
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objet initial de E~5'. Par suite, dans (2.4.2.2 (3)), le composé A1 est une
équivalence d’apres (1.10.2).

2.4.2.4. Pour prouver le théoréme (2.4.2), il reste a prouver (ii).
Sachant que 9z «, est un 2-foncteur et gau, un morphisme de 2-foncteurs,
il suffit pour cela de trouver, pour tout F'eScin(E’), un E’-morphisme
de catégories scindées d: F;—F', F;=%au«,-0«6,(F'), tel que le
composé

Owut (F')—E> Out (F)) 229, 0t (F'),

ou g=gau,(0«£,(F), qui est un E-foncteur cartésien, soit le foncteur
identique de 0«4, (F’). Nous nous contenterons de définir d, c’est a dire

fonct
les foncteurs d(P): F,(P)— F'(P), PeOb(E'),

laissant les vérifications au lecteur. Posant F”"=F'x p.E, on a Fj(P)=

le(F “~P/E~P), Par la propriété universelle de L1m (1.10) d(P) cor-
respondra a un (E>P)-foncteur cartésien F'>F S F(P)x(E~P). Pour
définir ce dernier, nous choisirons méme un morphisme de catégories
scindées, ou encore, du point de vue préfaisceaux de catégories sur E~F,

un morphisme 5(P): F'~?— F'(PY

ou l'exposant ¢ désigne le préfaisceau constant. Or, pour tout (S, s)e
Ob(E~F), s: P—u(S),on a

F">P(S, 5)=F'(u(S)).
On posera
S(P)(S,s)=F'(s), F'(s): F'(u(S))—F'(P).
C.QF.D.

Corollaire 2.4.3. Soit E une catégorie élément de U. Pour toute
FeFib(E), il existe une E-catégorie scindée LF et un E-foncteur cartésien

IF: F>LF (1)
tels que
(i) pour toute E-catégorie scindée G le foncteur

Scing(LF, G)— Cartg(F,G), mwm-|F, 2

est un isomorphisme,
(ii) LF est une E-équivalence et, pour toute E-catégorie scindée,
Iinclusion Scing(LF, G)< Cartg(LF, G) est une équivalence.

Résulte de (2.4.2(ii)) et (2.4.2.3); on calcule LF par (24.2.1) et
(2.4.2.2), en notant qu’ici E~7 est la catégorie des objets de E au dessous
de P. On dira parfois que LF est la catégorie scindée libre associée a F.
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Théoréme 2.4.4. Soit u: E— E’ un foncteur tel que E et E’ appar-
tiennent a U.

(i) Le foncteur O«#, de (2.3.1(5)) admet un 2-adjoint a droite (2.1.2).
Le 2-foncteur sous-jacent est noté

Dr,: Fib(E)— Feecn(E) 1))
et le morphisme de 2-foncteurs sous-jacent est noté
dr,: Oub,- D1, —id g4, 2)

(ii) Pour toute FeFib(E) et toute F'eScin(E’), posant F* = %22,(F) x
oE et f=dr,(F), f: F*—F, le foncteur composé

Scing(F, @1,(F))—2> Cart (0, (F), F¥)—%> Carty(0«4,(F), F)

est un isomorphisme, ol w est induit par 0«4, et ¢ par la composition
avec f.

On notera que (ii) n’est que l'explicitation de la définition d’un
2-adjoint.

2.4.4.1. Soit PeOb(E). La propriété universelle appliquée a la
E'-catégorie scindée Ep de (2.1.2) fournit un isomorphisme canonique

24,(F)(P)— Cartg(Ep, F), 1)

car d’une part P est objet final de E|, et d’autre part, (1.6.3 (4)) s’applique
ici, ce qui assure que 9Dz,(F)(P) est canoniquement isomorphe a
ScinE,(E;P,Qiu(F)). On notera que, puisque tous les morphismes de
E p sont E-cartésiens, on a un isomorphisme canonique

Carty(Ep, F) > Lim(Fp/Ep),  (1.63(2)). @)

Vu la fonctiorialité de E, en P, (2.1.2(5)), la formule (1) fournit un
procédé de calcul de 94,(F) et il est évident que I'on obtient ainsi une
E’-catégorie scindée 24,(F) d’ou un 2-foncteur Pz,.

2.4.4.2. Soit FeFib(E), soit f=dr,(F), F*=0«b,- D,(F), f: F*— F.
Nous décrirons seulement I'action de f sur les catégories fibres en
SeOb(E). Posant S'=u(S), ona

FX(S)=1,(F)(S')=Carty(Es., F).

L’image de I'objet 0=(S,idg) de E par le foncteur st Egs—E de
(2.1.2(2)) n’est autre que S. Ceci permet de prendre pour fg le foncteur
«valeur en o»:

fS CartE(E/S%F)_’FS’ fS(X)=X(O'). (1)
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Apres définition compléte de f, on vérifie que 'on a obtenu le
morphisme de 2-foncteurs annoncé dans (2.4.4 (2)).

2.4.4.3. On notera-que, si u est pleinement fidéle, pour toute F eFib(E),
le foncteur dr, (F) est une équivalence car il en est ainsi de sa restriction
aux catégories fibres puisqu’alors ¢ est objet final de E ..

2.4.4.4. On achéve la preuve de (2.4.4) comme celle de (2.4.2). On
notera que si E=E’ et u=idg, on a déja donné dans [D 5] la théorie
de 94,. Nous reprendrons les mémes notations et résumerons les
résultats y relatifs.

Corollaire 2.4.5. Soient E une catégorie et u le foncteur identique
de E. Pour toute FeFib(E) on appelle E-catégorie des sections car-
tésiennes de F et on note SF la E-catégorie scindée 9¢,(F). Le E-foncteur
cartésien dr,(F) est noté

W(F)estnote b sp L F. (1)

C’est une équivalence. Il est méme surjectif sur les objets. Pour toute
GeScin(E), le foncteur

Scing(G, SF)— Cartg(G,F), mwvVvF -m, )
est un isomorphisme.

2.4.5.1. Le composé |F-vF: SF— LF n’est pas, en général, un
morphisme de catégories scindées. (Pour LF: F — LF, voir 2.4.3))

2.5. Les 2-foncteurs ug,, et uf,

2.5.1. Soit u: E— E’ un foncteur tel que E et E’ soient €léments
de U, fixé jusqu’a la fin de ce numéro. On désignera par

uty: Fit(E)— Fib(E) (1)

le 2-foncteur composé ug,, = Owéy. - Ga«,; on écrira aussi u® si 'on ne
peut faire de confusion. On désignera par

8. Lgisw, ug® - ugy, (2
le morphisme de 2-foncteurs défini par
g, (F)=gau,(F), g,(F): F>u,u*(F), FeFib(E). (3)

Le couple (u°, g,), qui se calcule par (2.4.2.1) et (2.4.2.2), se trouve ainsi
défini 4 isomorphisme unique pres, cf. (2.1.2) et (2.4.2), ce qui n’apparait
pas sur la propriété suivante.
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Théoréme 2.5.2. Pour toute F eFib(E) et toute F'eFib(E’) le foncteur
composé

Carty.(u*(F), F')— Cartg(F° u,(F') —> Cartg(F, u,(F") (1)

est une équivalence de catégories, ot u,(F')=F' x p.E, ou F®=u, u*(F)=
u,(F)x g E et ou v est induit par u, et y par la composition avec g, (F).
De plus, si 'on note p la premiére projection de F°=(u*(F))x ..E, et
si I'on pose

g.(F)=p-g,F), g;: F—u*(F), ()
alors g, (F) est un u-foncteur cartésien et le foncteur
Cart,(g,(F), F'): Cartg(u®(F), F')— Cart,(F, F') 3)

est une équivalence de catégories.

On notera que (1) et (3) sont des équivalences simultanément en
vertu de (1.6.1(ii)). Prouvons que (3) est une équivalence et pour cela
considérons la catégorie SF’ des sections cartésiennes de F’, (2.4.5).
Le carré

Scing.(u*(F), SF')— Cart,(F, SF’)

Cart..(u*(F), F') - Cart,(F,F)),

dans lequel les foncteurs verticaux sont induits par la composition avec
VF': SF'— F’ et les foncteurs horizontaux par la composition avec
g, (F): F > u®(F), est commutatif par (1.4 (4)). De plus, y est un isomor-
phisme par (2.4.5), v est un isomorphisme par (2.4.4 (ii)) et (1.6.1(ii)),
car g, (F)=p-g,(F), et enfin v’ est une équivalence par (1.5 (iii)) car
vF’ en est une. D’ou la conclusion.

Corollaire 2.5.2.1. Supposons que les produits fibrés finis existent
dans E et que le foncteur u: E— E’ les respecte.

(i) Si F=liﬂFi est une limite projective d’objets de Fib(E), indexée
par une catégorie finie le E’-foncteur cartésien naturel

“f.ib(F)“”’!iﬁ(“r.ib(E)) 1
est une E’-équivalence.

(ii) Si m: F— G est un E-foncteur cartésien i-fidéle (1.5.1.1), (i=0,
1 ou 2), son image ug,, (m) est i-fidele.

2.5.2.2. Vu les problémes universels que résolvent ces objets, on a
un E’-isomorphisme canonique de catégories scindées

G au,(F)~ul,, (LF) )

scin
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qui est un isomorphisme entre 2-foncteurs de #/4(E) dans ¢~ (E’) et
qui, par oubli des scindages, fournit un isomorphisme de 2-foncteurs
de #/4(E) dans #.4(E’)

uhb — @ﬂﬁE uscm L. (3)

Il est immédiat que le foncteur Oub, sous-jacent au 2-foncteur 0«4,
commute aux limites projectives quelconques (1.8.2 (iii)) et (1.9.4). Par
ailleurs, le foncteur sous-jacent a ug,;, commute aux limites projectives
finies (2 3.2(ii)). Enfin, puisque LF: F— LF est une E-équivalence et
un morphisme de 2-foncteurs il est clair que le morphisme naturel
(de catégories scindées) LF —»hm(L(F )) est une E-équivalence. On
en déduit (i) en utilisant le fait q que ul, (1) est une E-équivalence
(2.3.2 (iii)).

scin

2.5.2.3. Vu l'isomorphisme (3), pour prouver (ii) il suffit de remarquer
que LF: F— LF est une E-équivalence, donc que L(m) est i-fidéle et
d’appliquer (2.3.2(iii)). On notera que, pour i=2, l'assertion résulte
trivialement du fait que uf,, est un 2-foncteur (prendre un quasi-inverse
de m). On n’a pu appliquer ce raisonnement pour prouver (2.3.2 (iii))
pour i=2 car si m: F — G est un morphisme de catégories scindées et
une E-équivalence il n’existe pas forcément de quasi-inverse qui soit
un morphisme de catégories scindées.

2.5.3. Sous les hypothéses de (2.5.1), on désigne par
ugy: Fib(E)— Feb(E), (1)
ou encore par u*, le composé Owty - D1,, (19.2) et (2.4.4(1)) Cest un
2-foncteur. On désignera par

d,:

ul® ugy, — id g.4x) 2
le morphisme de 2-foncteurs défini par
d(F)=dr,(F), d,(F): u,u*(F)>F, FeFib(E), )

cf. (2.4.4(2)). Le couple (u*,d,), qui se calcule par (2.4.4.1) et (2.4.4.2),
se trouve ainsi défini a isomorphisme unique pres, ce que n’assurerait
pas le propriété que voici.

Théoréme 2.5.4. Soit u: E— E' un foncteur tel que E et E’ appar-
tiennent & U. Pour toute FeFib(E) et toute F'eFib(E’) le foncteur
composé

Cartg (F', u* (F)) —“> Cartg(F,, F')—%> Cartg(F,, F), 1)
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est une équivalence, ou F'=u,u*(F)=u*(F)x z@E, ou F,=u,(F)=
F'x p.E, ot v est induit par le 2-foncteur u,, (2.3.1(2)), et ou § est induit
par la composition avec d,(F): u,u* (F)— F.

2.5.4.1. On prouve ce théoréme comme (2.5.2), mais cette fois, en
appliquant (2.4.4 (ii)) & F et LF' et (2.4.3).

2.5.4.2. Soit F'eFib(E'). En appliquant le théoréme 4 F' et a F =u,(F’),
on trouve qu’il existe un E'-foncteur cartésien
fr F'—>u™u (F) @
et un E-isomorphisme i entre E-foncteurs cartésiens
uutu, (F')

u (f) / / du(u,(F")

Uu,(F)——————u (F )
le couple (f, i) étant unique a isomorphisme unique preés.
Corollaire 2.5.5. Soit FeFib(E).
(i) Pour toute E'-catégorie fibrée en groupoides X', le foncteur
(IJ_m(u*(F)xE,X’/X’)a(L_iE(FxEX/X), X=X"xpX, 1)

induit par le changement de base X — X' (1.6.2.1(1)) et par la composition
avec d,(F) est une équivalence.

(ii) Pour toute E’-catégorie discréte X' [c’est a dire scindée a fibres
discrétes] I'inclusion

lim (u™ (F) x . X'/X")< Lim (u* (F) x 5. X'/X') )
de (1.1.5 (4)) est une équivalence et le composé de (2) et de (1)
lim (u*(F) x . X/X') > Lim (F x . X/X), X=X'xpX, (3)

est un isomorphisme.

Via l'isomorphisme (1.6.3 (2)), le foncteur (1) s’identifie & ’équivalence
(2.5.4 (1)). De méme, via I'isomorphisme (1.6.3 (4)), le foncteur (3) s’identifie
a lisomorphisme de (2.4.4 (ii)). D’ou le corollaire.

Proposition 2.5.6. Soient E LT, E’deux foncteurs tels que v soit adjoint
a gauche de u et tels que E et E' appartiennent a U.
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(i) On a un isomorphisme canonique de 2-foncteurs entre 9, et le
2-foncteur composé

Fib(E') -2 Lein(E) 22 Fein(E). (1)

(i bis) Pour toute F'eFib(E’) on a un isomorphisme canonique de
E-catégories scindées

vV (F)~u,(SF), u,(SF)=SF x.E, )
et une E-équivalence de catégories fibrées
vY(F)> F'x gE. (3)

(ii) On a un isomorphisme canonique de 2-foncteurs entre %a«, et le
2-foncteur composé

Fib (E)-L» Sein(E) U Feim (E). “4)

(ii bis) Pour toute FeFib(E) on a un isomorphisme canonique de
E'-catégories scindées

u*(F)=v,(LF), v, (LF)=LFxgE, )]
et une E’-équivalence de catégories fibrées

F x ;E' —=>u*(F). (6)

2.5.6.1. Par la formule d’adjonction entre u et v
Homg(v(X"), X)~Homg (X', u(X)), (7)

ou X'eOb(E’), XeOb(E), on trouve, pour tout X eOb(E), un E'-iso-
morphisme de catégories
E,x~Ey, 8)

qui est fonctoriel en X. D’ou des isomorphismes
Carty.(E,«x,, F)~ Cartg (E/y., F) )]
qui d’aprés (2.4.5) et (2.4.4.1) s’écrivent
SF (u(X))~ 21, (F)(X)=v* (F)(X). (10)
Etant fonctoriels en X, ils définissent un E-isomorphisme
SF' x pEx24,(F'), ' (11)

qui n’est autre que (2), écrit autrement. Par les formules de commutation
de (1.4 (4)), il est immédiat que (11) définit I'isomorphisme de 2-foncteurs
annoncé dans (i). Pour achever la preuve de (i bis), il suffit de composer
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I'isomorphisme (2) avec la E-équivalence
u,(VF): u,(SF)—>u,(F)

déduite par le changement de base u: E — E’ de I'équivalence de catégories
VF': SF'—>F', (24.5).

2.5.6.2. On prouve de méme (ii) et (ii bis), en se reportant aux formules
de définition de LF et de u®(F).

Proposition 2.5.7. Soient E<—= E’ deux foncteurs tels que E et E’
appartiennent a U et soit m: id;, —— u v un morphisme de foncteurs qui
fasse de v un adjoint a gauche de u. Supposons que u soit pleinement
fidéle.

() Pour toute E'catégorie fibrée F’ les conditions suivantes sont
équivalentes:

(a) il existe une E-catégorie fibrée Fet une E'-équivalence F' X, (F);

(b) pour tout X'eOb(E’), le foncteur image inverse Exy— Fx
attaché a m(X"): X' — uv(X’) est une équivalence;

(c) pour tout clivage ¢ de F', la foncteur naturel v, u,(F)— F’
[D 1.17] est une E-équivalence.

(i) Si F" et G’ sont deux E’-catégories fibrées et si F’ vérifie (i)(a), le
foncteur induit par le changement de base u

Cart,.(F', G')— Cart,(u,(F'), u,(G')) (1)

est une équivalence de catégories.

(i) Si F et G sont deux E-catégories fibrées, le foncteur induit par le
changement de base v

Cart,(F, G)— Cartg (v, (F), v, (G)) Q)

est une équivalence.

2.5.7.1. Par construction, le foncteur v, u,(F’')— F’ de [D 1.17] induit
sur les fibres en X' le foncteur image inverse attaché a m(X’), donc (b)
eéquivaut a (c). Par ailleurs (c) entraine (a). Enfin (a) entraine (b), car
limage de m(X’) par v est un isomorphisme, puisque u est pleinement
fidéle. Ce qui prouve (i).

2.5.7.2. Prouvons (ii). On peut évidemment remplacer F’ par une
catégorie E’-€quivalente et donc supposer que F'=v,(LF), ou F est une
E-catégorie fibrée; en effet, LF est E-équivalente a F, (2.4.3 (ii)). D’aprés
(2.5.6 (ii bis)), on peut donc supposer que F'=u®(F), F €Fib(E). Mais
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alors, puisque u est pleinement fidéle, le foncteur F — u, u®(F) est une
E-équivalence (2.4.2.3), donc (1) est une équivalence, d’aprés la « propriété
universelle» de u®(F) (2.5.2(1)). 1l reste & prouver (iii). D’apreés (ii), il
suffit de montrer que le composé de (2) et du foncteur induit par le
changement de base u

Cartg.(v,(F), v,(G)) — Cartg(u, v, (F), u, v,(G))

est une équivalence de catégories. Par transitivité du changement de
base, ce composé est induit par le changement de base vu: E—E et
celui-ci est isomorphe & id car u est pleinement fidéle, d’ou la conclusion,
en invoquant a nouveau [D 1.17] si I'on y tient.

Remarque 2.5.8. Soit u: E— E’ une équivalence de catégories. Un
quasi-inverse de u est évidlemment un adjoint & gauche ce qui permet
d’appliquer la proposition précédente; on notera que les conditions de (i)
sont toujours vérifiées car m est ici un isomorphisme.

2.6. Les préfaisceaux de S-morphismes

2.6.1. La catégorie fibrée des préfaisceaux

2.6.1.1. Soient E une U-catégorie, E=Hom(E®, U-ens) la catégorie
des U-préfaisceaux d’ensembles sur E et

n: E>E, n(S)=Hom(x,S), (1)

le foncteur habituel, [ ramenédans U grace au symbolet,cf. [SGA411. 31]
Puisque les produits fibrés finis existent dans E, la E-catégorie FI(E) des
fleches de E [dont les objets de projection P sont les fléches P’ — P
de E] est fibrée sur E. On désigne par

PREF(E) (2)

la E-catégorie fibrée qui s’en déduit par le changement de base 7 et on
l'appelle catégorie fibrée des U-préfaisceaux d’ensembles sur E. Par
définition, sa fibre en SeOb(E) est canoniquement isomorphe a

E,s, SeOb(E). 3)
2.6.1.2. Soit maintenant
PREFSCIN*(E) (1

la E- -catégorie scindée obtenue en associant a tout PeOb(E) la catégorie
(E ,,) des U-préfaisceaux d’ensembles sur la catégorie E p obtenue par
le procédé de (2.1.2) a partir du foncteur n: E— E et PeOb(E). L
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foncteur image inverse relatif a une fléche m: P — Q de E est défini par
la composition avec le foncteur

E, Ep—Ej,
décrit dans (2.1.2 (5)). On a un E-foncteur
FU(E)— PREFSCIN*(E), (X/P)~ Homp(x,X), 2

qui est cartésien, cette assertion triviale signifiant que le foncteur image
inverse de FL(E) relatif & une fléche m: P— Q de E, qui n’est autre que
(Q'/Q)~(Q' x oP/P) s’interpréte comme le foncteur obtenu par composi-
tion avec E ,,.

Lemme 2.6.1.3. Soit E une U-catégorie. Le foncteur (2) est une
E-équivalence de catégories.

D’apreés (1.5.1), il suffit de prouver que les foncteurs induits sur les
fibres en Pe Ob(E)

Ep—(Ep), (P/P)~Homp(x,P), 1)

sont des équivalences. Ils sont pleinement fidéles par une conséquence
triviale du fait que n: E— E I'est. Supposons pour commencer que E
appartienne a U. 1l en résulte immédiatement que la source et le but de
(1) sont des U-topos. Par ailleurs, vu le calcul des limites inductives et
projectives dans une catégorie de préfaisceaux, et le fait que les premiéres
sont universelles, il est immédiat que (1) commute aux limites inductives
et projectives quelconques. D’ou la conclusion dans ce cas, en notaat
que les objets n(S)—— P, (§, s)eOb(Ep) forment une U-famille de
générateurs topologiques de E dont I'image par (1) est la famille de
générateurs formée par les préfaisceaux représentés par les (S, s). Si 'on
suppose seulement que E est une U-catégorie, on introduit un univers V
auquel appartient E, avec Ue V, et on note que si P’ — P est un morphisme
de V-préfaisceaux tel que P soit un U-préfaisceau et tel que Homp(*, P')
soit un U-préfaisceau sur Ep alors P’ est isomorphe & un U-préfaisceau.
On trouvera dans [SGA 31 1.4.1], une construction d’un foncteur quasi-
inverse de (1) lorsque P est représentable qui se généralise aisément au
cas présent.

2.6.1.4. On désignera par
PREFSCIN (E) 1)

la E-catégorie scindée déduite de PREFSCIN ™ (E) par le changement de
base #: E— E. Comme on a des isomorphismes canoniques évidents

Es~E,s, SeOb(E), @
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elle est E-isomorphe a la E-catégorie scindée
S (E/S)A' 3)
Le lemme précédent fournit une E-équivalence
PREF(E) - PREFSCIN(E), P.»»Hom,(*, P), )

qui, sur les fibres, fournit les équivalences habituelles

Ejs— (Es) (&)

le fait que (4) est E-cartésien résumant les compatibilités que ’'on trouvera
en détail dans [SGA 311.6].

2.6.1.5. Le foncteur Fl(n): FL(E) — FL(E) définit un E-foncteur cartésien
pleinement fidéle
FI((E)— PREF(E) 1)
dont le composé avec (2.6.1.4 (4)) n’est autre que
FI(E)— PREFSCIN(E), (X/S)~ Homg(x, S), )

autrement dit induit sur les fibres les foncteurs classiques E s— (Ejs) .

2.6.2. Préfaisceaux Homg(x, y) dans une catégorie scindée

2.6.2.1. Soit F une E-catégorie scindée, F et E éléments de U. Pour
tout SeOb(E) et tout couple (x, y) d’objets de Fg, nous considérons le
préfaisceau sur E g

Homg(x, y) (1)
qui, pour tout objet f: T— S de E 5, vaut
HomS(x’ Y) (f)= HomT(xfs yf)7 (2)

ou x’ et y/ sont les images inverses de x et y par f. Puisque F est scindée
on obtient bien ainsi un préfaisceau sur E;s. On a évidemment une
bijection canonique

Homg(x, y)—— I'(S, Homg(x, y)) (€)
et des accouplements
Homs(x,Y)XHoms(y, Z)HHomS(x’ 2)7 x7yaZEOb(FS) (4)

qui par passage aux sections redonnent, grace a (3), la loi de composition
de la catégorie fibre Fs.



50 Chapitre I. Catégories fibrées et scindées

Pour toute fleche f: T— S de E et tout couple (x, y) d’objets de Fyon a
Homg(x, y) =Hom(x/, /), 5)

ou I'exposant f désigne la restriction a E ., i.e. le foncteur image inverse
dans la catégorie PREFSCIN(E) de (2.6.1.2(1)). Enfin, pour tout mor-
phisme de catégories scindées, u: F — G, tout SeOb(E), et tout couple
(x, y) d’objets de Fg, on a un morphisme de préfaisceaux

Homg(x, y) > Homg(u(x), u(y)) (6)

qui, par passage aux sections, redonne I'action de u sur les fléches de Fy.

2.6.2.2. En vertu de (1.9.4), une E-catégorie scindée F détermine une
catégorie de E. Si (x, y) est un couple d’objets de F; et si

z,y: 1(S)=3 o4(F) (1)
sont les morphismes de préfaisceaux d’ensembles qui leur correspondent
(1.9.4 (4)), on a un carré cartésien dans E

Homg(x, y) ———— /£ (F)

Ji @)

N(S)—gy— ot (F) x o (F)

ou I'on gardé les notations de (1.9.4) et ou la fléche veEticale de gauche
(de E) correspond par I'équivalence E,5——(Eg) (2.6.1.4(5)) au
préfaisceau Homg(x, y) sur E .

2.6.3. Dans une catégorie fibrée

2.6.3.1. Pour étendre cette construction a une E-catégorie fibrée F,
on considére le foncteur LF: F—LF, ou LF est la E-catégorie scindée
libre associée a F, (2.5.3), et on pose

Homg(x, y)=Homs(LF(x), LF(y)). 1)

Par la propriété universelle de L F, on obtiendrait les mémes préfaisceaux,
a isomorphisme canonique prés, en remplagant LF par un E-foncteur
cartésien pleinement fidéle f: F— F’ tel que F’ soit scindée. Grace a
I’équivalence (2.6.1.2 (1)) il est possible de considérer Homg(x, y) comme
un S-objet de E, ce que nous ferons souvent.

2.6.3.2. Les propriétés établies au numéro précédent s’étendent
immédiatement et 'on a une bijection

Homg(x, y)—— I'(S, Homg(x, y)), 1))
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et des accouplements
Homg(x, y) x sHomg(y, z) > Homg(x, z), 2)

qui par passage aux sections sur S redonnent la loi de composition de F;.
Si x" et y’ sont des images inverses de x et y par un morphisme §'— S
de E, on a un isomorphisme canonique (et non plus égalité)

Homg(x, y) x §8'— Homg.(x', y') (3)

«compatible» avec (1) et (2) en un sens évident. Enfin, si u: F— F’ est
un E-foncteur cartésien, Lu: LF — LF’ est un E-morphisme de catégories
scindées et I'on a un S-morphisme

Homg(x, y) > Homg(u(x), u(y)) 4)

qui, par passage aux sections, redonne I'action de u sur les catégories
fibres en S.

2.6.3.3. Si F est munie d’un clivage c, on peut calculer Homg(x, y)
sans recours a LF. Il suffit de copier la définition donnée dans le cas d’un
scindage, en tenant compte des isomorphismes de transitivité de I'image
inverse. Ainsi, pour F = FLl(E), si les produits fibrés finis existent dans E
et si on les a choisis, pour tout couple (x, y) de S-objets de E, (i.e. d’objets
de F), on retrouve par ce procédé le S-préfaisceau habituel Homg(x, ).
On pourrait aussi le décrire sans choisir de produits fibrés grace au
foncteur (2.6.1.2 (2)).

2.6.5. Effet d’un changement de base
2.6.5.1. Soit u: E — E’ un foncteur tel que E et E’ appartiennent a U,
fixé jusqu’a la fin de ce paragraphe. Soit SeOb(E), S’=u(S). On notera
/1\ /\
us: Ejg > Eg 1)
le foncteur induit par la composition avec u: Eg— E)g., cf. (2.1.2), et

ug  (resp. u) 2)
I'adjoint a gauche (resp. droite) du précédent, (2.1.1).

2.6.5.2. Soit G'eFib(E'). Posons G=u,(G')=G x p.E. Pour tout
SeOb(E), la premiere projection de G induit sur les catégories fibres un
isomorphisme ps: Gs—— Gg., S'=u(S), et, par suite, a tout couple (x, y)
d’objets de Gg correspond un couple (x', y') d’objets de Gg.. On a un
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isomorphisme canonique
Homj(x, y) —— ug (Homy. (x', ) 1)

qui, par passage aux sections redonne, via (2.6.3.2 (1)) I'action du foncteur
ps sur les fleches. Cela est clair: il suffit de regarder la définition des
Homg(x, y).

2.6.5.3. Soit FeFib(E), soit F*=u®(F) et soit g,(F): F—>F*x z.E le
morphisme structural, (2.5.1). Pour tout SeOb(E) et tout couple (x,, yo)
d’objets de Fg, notant (x, y) les images de (x,, y,) par g,(F) et (x', y) les
images de ceux-ci par I'isomorphisme

ps: (F*x pE)s——(F%)s, §'=u(S),

[qui sont aussi les images de (x,, y,) par le u-foncteur cartésien g (F):
F— F*, cf. (2.5.2(2))], le foncteur g,(F) induit un morphisme

HomS(Xano)—_)HomS(xny) (1)

qui, compte tenu de 'isomorphisme (2.6.5 (1)), et de la propriété d’adjonc-
tion de ug et ug définit un morphisme

uE(Homs(xo » )’o)) — Homg (', y). (2

Celui-ci est un isomorphisme, du moins si les limites projectives finies
existent dans E et si le foncteur u: E — E’ les respecte.

En effet, dans ce cas, le 2-foncteur ¥ admet un 2-adjoint & gauche
USin»> (2.3.2(ii)), et 'on a un isomorphisme canonique

Yae,(F) = uge;n(LF) )

comme le montrent les définitions et l'unicité du 2-adjoint. Puisque
LF: F—LF est une équivalence, on voit aisément qu’il suffit de prouver
que 'analogue de (2) obtenu en supposant F scindée et en remplagant
ug,, (F) par ug; (F) est un isomorphisme. Or le foncteur sous-jacent au
2-foncteur ug,;, est un adjoint 4 gauche du foncteur sous-jacent a usci®
et se calcule par le procédé général pour les préfaisceaux d’ensembles

munis de structures algébriques [SGA 4 I1I 1.8] d’ou la conclusion (1.9.4).

2.6.5.4. Soit FeFib(E), soit F'=u*(F) et soit d,(F): F'x p,E—F le
morphisme structural, (2.5.3). Soit SeOb(E), S'=u(S). A tout couple
(x’, y') d’objets de F. est associé, par I'isomorphisme (F'x g.E)g—— F.,
un couple (x, y) d’objets de (F’'x z.E)s dont I'image par d,(F) est un
couple (xq, yo) d’objets de Fg. Le foncteur d,(F) induit un morphisme
de préfaisceaux sur E g

Homg(x, y) — Homg(x,, o) (1)
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qui, par (2.6.5.2 (1)) et la propriété d’adjonction de ug et de ug. définit un
morphisme de préfaiseaux sur Ejg

Homyg. (x', y) > ug (Homg(x, y)). ?)

Celui-ci est un isomorphisme comme le montre le calcul de u* (F).

§ 3. Extension a E d’une E-catégorie fibrée

3.1. Univers

3.1.1. Jusqu’a la fin du chapitre suivant, nous fixons deux univers U
et V vérifiant UeV. Sauf mention expresse du contraire, pour tout
U-catégorie E, on posera

E=Hom(E®, U-ens) 1)

etsil’'on doit considérer I'analogue relatif a V on la désignera par E, . En
revanche, les 2-catégories Fi4(E), Fib(E), Sein(E), Fein(E) et leurs
ensembles d’objets seront relatifs a 1’'univers V, ce que I'on indiquera
parfois par I'indice V: par exemple #:4(E),.

3.1.2. Enfin, si E est une U-catégorie, on désignera par
n: E-E, n(S)(T)=Hom(T;S), (024) (1)

le foncteur habituel, ramené dans U grace au symbole T comme dans
[SGA411.3].

3.2. L’extension canonique a E

Convention 3.2.1. Soit E une U-catégorie élément de V. Pour toute
E-catégorie fibrée
f: F—>E
nous désignerons par
Fp, PcOb(E), (1)

la catégorie obtenue en appliquant le procédé de (2.1.2) au foncteur
composé
FL>E-"SE.

Si F=E, on trouve la catégorie E P dont les objets sont les (S, s), SeOb(E),
seHom(n(S), P)=P(S). Elle s’identifie canoniquement a la E-catégorie
fibrée associée par le procédé de [SGA 1VIS8)] ou de [DS5(a)] au
préfaisceau de catégories S« P(S), ou ’ensemble P(S) est considéré
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comme une catégorie discréte. D’apres (2.1.2 (4)), le carré ci-dessous est

cartésien oF
F—£F

P
fl [f/p, PeOb(E), 2)
EgEw
et, pour tout E-foncteur cartésien m: F — G le foncteur

mp: Fp—>Gp, PeOb(E), ?3)

est un E p-foncteur cartésien car il se déduit de m par le changement de
base E , — E.

Nous considérons toujours Fp, comme une E p-catégorie fibrée grdce au
foncteur fp: Fp—Ep, (2.1.2(1)).

Pour terminer, remarquons que I'on a un isomorphisme canonique
de E-catégories, fonctoriel en S,

Es——E,s, SeOb(E), 4
ou E s désigne comme toujours la catégorie de E au dessus de S.

Définition 3.2.2. Soit E une U-catégorie appartenant a V. Soit #:
E — E le foncteur de (3.2.1(1)).

R (i) Pour toute FeFib(E), on appelle extension canonique de F a E la
E-catégorie scindée
F*=9.,(F), (244). (1)

(ii) Pour tout E-foncteur cartésien m: F — G, on appelle extension
canonique de m d E le morphisme de E-catégories scindées

m*: F*—>G*, m*=2,(m). ()
Cette terminologie est justifiée par (3.2.3) et (II 3.3.5) ci-dessous.
3.2.2.1. On rappelle que 'on a un E-foncteur cartésien
dr,(F): F*xzE—F, (244(2), 1)
et que, pour toute E-catégorie scindée G on a un isomorphisme (2.4.4 (i)
Scing(G, F*)—> Cart.(G, F), fwdr,(F)-n,(F), (2)
et pour toute E-catégorie fibrée G une équivalence (2.5.4)

Cartg(G, F*)—=- Carty(G,F), fwsdr,(F)-n.(f). 3)
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3.2.2.2. D’apres (2.4.4.1), pour tout PeOb(E), on a
F*(P)= CartE(E/P’F)zJ-’i_m(F/P/E/P) (1)

ou F, est décrite par (3.2.1(1)), le foncteur i image inverse F*(P)— F +(Q)
correspondant 2 un morphisme Q — P de E étant défini par la composi-
tion avec le foncteur naturel E, — E p.

Corollaire 3.2.3. Sous les hypothéses de (3.2.2), on a un isomorphisme
canonique de E-catégories scindées

i: F*x ;E—=>SF, 1)
ou SF est la catégorie des sections cartésiennes de F, (2.4.5). Le composé
VF-i: F*x;E—>SF Y F )

est égal a dr, (E). C’est une équivalence de catégories. Pour F variable, les
morphismes (2) définissent un morphisme de 2-foncteurs.

Par la propriété universelle de SF (2.2.5), la relation dr, (F)=VF -i
caractérise i. C’est un isomorphisme car, pour tout SeOb(E), le foncteur

i(S): F*(n(S))— SF(S)

sidentifie au foncteur Cartg(E, s, F)— Carty(E, F) induit par liso-
morphisme E,s—— E,, s, de (3.2.1(4)). La seconde assertion du corollaire
résulte du fait que VF est une equlvalence On notera qu’il résulte
maintenant de (2.2.5) que, pour tout PeOb(E), des deux foncteurs

F*(P)— lim(SFp/E p) > Lim (S Fp/E p) ©)]
le premier est un isomorphisme et le second une équivalence.

Proposition 3.2.4. Soient E un U-site élément de V et FeFib(E).

(i) Soit P:1im P, une limite inductive dans E. Le foncteur naturel
F*(P)— hm F +(P) est un isomorphisme.

@) F +est un faisceau de catégories sur E pour la topologie canonique.

En effet, (i) résulte de (i) qui résulte de [D 1.11 (iii)] et de la formule
(3.22.2(1)) car E p est limite inductive des E p,.

Grice a la notion de champs nous parferons au chapitre suivant la
correspondance entre E-catégories fibrées et E-catégories fibrées. Dés
maintenant nous pouvons donner une propriété de stabilité:
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Proposition 3.2.5. Soit E une U-catégorie qui appartient a V. Soit
(F, G) un couple d’¢léments de Fib(E).
(i) Les foncteurs

Carty(F, G)—=- Scing(F*, G*)—> Carty(F*, G*) (1)

sont des équivalences, ou n’ est induit par le 2-foncteur Fws F* et ou 1
est I'inclusion canonique.

(i) On a un carré commutatif dont toutes les fleches sont des
équivalences de catégories

Cart,(F, G)—* Carty(F*,G*)
wl lﬁ )
Cart;(SF, G)—— Cart,(SF, SG)

dans lequel =17, cf. (1), ou B est induit par le 2-foncteur F'w» F’ x tE=
nJ(F') [cf.(24.4(1))et(2.3.1 (2))],etouy=Cart,(SF,vG),¢p= Cartg(vF,G),
cf. (1.3.1) et (2.4.5(1)).

Prouvons (ii). Modulo I'identification de (3.2.2.2) on a F+ x sE=SF
et la commutativité de (2) résulte du fait que dr, est un morphisme de
2-foncteurs, cf. (2.4.4(1)). Le composé y 8 est une équivalence par (2.5.4).
Enfin, par (1.5.1), ¢ et y sont des équivalences car il en est ainsi de v F et
vG. D’ou (ii). Bien entendu, (i) en résulte.

Corollaire 3.2.6. Soit m: F — G un E-foncteur cartésien, FeFib(E),
G eFib(E). Pour que m soit fidéle, pleinement fidéle ou une équivalence,
il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de m*: F+— G*, son extension
canonique a E.

La condition est nécessaire en vertu de la formule (3222 (1)) et de
(1.5.1). Elle est suffisante car m « s’icientiﬁe» au morphisme déduit de m*
par le changement de base : E — E, (3.2.3), (1.5.1 (©)).

3.3. La E-catégorie CART (F, G)

3.3.1. Soit E une U-catégorie appartenant a V, fixée jusqu’a la fin de
ce numéro. La construction que nous allons indiquer sera utilisée
constamment dans les démonstrations du chapitre IV.

3.3.1.1. Sgient F et G des E-catégories fibrées appartenant a V. Pour
tout PeOb(E), on pose

CART*(F, G)(P)=Carty , (F,, G ), (1)
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cf.(3.2.1(1)). Pour toute fléche f: P — Q de E, ona par(2.1.2) un diagramme
de catégories dont les carrés sont cartésiens par (2.1.2 4))

Fy, <—————F
\ \/, / @)
E, <—E
Par la propriété universelle du produit fibré (1.6.1(ii)) on en déduit un

foncteur
CART*(F, G)(Q) > CART*(F, G)(P) (3)

qui, a tout objet (resp. fléche) g de la premiére catégorie, associe I'objet
(resp. fléche) p de la seconde caractérisé par

q-F;=G,-p (tesp. g*F=G xp). “)

3.3.1.2. On en déduit immédiatement que (1) et (4) définissent une E-
Soorie scindé

catégorie scindée CART*(F, G). (1)

De méme, si 'on prend les arguments P et Q dans Ob(E), les formules (1)
et (4) définissent une E-catégorie scindée

CART(F, G). (2

3.3.1.3. Si I'on suppose que Q est l'objet final de E, le diagramme
(3.3.1.1(2)) s’identifie a

F——F, G——Gp

oS

E——Ep

ou les fléches horizontales sont les foncteurs source. Par la propriété
universelle du produit fibré et par (1.6.3 (i)), on en déduit un isomorphisme

CART*(F, G)(P)—— Cart,(F, G). ©

Par ces isomorphismes, pour toute fléche f: P—Q de E, le foncteur
CART*(F, G)(f) de (3.3.1.1(3)) s’identifie au foncteur

Cart,(Fy, G)— Cart,(F,, G) 3)

induit par la composition avec le E-foncteur F;: Fp— F, (2.1.2(1)).
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3.3.1.4. On a un isomorphisme canonique de E-catégories scindées
CART(F, G)—— CART™*(F, G)x ;E (1)

car le foncteur 5: E — E, étant pleinement fidéle, induit des isomorphismes
Es—> E ;5 et Fis— F,).

3.3.2. Remarquons que, si F, G et H sont trois E-catégories fibrées
on a un isomorphisme de E-catégories scindées

CART™*(F, G x ;H)—— CART™*(F, G) x CART™*(F, H) 1)

et un accouplement, induit par la composition des foncteurs cartésiens,
qui est un morphisme de catégories scindées

CART™*(F, G)x CART™* (G, H)— CART*(F, H). ()
En particulier, si F=E, comme on a visiblement
CART™*(E,G)=G* et CART(E, G)=SG, 3)
on trouve un accouplement
G*xCART*(G,H)—>H", )

qui, par restriction & E, grice aux équivalences vVF: SF > F et vG:
SG — G, donne un accouplement

GxCART(G,H)—H %)
dont l'interprétation est évidente.

Proposition 3.3.3. Soit u: F — G un E-foncteur cartésien, F, GeFib(E).
Pour toute X eFFib(E)

(i) si u est fidéle (resp. pleinement fidéle) il en est de méme du E-
morphisme de catégories scindées

CART™*(X,u): CART* (X, F)—» CART*(X, G). 1)
(i) Siu est une équivalence il en est de méme de CART* (X, u) et de
CART™*(u, X): CART*(G, X)— CART*(F, X). )

Les morphismes (1) et (2) sont induits, argument par argument par
les foncteurs de composition de (1.3) et possédent les mémes propriétés
algébriques (1.4). Les assertions de I’énoncé résultent de (1.5).
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Proposition 3.3.4. Soient F et G deux E-catégories fibrées.
(i) Si P=lim F, est une limite inductive dans E le foncteur naturel

CART* (F, G)(P)— lim CART*(F, G)(P) (1)

est un isomorphisme

(ii) CART*(F, G)est un faisceau de catégories sur E pour la topologie
canonique.

Lassertion (i) résulte de (3.3.1.3 (1)), car F, est limite inductive des
Fp, et 'on applique [D 1.11]. D’ou (ii).
Proposition 3.3.5. Soient F et G deux E-catégories fibrées.
(i) On a des E-équivalences de catégories
CART(F*,G")®CART™(F, G)—2> CART(F, G)*. 1)
(ii) Pour tout PeOb(E) le foncteur naturel
CART*(F, G)(P)— (Li_m(CART (F.G)p/Ep) (2)

est une équivalence de catégories.

(ii bis) Pour tout PeOb(E), pour qu’il existe un E p-foncteur cartésien
x: Fp—Gp il faut et il suffit qu’il existe une section cartésienne de
CART(F, G) au dessus de E p.

(iii) Le foncteur
Cartg(F, G)— Lim(CART(F, G)/E)
est une équivalence de catégories.
3.3.5.1. On notera que (ii bis) ne fait que commenter (ii) et que ’on

déduit (iii) de (ii) en y prenant pour P 'objet final de E. Quant au foncteur
de (2) c’est le composé du foncteur évident (voir les définitions)

CART*(F, G)(P)— }iﬂ(CART(F, G)/P/E/,,) 3)
et de I'inclusion habituelle
lim(X/4) - Lim(X/4), (115 (). @

Or (3) est un isomorphisme en vertu de (3.3.4 (i)) car P est limite inductive
des 7(S), (S,s)eOb(E p). Par ailleurs, (4) est pleinement fidéle d’apres
(1.1.5). Les morphismes de (3) et (4) étant fonctoriels en P définissent
un E-morphisme de catégories scindées

n: CART*(F, G)— CART(F, G)*. (5)
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D’aprés (1.5.1) nous venons de démontrer que 7 est pleinement fidéle.
Nous montrerons plus loin que = est une équivalence, ce qui prouvera
aussi (ii).

3.3.5.2. Auparavant notons que CART*(F, G) et CART*(SF, SG)
sont E-équivalentes car F est E-éqgivalente a SF et G est E-équivalente
a SG. Or il existe un morphisme de E-catégories scindées

B: CART(F*,G*)— CART*(SF, SG) (6)

o la premiére est obtenue en appliquant aux E-catégories fibrées F*
et G* la construction donnée plus haut pour des E-catégories fibrées.
Pour définir le morphisme B, nous devons décrire, pour tout PeOb(E),

un foncteur
CartE/P(F/;, Gp)— CartE/P(SF/P, SG/,,). W)

Ceest le foncteur induit par le changement de base de E , a E p, (2.1.2 (4)),
(3.2.2) et (3.3.1). Dapres (3.2.5 (i)), le foncteur S est une équivalence de
catégories.

3.3.5.3. Il nous reste a montrer que le foncteur (5) est une équivalence,
sachant qu’il est pleinement fidéle. D’aprés (1.5.1(c)), cela signifie que,
pour tout PeOb(E), (2) est une équivalence. Pour simplifier les calculs,
notons que I'on peut supposer que E=E p, car on a un isomorphisme
canonique de (E p)-catégories scindées

CART(F, G)p—— CART(Fp, G p), PeOb(E), (8)
induit par les isomorphismes évidents
(Ephe—Eq. PeOb(E), QeOb(E,), ©)
ou Q' est I'image de Q par E ,— E.

3.3.5.4. Il nous reste a prouver que, pour toute section cartésienne
E— CART(F, G), (10)

il existe un E-foncteur cartésien k: F — G dont I'image par (2), (ou P=
objet final de E), est isomorphe a (10). Par définition, (10) est essentielle-
ment un couple de fonctions dont I'une associe a tout SeOb(E) un objet

ks: Fs—G 11)

de CART(F, G)(S) et dont I'autre associe a toute fleche f: T— S de E un
E-isomorphisme de E-foncteurs cartésiens
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ce couple étant assujetti a vérifier
(up* Fp) - ug=up, 13)

pour tout couple U —&— T—/ S de fléches composables de E (3.3.1.1 (2))
et (3.3.1.3 2)).

3.3.5.5. Pour tout SeOb(E), on a un isomorphisme canonique
Fs—>Fx4dEyg), (32.1(), (14)
et un objet de Fg s’identifie donc & un couple

(e /), (15)

ou xeOb(F) et ou feOb(Es) (donc f: T— S est une fléche de E) tel que
la projection de x soit T. De méme, une fleche de Fj5 s’identifie 4 un

(m, £, 8) (16)

ou m est une fléche de F et (f; g) une fleche de E 5, (C’est a dire essentielle-

ment un couple U —%-> T—L5 S de fléches composables de E), la projec-
tion de n étant égale a g.

3.3.5.6. Définissons k: F — G, (cf. (10)). Posons
k(x)=ks(x,ids), SeOb(E), xeOb(Fy), 17)

ce qui définit k sur les objets. Soit m: y — x une fléche de F de projection
f: T—S. Nous connaissons une fleche de G de projection f et de but
k(x), a savoir kg(m, f), ou

f=(ds,f), - f: f—ids, (18)

désigne, dans E ¢, le morphisme final de source f.Lasource de kg(m, f)est
kg(y, f). Considérons l'objet (y,id) de F,r; son image par F,;: Fr— F
est (y, f). L'isomorphisme u, définit donc un T-isomorphisme de G

u/‘(y7 ldT) kT(y’ ldT)HkS(y’f) (19)

k(m)=ks(m, f) - u(y,idy). (20)

La projection de k(m) est f, sa source est k(y) et son but est k(x). Sim
est cartésien il est clair que (m, f) est cartésien relativement a E et @ Ejs.
Il en est donc de méme de kg(m, f), donc aussi de k(m), car u, est un

Nous poserons
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E-isomorphisme. Si m=id,, alors f=idg et il est immédiat que k(m)=
idy(y- Il nous suffit de vérifier que, pour tout couple x «™—y «"—z de
fleches composables de E se projettant sur S «Z-T«£— U, on a

k(mn)=k(m) k(n). (21)
Pour calculer le composé
k(m) k(n)=ks(m, ) u(y, idy) kr(n, 8) u,(z, idy) (22)

appliquons a la fleche (n, 8): (z, g) — (, idr) de F; I'identité qui exprime
que u, est un morphisme de foncteurs. On trouve

up(y,idy) - kp(n, ) =k§(n, 8) - ug(z, g). (23)
OI' k£= kS : F}f et F/f(n’ g)z(nxﬁ g), d’Oﬁ

k(m) k(n)=ks(m, f) ks(n, f, g) u(z, &) uy(z idy)

~ | 4)

=kg(mn, fg)u(z, g) u,(z,idy)

car kg est un foncteur. La relation (13) donne alors
ug(F,(z,idy)) u,(z, idy) =u,,(z, idy), 5)

ce qui prouve (21), car F,,(z, idy)=(z, g). Les formules (17) et (20) définissent
donc un E-foncteur cartésien k: F— G.

3.3.5.7. Il reste a démontrer que l'image de k dans Lim (CART(F, G)/E)
est isomorphe a la section cartésienne (10) dont on est parti. Nous devons
donc trouver, pour tout SeOb(E), un E-isomorphisme (de E-foncteurs
définis sur Fj5 a valeurs dans G)

ag: KS—ks, kS=k-sf, (3.3.13(1), (26)

tel que, pour toute fléche f: T— S de E, le carré ci-dessous soit commutatif
dans CART(F, G)(T)

ks F/f kT
o] Jo 27
ksF «——ky.
3.3.5.8. Construisons ag. Soit (y,)eOb(Fs);ona feFI(E), f: T—>S
et yeOb(Fy), (15). Posons
as(y, f)=uy(y,idy). (28)
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Puisque (y, idy) est un objet de Fr,
uf(y, idg): kr(y,idy)— k£(y, idy)

est bien un T-isomorphisme de G qui s’écrit

as(y.f): K0, f) = ks, /), (26), (17). (29)

3.3.5.9. Montrons que ag est un morphisme de foncteurs. Soit (n, f, g)
une fléche de Fjs. D’apres (16), U —~— T—L> S est un couple de fléches
composables de E et n: z— y une fléche de F de projection g. D’ou la
source et le but de (n, f, 2)

nf8): zfg)—0.f), (15). (30
Pour prouver que ag est un morphisme de foncteurs, nous devons prouver
aS(ysf) kS(n,f’ g)=kS(n9f; g) as(z,fg). (31)

Par définition, le premier membre est égal a
ug(y,idy) k(n)=u(y, idy) kp(n, §) u,(z, idy), (32)

qui est égal au second membre d’apres (23) et (25).

3.3.5.10. Il nous reste a démontrer la commutativité de (27). Cest
une égalité entre morphismes de foncteurs définis sur F,;.. Nous devons
donc vérifier que, pour tout objet (z,g) de F,, geFI(E), g: U—T,
zeOb(Fy), on a

ug(z, g) ar(z, g)=as(F (2, g)), (33)
ou encore, en revenant aux définitions,
up(z, g ug (z,1dy) =u (2, 1dy), (34)

qui n’est autre que (25). C.Q.F.D.



Chapitre 11

Les champs

§1. Propriétés diverses

1.1. Topologie de la F-descente

Définition 1.1.1. Soient E une catégorie, F une E-catégorie fibrée,
S un objet de E et R un crible de E 5 (0 1.1). On dit que R est un crible
de F-i-descente, i=0, 1, 2, si le foncteur restriction

Cart,(Es, F)— Carty(R, F) )
est i-fidéle (I 1.5.1.1).

1.1.1.1. Supposons que E soit une U-catégorie. Soit #(S) le préfaisceau
représenté par S et soit R'<#(S) le sous-préfaisceau attaché a R par
(02.4.1). Le foncteur (1) s’écrit également

F*(n(S))— F*(R), )

ou F+ désigne l’extension canonique de F & E, (13.2.2). En effet, on a
un isomorphisme canonique RX E g .

1.1.1.2. Soient S=(s;: S;— ), iel, une famille de fléches de E et R
le crible de E 5 engendré par S (0 1.1.2). Pour que R soit de F-O-descente
il faut et il suffit que le produit

Fs— l—; 2% 3)
des foncteurs image inverse associés aux s;: S;— S soit fidele [D 6.15].
Supposons que, pour toute fléche f: T— S de E, les produits fibrés
T;=T xS, existent (on dit que S est quarrable) et soit encore ¢ un clivage
de F (choix des foncteurs image inverse [D (1.5)]). On considére alors
la catégorie Desc(F/E, c, S) des familles d’objets x;€ Ob(Fy), i€ I, munies
d’une donnée de descente relativement a S [D 9.19]. D’aprés [D 9.11 et
9.19], le foncteur (1) s’intepreéte alors & équivalence prés comme le foncteur

A: Fg— Desc(F/E,c, S) 4)
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qui, a tout xe Ob(F;), associe la famille de ses images inverses sur les S;
munie de sa donnée de descente naturelle [D (9.10)]. Ce qui donne une
interprétation plus intuitive de la définition.

Nous nous intéresserons uniquement dans ce travail aux cribles
et familles de descente universelle.

Définition 1.1.2. Soient E une catégorie et F une E-catégorie fibrée.
On dit qu’un crible R de E;5, SeOb(E), est de F-i-descente universelle,
i=0, 1,2, si, pour toute fléche f: T— S de E, I'image inverse R/ de R
par f, (01.1.2), est un crible de F-i-descente. On dit qu’une famille
(S;—S), iel, de fléches de E est de F-i-descente universelle s’il en est
ainsi du crible de E 5 qu’elle engendre (0 1.1.2).

1.1.2.1. D’une maniére générale, on dira aussi F-descente pour
F-1-descente et F-descente effective pour F-2-descente. D’apres [D 6.18],
la terminologie introduite est compatible avec celle de [D 6.19].

Proposition 1.1.3. Soient E une catégorie, F une E-catégorie fibrée et i
un entier 0<i<2. Pour tout SeOb(E), on désigne par J,(S) 'ensemble
des cribles de E s qui sont de F-i-descente universelle.

(i) Les J;(S) sont les ensembles de raffinements d’une topologie
sur E (appelée topologie de la F-i-descente).

(ii) La topologie de la F-i-descente est la plus fine de celles pour
lesquelles, pour tout SeOb(E), tout raffinement de S est un crible de
F-i-descente.

(iii) §i E est une U-catégorie et si F* désigne ’extension canonique
de F a E, la topologie de la F*-i-descente est la topologie induite sur
E, (03.5) par la topologie de la F-i-descente.

(iv) Sous les hypothéses de (iii), pour qu’une fléche f: P— Q de E soit
bicouvrante (0 3.5) pour la topologie de la F-i-descente il faut que, pour
toute fléche Q' — Q de E le foncteur F* (p): F+(Q') — F*(P’) soit i-fidéle,
ou p est la seconde projection de P'=P x ,Q'. La réciproque est vraie
si i=2, ou si f est un monomorphisme.

1.1.3.1. Les assertions (i) et (ii) résultent de [D 6.23]. Soit maintenant
P =(P,— P) une famille de fleches de E et soit p: P’— P I'image de P,
c’est a dire la borne supérieure des images des P.— P. Prouvons que,
pour que P soit de F™-i-descente il faut et il suffit que F*(p): F*(P)—
F*(P') soit i-fidéle. Soit R le crible de E \p engendré par P. Par définition,
la premiére condition signifie que le foncteur

Cartg(Ep, F*)— Cartz(R, F*) (1)
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est i-fidéle, ce qui, par (I12.5.5(i)) et (I3.2.2(1)) signifie qu’il en est de
méme du foncteur

Cart,(E,, F) - Cart (R, F), R'=Rx;E. )

Or il est immédiat que R'— Ep s’identifie & E p. — E p €t que, par suite,
(2) est i-fidéle si, et seulement si, le foncteur F*(P)— F*(P’) I'est.

1.1.3.2. Si P est couvrante pour la topologie canonique de E, on a
P’'=P. D’aprés ce qui précede, P est donc couvrante pour la topologie
de la F*-2-descente, car I’hypothése est stable par changement de base.
Par ailleurs, la formation de P’ commute aux changements de base et
P'— P est un monomorphisme. Donc (iii) résultera de (iv) car, d’aprés
(0 3.5.3), P est couvrante pour la topologie induite si, et seulement si,
p: P'— P est bicouvrant.

1.1.3.3. Soit f: P— Q un monomorphisme de E. Supposons que f soit
bicouvrant pour la topologie de la F-i-descente. Pour tout SeOb(E)
et toute fleche #7(S)— Q, la premiére projection de P[S]=n(S) x 5P est
alors bicouvrante. D’aprés (0 3.5.2 (iii)), cela signifie que le crible de E g
qui correspond a P[S] par (0 2.4.1) est un raffinement pour la topologie
dela F-i-descente. D’aprés(1.1.1.1 (2)) le morphisme F * ((S)) — F * (P[S])
est donc i-fidéle. Par [D 6.18], on en déduit que F*(Q)— F*(P) est
i-fidéle. Donc f vérifie la condition de (iv), car 'ensemble des morphismes
bicouvrants est stable par changement de base. Inversement, supposons
que f vérifie la condition de (iv). Remontant le raisonnement précédent,
on en déduit que, pour tout SeOb(E) et toute fleche #(S) — Q, la premiére
projection de 7(S) x ,P est bicouvrante. Il en est donc de méme de f,
car les n(S), SeOb(E), couvrent Q pour la topologie induite. Les condi-
tions de (iv) sont donc équivalentes lorsque [ est un monomorphisme.
Notons que ceci suffit a entrainer (iii), cf. (1.1.3.2).

1.1.3.4. Soit f: P— Q une fléche de E qui soit bicouvrante pour la
topologie de la F-i-descente. Donc f est couvrant, donc, d’aprés (iii),
f est un morphisme de F*-i-descente. Par ailleurs, les diagonales d:
P— Px,Petd:P— Px,Px,Psontbicouvrantes (0 3.5). Les foncteurs
F*(d) et F*(d') sont donc i-fidéles, d’ou I'on déduit, par le lemme des
diagonales [D 7.17], que F* (f) est i-fidéle. D’ou 'on déduit que f vérifie
la condition de (iv) car I'ensemble des morphismes bicouvrants est stable
par changement de base.

1.1.3.5. Il reste a prouver qu’une fléche f: P— Q de E qui vérifie la
condition de (iv) pour i =2 est bicouvrante. Soit p: P x ,P — P la seconde
projection. Par hypothese, F*(f) et F*(p) sont des équivalences; donc
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aussi F*(d),oud: P— P x ,P est la diagonale. Donc d est bicouvrant par
(1.1.3.3). De plus, appliquant a nouveau le lemme des diagonales [D 7.17],
on trouve que f est couvrant pour la topologie de la F*-2-descente,
donc aussi, pour la topologie induite d’apres (iii). Du fait que f est
couvrant et d bicouvrant, on déduit immédiatement que f est bicouvrant
(03.5.2(ii). C.Q.F.D.

1.2. Champs sur un site

Définition 1.2.1. Soit E un site.

(i) Une E-catégorie fibrée F est dite compléte (resp. précompléte)
si, pour tout SeOb(E) et tout raffinement R de S le foncteur restriction

Cartg(E 5, F)— Cartg(R, F) (1)

est une équivalence (resp. est pleinement fidé¢le).

(i1) On appelle E-champ, (resp. E-préchamp) une E-catégorie fibrée
compléte (resp. précompléte).

(iii) On appelle morphisme de E-champs un E-foncteur cartésien dont
la source et le but sont des E-champs.

(iv) Onappelle morphismede morphismesde E-champsun E-morphisme
de E-foncteurs dont la source et le but sont des morphismes de E-champs.

1.2.1.1. S’il n’y a pas d’ambiguité, on omet le préfixe E. On notera que
cette définition ne référe a aucun univers (0 1.2).

1.2.1.2. D’apreés (1.1.3 (i), pour que F soit un champ (resp. préchamp)
il faut et il suffit que la topologie de la F-descente effective (resp. F-
descente) soit plus fine que celle du site.

1.2.1.3. Un E-champ dont les fibres sont des groupoides sera appelé
un champ de groupoides. Si les fibres d’un champ F sont des U-topos
(resp. catégories additives) et si les foncteurs image inverse sont des
morphismes de topos (resp. sont additifs) on dira que F est un champ de
U-topos (resp. de catégories abéliennes).

Définition 1.2.2. Tous les sites considérés seront éléments de V et, le
plus souvent, des U-sites (0 1.6). Si E est un site, on notera Champ(E)
(resp. Préchamp(E)) I'ensemble des FeFib(E), (cCest a dire Fib(E),,
(I3.1.1)), qui sont des E-champs (resp. E-préchamps). On notera
€tamp(E) (resp. Préchamp(E)) la 2-catégorie dont I'ensemble d’objets
est Champ(E) (resp. Préchamp(E)), les catégories de morphismes et la
loi de composition étant celles de F¢£4(E), [cf. 1.1.8, ou V remplace U].
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1.2.2.1. De méme on notera Champsc(E) I’ensemble des FeScin(E)
dont la E-catégorie fibrée sous-jacente est un champ. Enfin on notera
Champac(E) la 2-catégorie dont 'ensemble d’objets est Champsc(E),
les catégories de morphismes et la loi de composition étant induites par
celles de Feex(E), (11.9).

1.2.2.2. Si, de plus, E€U, on notera %:4(E), etc., les catégories
analogues relatives a U.

Proposition 1.2.3. Soient E un site élément de V et F une E-catégorie
fibrée.

(i) Pour que F soit précompléte il faut et il suffit que, pour tout
SeOb(E) et tout couple (x, y) d’objets de Fg, le préfaisceau Homg(x, y)
soit un faisceau (sur E 5 pour la topologie induite).

(ii) Sila topologie de E est définie par une prétopologie [ [, pour que
F soit précompléte (resp. compléte) il faut et il suffit que toute famille
couvrante appartenant a [ [ soit de F-1-descente (resp. de F-2-descente).

La premicre assertion résulte de [D 7.1] et la seconde des définitions
et de (1.1.3 (i)).

Proposition 1.2.4. Soient E un site élément de V. Soit L=[] L; un
iel
produit dans la catégorie #¢4(E), (I 1.8.2). Si les L; sont précomplétes
(resp. complétes) il en est de méme de L.

1.2.4.1. De ceci, on déduit trivialement par (I 1.8.2 (ii)) que les produits
indexés par un €lément de V existent dans la catégorie Champ (E), sous-
catégorie pleine de Fib(E) dont les objets sont les champs.

1.2.4.2. Soit SeOb(E) et R E 5 un raffinement de S. On a un mor-
phisme de systémes projectifs de catégories
Cartg(E5, L;)— Cartg(R, L) (1)

defini par la composition avec le foncteur d’inclusion R<E. Par
hypothése, (1) est pleinement fidéle (resp. une équivalence) pour tout
objet i de la catégorie d’indices. Donc aussi le foncteur

[[Cartg(Es, L)— ][] Cartg(R, L) )
obtenu par passage a la limite projective. D’ou la conclusion par
(X 1.8.2 (ii)).

1.2.4.3. En fait, le méme argument montre qu’une limite projective de
préchamps est un préchamp [utiliser [D 5.5]]. Mais le noyau d’un couple
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de morphismes de champs peut ne pas étre un champ: on fait aisément un
exemple. Pour parer a cet inconvénient, on introduit une catégorie fibrée
LimL,, «plus grosse» que limL;. Le détail est laissé au lecteur qui
s 1nsp1rera du cas particulier tralte dans (IV 2.5.1).

Lemme 1.2.5.Soient F un E-champ et G une sous-catégorie pleinede F.
Supposons que G soit une E-catégorie fibrée et que l'inclusion G — F soit
E-cartésienne. Alors G est un E-préchamp. Pour que G soit un E-champ
il faut et il suffit que, pour tout SeOb(E), tout xeOb(Fy) qui appartient
localement & Ob(G) soit S-isomorphe a un x'eOb(Gy).

1.2.5.1. La premiére assertion résulte de (1.2.3 (i)). La derniére condi-
tion de ’énoncé signifie comme de juste que xeob(Gg) dés que 'ensemble
des f: T— S tels que I'image inverse de x par f soit T-isomorphe a un
objet de G est un raffinement de S (C’est en tous cas un crible de E ).
La seconde assertion résulte immédiatement de la définition. Sous les
conditions de I’énoncé, on dira que G est un sous-champ plein de F.

1.3. Champs sur un U-site

Nous donnons ici quelques résultats intermédiaires qui seront repris
de maniére plus satisfaisante dans (3.3).

Proposition 1.3.1. Soient E un U-site élément de V et F une E-catégorie
fibrée. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) F est un E-champ (resp. E-préchamp)
(ii) 'extension canonique F* de F a E, est un champ (resp. pré-
champ) sur E pour la topologie induite (0 3. 5)
(iii) pour tout morphisme bicouvrant f: P—Q de E, le foncteur
F+(f): F*(Q)— F*(P) est une équivalence (resp. est pleinement fidele).

D’aprés (1.1.3), on a (i) <> (ii) = (iii). Inversement, (iii) = (ii) d’apres
la description de la topologie induite (0 3.5.3).

Proposition 1.3.2.Soient E une U-catégorie élémentde Vet F eFib(E), .

(i) Pour que F soit un champ pour la topologie canonique de Eil
faut et il suffit que le foncteur naturel

¢: Fon*(n.(F), [n: E~E, (024)] )

soit une E-équivalence.

(ii) S’il en est ainsi et si, de plus, E est un U-site, pour que F soit un
champ pour la topologie induite sur E par celle de E, (0 3.5.2) il faut et il
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suffit que le foncteur décrit plus bas
a,i,(F)>F, [ouE—>E—>E, (024] )

soit une E-équivalence.

1.3.2.1. Avant de prouver (i) explicitons (1). D’aprés (I 2.5.4), on a une
équivalence

Carty(F, F' ¥)—=> Cart,(F, F'), F'=n,(F). 3)

Le fait que id,. appartienne a I'image essentielle de (3) signifie qu’il
existe un E-morphisme de champs ¢: F — F'* et un E-isomorphisme de
E-morphismes de champs i: idp ——dr,(F')-n.(¢), le couple (¢, i)
étant unique a isomorphisme unique pres. On notera que 7,(¢) est une
équivalence, [comme foncteur quasi-inverse de dr, (F) qui est une équiva-
lence, (I 3.2.3)].

1.3.2.2. D’aprés (1.1.3 (i), on sait que F'* est un champ pour la
topologie canonique. La condition de (i) est donc suffisante. Elle est
nécessaire. En effet, le foncteur (1) induit une équivalence sur les fibres
des PeOb(E) qui sont représentables, puisque 77, (¢) est une E-équivalence.
Il suffit donc d’appliquer [D 6.16] en notant que pour tout Peob(E)
il existe une famille couvrante pour la topologie canonique {7 (S;)— P},
S,€0b(E).

1.3.2.3. Avant de prouver (ii), explicitons (2). Puisque a est adjoint a
gauche de i, on a un morphisme de foncteurs

m: idg—ia. 4

Choisissant un clivage de F, il en résulte, d’aprés [D 1.17] un E-foncteur

cartésien
m*: (ia),(F)—>F, (ia),(F)~a,i,(F), (5)

entre les deux catégories déduites de F par les changements de base idg
et ia. D’aprés [D 1.17], pour tout PeOb(E), le foncteur
mg: Fpy— Fp (6)

]

induit par m* sur les fibres en P s’identifie au foncteur image inverse
relatif au morphisme m(P): P — ia(P).

1.3.2.4. Nous pouvons maintenant prouver (ii). Puisque F est un
champ pour la topologie canonique nous savons que FRF'*, avec les
notations de (1.3.2.1). Si F est un champ pour la topologie induite, F’
est un E-champ d’apres (1.3.1) et les foncteurs (6) relatifs a F'* sont des
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équivalences d’aprés (1.1.3(iv)), donc aussi ceux relatifs & F, donc la
condition est nécessaire. Elle est suffisante. En effet, 1a topologie induite
sur E est engendrée par les familles couvrantes de la topologie canonique
et les morphismes de la forme m(P), PeOb(E)(0 3.5.3). D’ou la conclusion,
car les premiéres sont de F-2-descente par hypothése, et pour qu’un
monomorphisme f: X — Y de E soit de F-2-descente, il faut et il suffit
que le foncteur image inverse

J* F—Fy
soit une équivalence, puisque X est objet final du crible de Y engendré
par f. C.Q.F.D.

Proposition 1.3.3. Soient E un U-site, F un E-champ, F* son extension
canonique a £ et F* larestrictionde F* a E;.

(i) F* est un champ E pour la topologie canonique
(i1) On a une équivalence

e, (F¥)—=>F, ¢, (F¥)=F*x;E, 1)

qui est un morphisme de 2-foncteurs en FeChamp(E).

1.3.3.1. Par (1.3.1), F*est un champ sur E pour la topologie induite;
puisque i: E — E est un morphisme de sites (0 3.6), il transforme familles
couvrantes en familles couvrantes, d’ou I'on déduit trivialement (i), en
raisonnant en termes d’objets munis d’une donnée de descente [D 9.19].
Drapreés (1.3.2 (ii)), on a une équivalence

a,i,(F')=>F* [cestadirea,(F*)~F*] 2)

d’ou, par le changement de base 5: E — E, une équivalence
Mo @, i,(F*) =0 (F*), A)
qui, par transitivité du changement de base et la formule e=a#n, s’écrit
également 6. (F*)—= . (F*). @)

D’ou I'équivalence (1) en composant avec n,(F*)— F (13.2.3(2)).

1.3.3.2. Si on définit (2) en utilisant le scindage canonique de F i on
trouve d’aprés [D 1.17], que 'action de (2) sur les fibres en PeOb(E) est

le foncteur
F*(a(P))— F*(P), (5)

ou P — a(P) est le morphisme structural du faisceau associé. Avec ce
choix, il est immédiat que (1) est un morphisme de 2-foncteurs.
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Définition 1.3.4. Soient E une catégorie et F une E-catégorie fibrée.

(i) Soit SeOb(E). On dira que

*F vérifie la condition (U — P)g sila fibre Fgest une U-catégorie (11.7.1),

*F vérifie la condition (U—p)s si la fibre F est équivalente a une
catégorie élément de U.

(ii) On dira que F vérifie (U — P) (resp. (U — p)) si, pour tout S€Ob(E),
F vérifie (U— P)g (resp. (U —p)s).

Proposition 1.3.5. Soient E un U-site, F un E-champ et S;eOb(E),
iel, I1eU, une famille de générateurs topologiques de E (01.6). Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(i) pour tout i€l, le champ F vérifie (U— P)g, (resp. (U—p)s);

(i) F vérifie (U—P) (resp.(U—p));

(iii) 'extension canonique F* de F a E vérifie (U— P) (resp. (U —p));

(iv) le E-champ F* de (1.3.3) vérifie (U — P) (resp. (U — p)).

1.3.5.1. Pour I’équivalence des conditions (U — P), il suffit de supposer
que F est un E-préchamp. Par définition, (ii) = (i), on a (iii) = (ii) car
Fr~n,(F)(13.2.3(2)et (iv) = (iii) car a, (F*)~ F* (1.3.3.1 (2)). Montrons
que (i) = (iv). On sait que les ¢(S;) forment une famille de générateurs
topologiques de E,,. Par ailleurs les fibres de F* en les £(S;) sont équivalen-
tes a celles de F en les S; (1.3.3). D’ou la conclusion, en utilisant les
données de descente.

Proposition 1.3.6. Sous les hypothéses de (1.3.5), soit u: F— G un
morphisme de E-champs et soit r un entier, 0<r=<2. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) u est r-fidele (I 1.5.1.1)

(ii) u* est r-fidéle

(iii) la restriction u* de u* a E est r-fidéle

(iv) les foncteurs u; induits sur les fibres en les générateurs S; sont
r-fidéles.

On reprend les arguments de la démonstration précédente, a ceci
preés que (i) = (iv) est prouvé par [D 10.1]. D’aprés [D 10.2 et 10.3],
on peut se contenter de supposer que F est un champ et G un pré-
champ.

1.4. E-foncteurs couvrants et bicouvrants

Définition 1.4.1. Soient E un site élément de V et u: F— G un E-
foncteur cartésien, F, GeFib(E). On dira que u est bicouvrant (resp.
couvrant) s’il vérifie les conditions suivantes:
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(i) pour tout SeOb(E) et tout couple (x, y) d’objets de Fg le S-mor-
phisme de préfaisceaux induit par u

Homg(x, y) » Homg(u(x), u(y)), §))

((12.6.3) ou V remplace U) est bicouvrant (resp. couvrant (0 3.5)).

(ii) pour tout SeOb(E) et tout yeOb(Gg) I'ensemble des f: T— S,
feOb(E ) tels que I'image inverse de y par f soit T-isomorphe a un
objet de I'image de u est un raffinement de S.

1.4.1.1. Dire que u est couvrant signifie donc qu’il est «localement
surjectif sur les objets et sur les fleches». Pour qu’il soit bicouvrant il
faut de plus qu’il soit «localement injectif» sur les fleches. Le lecteur
précisera ces assertions dans le style de (ii) en utilisant la caractérisation
des morphismes bicouvrants donnée dans (0 3.5.3).

1.4.1.2. On notera que les conditions envisagées ne dépendent que du
site et de u mais pas de I'univers V.

Proposition 1.4.2. Soient E un site et u: F — G un E-foncteur cartésien
couvrant.

(i) Pour tout E-préchamp X, le foncteur

Cartg(u, X): Cartg(G, X)— Cart,(F, X) 1)

est pleinement fidéle.

(ii) Si, de plus, u est un morphisme de catégories scindées, pour tout
E-préchamp scindé X, le foncteur

Scing(u, X): Scing(G, X)— Scing(F, X) )

est pleinement fidele.

1.4.2.1. Quitte a changer d’univers, nous pouvons supposer que E, F
et G appartiennent & V. Par les propriétés universelles de SX, LF et LG
(I12.4.5 et 2.4.3), il suffit de prouver (ii). Par ailleurs, puisque u est un
morphisme de catégories scindées, il est le composé de trois morphismes
de catégories scindées

F-25G % GG 3)

ou G’ est I'image de u, ou G” est la sous-catégorie pleine de G dont les
objets sont ceux de G qui, localement, appartiennent a G’ et ou g et r sont
les foncteurs d’inclusion. Il suffit de prouver que les foncteurs Scing(p, X),
Scing(g, X) et Scing(r, X) sont pleinement fidéles. Pour le premier, cela
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résulte immédiatement du fait que p est surjectif sur les objets et sur les
fleches. Pour le troisiéme, cela est clair car r est une équivalence.
Remplagant u par g, on peut donc supposer que u: F — G est un foncteur
d’inclusion, que tout objet de G appartient localement & Ob(F) et que
toute fleche de G appartient localement a FI(F).

1.4.2.2. Pour prouver (ii), il reste donc & démontrer que, sous les
conditions que 'on vient d’énoncer, pour tout couple a,b: G 3 X de
morphismes de catégories scindées et tout E-morphisme de E-foncteurs
m: au— bu il existe un unique E-morphisme de E-foncteurs n: a— b tel
que nxu=m. Pour tout SeOb(E) et tout yeOb(Gy), il existe un raffine-
ment R de E 4 tel que, pour tout objet f: T— S de R, I'image inverse y’
de y par f appartienne a Ob(F). Puisque m est un morphisme de morphis-
mes de catégories scindées, I'application fi+— m(y’) définit une section
au dessus de R du faisceau Homg(a(y), b(y)) qui correspond donc & un
élément v de Homg(a(y), b(y)). Puisque I'on doit avoir nxu=m, on doit
avoir n(y’)=m(y’) pour tout feOb(R) et I’on a donc nécessairement
n(y)=v. D’ou I'unicité de n. Il reste & prouver qu’en procédant ainsi on
définit un morphisme de foncteurs n: a— b car il est clair qu’il vérifiera
n*u=m. Soit donc i: x — y une S-fléche de G, Seob(E). On doit vérifier

que m(y) a(i)=b(i) n(x).

C’est une relation entre sections de Homg(a(x), b(y)) que l'on vérifie
apres localisation; on peut donc supposer que i: x — y provient d’une
fleche de F, d’ou la conclusion.

Proposition 1.4.3. Sous les hypothéses de (1.4.1), si E est un U-site,
pour que u soit bicouvrant (resp. couvrant) il faut et il suffit qu’il en soit
ainsi du E-morphisme de catégories scindées u*: F*— G* déduit de u
par extension canonique a E.

1.4.3.1. Bien entendu on munit E de la topologie induite par celle de
E (03.5). Puisque F* x ¢E est E-équivalente a F, il est clair que la condi-
tion est suffisante.

1.4.3.2. La réciproque résulte du fait que tout objet P de E est couvert,
pour la topologie canonique donc pour la topologie induite, par une
famille {P,— P} ou les P, sont représentables.

Proposition 1.4.4. Soient E un U-site élément de V et u: F — G un
E-foncteur cartésien. Supposons que G soit un champ et que u soit
couvrant. Si F vérifie la condition (U— P) (resp. (U—p)) de (1.3.4) il en
est de méme de G.
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1.4.4.1. La condition (U—P) signifie aussi que les préfaisceaux
Homg(x, y) sont isomorphes a des U-préfaisceaux. Si F vérifie (U— P),
puisque le faisceau associé¢ a un U-préfaisceau est un U-faisceau, on voit
immédiatement que G vérifie (U — P).

1.4.4.2. Si F vérifie (U — p) on sait déja que G vérifie (U — P). Par suite,
la sous-catégorie pleine de G dont les objets sont ceux de I'image essentielle
de u vérifie (U —p). Il en est de méme de G comme on voit en raisonnant
comme dans la preuve de (1.3.5).

Les résultats précédents concernaient les E-foncteurs couvrants.
Quant aux foncteurs bicouvrants, nous les caractériserons dans (2.1.4),
ci-dessous. Mais pour cela nous utiliserons les résultats que voici.

Proposition 1.4.5. Soient E un site élément de V et u: F— G un E-fonc-
teur cartésien. Si F est un préchamp les conditions suivantes sont
équivalentes

(1) u est bicouvrant

(ii) u est pleinement fidéle et vérifie (1.4.1 (ii)).

Si, de plus, F est un champ, ces conditions équivalent a
(iii) u est une équivalence.

1.4.5.1. On notera que chacune des conditions envisagées est indépen-
dante de V. Puisqu’il existe un univers W tel que Ve W, on peut supposer
que E est un U-site élément de V. D’apreés (1.4.3) on peut alors remplacer
E par E ce qui permet de supposer que la topologie est définie par une
prétopologie. On conclut alors par [D 10.3].

Proposition 1.4.6. Soient E un U-site élément de V et u: F— G un
morphisme de E-préchamps qui soit bicouvrant, (donc pleinement fidéle
(1.4.5)). Pour tout PeOb(E) et tout xeOb(G*(P)) il existe un mono-
morphisme i: R — P de E, couvrant pour la topologie insuite (0 3.5) et
un yeOb(F*(R)) tels que u*(R)(y) soit isomorphe a G*(i)(x) dans
G*(R).

Drapres (1.4.3) et (1.3.6) on sait que u*: F*— G™* vérifie les mémes
hypothéses que u: F — G. Il existe donc une famille couvrante (P, — P);;
telle que les images inverses de x par les morphismes P, — P appartiennent
a l'image essentielle de u*. Désignons par R — P I'image de la famille
(P— P). D’aprés (03.5.3), on sait que R — P est un monomorphisme
couvrant et que la famille {P.— R} est couvrante pour la topologie
canonique de E. Puisque F* et G* sont des champs pour la topologie
canonique de E, la conclusion en résulte par [D 10.3].
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§2. Champ associé a une catégorie fibrée

2.1. Théoréme d’existence

Définition 2.1.1. Soient E un site et F un E-champ. On appelle champ
associé a F un couple (F', f), ou F’ est un E-champ et f: F— F' un E-fonc-
teur cartésien tel que, pour tout E-champ X, le foncteur

Cartg(f, X): Cartg(F', X)— Cartg(F, X) 1)
soit une équivalence de catégories.

2.1.1.1. On notera que cette propriété caractérise «le» champ associé
a E-équivalence pres.

2.1.1.2. Si u: F— G est un E-foncteur cartésien et si (F',f) (resp.
(G', g)) est un champ associé¢ a F (resp. G), on appellera morphisme de
champs associé a u un couple (v, i) ou u': F'— G’ est un morphisme de
champs et i: ' f—=> gu un E-isomorphisme de E-foncteurs. Le couple
(w, i) est alors unique A isomorphisme unique prés. On s’autorise a
I'appeler le morphisme de champs associé a u.

2.1.2. Il nous sera commode de prouver l’existence d’'un champ
associé a ’aide d’une construction fonctorielle qui sera exposée au numéro
suivant.

Enongons dés a présent le résultat que nous avons en vue.

Théoréme d’existence 2.1.3. Soit E un site.
(i) Pour toute E-catégorie fibrée F il existe un champ associé a F.

(i) Soient F et F’ deux E-catégories fibrées et soit /- F— F’ un E-fonc-
teur cartésien. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) F’ est un champ et F est bicouvrant

(b) (F', f) est un champ associé¢ a F

(iii) Si E est un U-site, les conditions de (ii) équivalent a

(c) (F'*, f*) est un champ associé 3 F* pour le site obtenu en munis-
sant E de la topologie induite (0 3.5).

(iv) Si E est un U-site et si F est une E-catégorie fibrée vérifiant
(U—=P) ou (U—p), il en est de méme de tout champ associé a F.

2.1.3.1. Les assertions (i) et (ii) seront prouvées dans (2.2.5). On en
déduit immédiatement (iii), car les conditions de (a) sont stables par
passage 4 E (1.3.1) et (1.4.3) et il suffit d’appliquer (ii) & E. Par ailleurs,
(iv) résulte de (ii) et de (1.4.4).
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2.1.3.2. Sous les conditions de (ii), si F est un préchamp le morphisme
f: F— F' est pleinement fidéle d’apres (1.4.5).

2.1.3.3. Bien que la construction du champ associé fasse intervenir
un univers, la condition (ii) se formule sans utiliser d’univers.

Corollaire 2.1.4. Soit E un site élément de V et soit u: F— G un
E-foncteur cartésien, (F, GeFib(E)).

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) u est bicouvrant;

(b) le morphisme de champs associé a u (2.1.1.2) est une équivalence;

(c) pour tout E-champ X le foncteur

Carty(u, X): Cartg(G, X)— Cartg(F, X)

est une équivalence de catégories;
(d) pour tout E-champ X le E-morphisme de catégories scindées

CART(y, X): CART(G, X)— CART(F, X)

est une E-équivalence.

(ii) Sous les conditions de (i), pour tout E-préchamp X, le morphisme
de catégories scindées CART (u, X) est pleinement fidéle.

L’équivalence des conditions (a), (b) et (c) résulte immédiatement du
théoréme. Montrons qu’elles entrainent (d). Si u est bicouvrant, il en est
de méme, pour tout PeOb(E), du foncteur u p: Fp— G p. Donc, par (c),
le foncteur

Carty (up, X,p)=CART(u, X)(P) (I 3.3.3)

est une équivalence, ce qui prouve (d). Inversement, (d) entraine (c) d’aprés
(I3.3.5(iii)), ou, plus simplement, par passage aux fibres en 1’objet final
de E s’il en existe un. Enfin (ii) résulte de (i), car si f: X — X' est un
champ associé¢ a X, le foncteur f est pleinement fidele d’aprés (2.1.3.2).

Corollaire 2.1.5. Soient E un site, F et G deux E-catégories fibrées. Si
G est un champ (resp. préchamp) il en est de méme de CART(F G). Si,
de plus, E est un U-site et si E, F et G appartiennent a V, la E-catégorie
scindée CART™(F, G) est un champ sur E pour la topologie induite
(03.5).

2.15.1. Pour démontrer la premiére assertion, quitte a changer
d’univers, on peut supposer que E est un U-siteet que E, F et G appartien-
nent a V. D’aprés (I13.3.5), CART*(F, G) est alors E-équivalente 2
I’extension canonique CART(F, G)* de CART(F,G)a E; d’aprés (1.3.1),
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la seconde assertion est donc équivalente a la premiére. Pour prouver
celle-ci, nous devons montrer que, pour tout SeOb(E) et tout raffinement
Rcn(S) de S, le foncteur

CART™(F, G)(n(S)) > CART*(F, G)(R)

est pleinement fidéle (resp. une équivalence), cf. (I13.3.5(2)). D’aprés
(I3.3.1.3(2)), ceci signifie que le foncteur

Cart,(F, s, G) — Cartg(F g, G)

est pleinement fidéle (resp. une équivalence). Ceci résulte du corollaire
précédent, car le morphisme F, — F, s, est bicouvrant.

2.2. Champ scindé associé a une catégorie fibrée

2.2.1. (Faisceaux de catégories.) On dira qu'une E-catégorie scindée
est un faisceau de catégories s’il en est ainsi du préfaisceau de catégories
(sur E) défini par les foncteurs image inverse (I 1.9.3). Si F est un faisceau
de catégories, ce West pas nécessairement un champ (car les !E ne sont
pas les Lim), mais c’est un préchamp. Pour le voir il faut prouver que les
préfaisceaux Homg(x, y) sont des faisceaux. Remarquons qu’un xeOb(Fy),
SeOb(E), s’interpréte comme une section sur S du préfaisceau des objets
de F (11.9.4). En explicitant la définition, on voit que Homg(x, y) est
construit par des produits fibrés évidents a partir des préfaisceaux
d’objets et de fléches de F, des morphismes source et but entre ceux-ci
et des sections définies par x et y. D’ou ce point.

Lemme 2.2.2. Soient E un site élément de V et FeScin(E). 1l existe
une E-catégorie scindée K(F) et un morphisme de catégories scindées

k(F): F — K(F) (1)
tels que
(i) K(F) est un faisceau de catégories,
(ii) k(F) est bicouvrant,
(iii) pour toute E-catégorie scindée X qui est un faisceau le foncteur

Scing(k(F), X): Scing(K(F), X)— Scin(F, X) )

est un isomorphisme de catégories,

(iv) si, de plus, F est un préchamp tel que, pour tout PeOb(Ev),
I'inclusion
lim (Fp/E p) = Lim(F,/E,p), ([ 1.1.5(4)), 3)

soit une équivalence, K(F) est un champ.
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2.2.2.1. Par les généralités de [SGA 4 11] sur les préfaisceaux d’en-
sembles munis de structures algébriques, on est assuré de I'existence du
faisceau associé a un préfaisceau de catégories. Traduit en termes de
catégories scindées, ceci prouve I’existence d’un morphisme de catégories
scindées k(F): F — K(F) qui vérifie (i) et tel que (2) soit bijectif sur les
objets. En utilisant (2.2.1) on voit que k(F) est bicouvrant, ce qui prouve
(ii), puis (iii) par (1.4.2 (ii)).

2.2.2.2. On notera que de (iii) il résulte qu’il existe un 2-adjoint a
gauche (K, k) du 2-foncteur d’inclusion de la 2-catégorie «des catégories
scindées qui sont des faisceaux de catégories» dans la 2-catégorie
Fein(E), (122 et 1.9).

2.2.2.3. Pour prouver (iv), notons d’abord que K(F) est un faisceau,
donc un préchamp. Soit W un univers tel que Ve W. Par (1.1.1) il reste a
prouver que, pour tout monomorphisme couvrant f: P—Q de Ev le
foncteur restriction

K(F)*(f): K(F)™(Q)— K(F)* (P) )

est essentiellement surjectif, sachant déja qu’il est pleinement fidéle. Soit
x€Ob(K(F)* (P)). Puisque F est un préchamp et que k(F) est bicouvrant,
on a la propriété de (1.4.6) qui assure qu’il existe un monomorphisme
couvrant i: R — P et un x'eOb(F*(R)) tels que la restriction KF* (i)(x)
de x a R soit isomorphe a I'image de x' par le foncteur

k(F)*(R): F*(R)— KF*(R). )

Par définition, x” est un objet de Lim (F ,/E ) et, puisque I'inclusion (3)
est une équivalence, on peut supposer que x’ est un objet de la «vraie»
limite projective lirg(ER/E/R). Donc kF*(R)(x') est un objet de
lim (KFx/E g). Puisque KF est un faisceau, x est donc isomorphe a un
am

objet de }i_n_l(KF/P/E/P) et, utilisant 4 nouveau le fait que KF est un
faisceau, on en déduit que x appartient a I'image essentielle de
!iﬂ (KEy/E,qp), donc, a celle de KF ™ (Q), d’ou la conclusion.

Définition 2.2.3. Soit E un U-site appartenant a V et soit FeFib(E).
On pose AF=KSKL(F), (I 2.4.3) (12.4.5) (2.2.2). On note

aF: F— AF (1)

le E-foncteur cartésien composé des foncteurs

FAE LF X0, KLF ™8, SKLF XS0 , KSKLF )
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ou LF est défini par (I 2.4.3), k(*) par (2.2.2) et ou m(F) est caractérisé par
la relation
V(KLF)- m(F)=idy.p, (cf. 124.5). 3)

On dira que (AF, aF) est le champ scindé associé a F.

2.2.3.1. Les formules explicites donnant S, L et K montrent que A
et a ne dépendent pas de V, a isomorphisme canonique pres.

2.2.3.2. Par construction AF est un faisceau de catégories. De plus,
on sait que LF et v(KLF) sont des équivalences (loc. cit.), donc aussi mF.
Donc, par (2.2.2 (ii)), a F est bicouvrant, comme composé de morphismes
bicouvrants.

Théoréme 2.2.4. Soit E un site élément de V.
(i) Le composé A =KSKL est un 2-foncteur

A: Fib(E)—> Clampoc(E), (1.22.1), (1)
(ii) L’application F — aF est un morphisme de 2-foncteurs
a: idg,p—0-A, 2

ou O: Gfampac(E)— Fi4(E) est le foncteur oubli du scindage, (I 1.9)
(1.2.2.1).

(iii) Pour toute FeFib(E), le champ scindé associé a F est un champ
associé a F.

2.2.4.1. Pour prouver que AF est un champ il suffit de voir que
SKLF satisfait 'hypothése de (2.2.2 (iv)). Or KLF est un faisceau, donc
un préchamp. Donc aussi SKLF qui lui est équivalente. L’autre hypo-
thése de (2.2.2 (iv)) est vérifiée d’aprés (I 3.2.3 (3)). Donc AF est un objet
de €4ampoc(E). Que A soit un 2-foncteur résulte du fait qu’il en est
ainsi de K, S et L, ce qui prouve (i).

2.2.4.2. D’aprés les références données dans (2.2.3), on prouvera (ii)
en montrant que F > mF est un morphisme de 2-foncteurs, ce qui,
résulte immédiatement de la propriété universelle de S(*) (I 2.4.5).

2.24.3. Prouvons (iii). Pour tout E-préchamp X, le foncteur
Cartg(aF, X) est pleinement fidéle car a F est bicouvrant, donc couvrant
(2.2.3.2) (1.4.2). Il reste a prouver que, pour tout E-champ X, le foncteur
Cartg(aF, X) est essenticllement surjectif. Comme on a vu, AF ne
dépend pas de l'univers V, du moins a isomorphisme pres. Quitte a
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changer d’univers, on peut donc supposer que X appartient a V, ce qui
permet de former A X. Ceci dit, pour tout E-foncteur cartésien x: F — X,
il existe un carré commutatif

F 2L, AF

1

X?AX

dans lequel a X est bicouvrant. Par (1.4.5), on sait donc que a X est une
équivalence, car X est un champ, d’ou la conclusion.

2.2.5. Preuve du théoréme d’existence (2.1.3)

On choisit des univers U et V tels que E soit un U-site et tels que E et F
appartiennent a V. L’assertion (i) résulte alors de (2.2.4 (iii)). Si 'une des
conditions (a) ou (b) de (ii) est vérifiée, F’ est un champ et, d’apres (2.2.4(iii)),
on a un triangle commutatif a isomorphisme prés

F-2f, AF

Nl

F'.

Si (F', f) est un champ associé a F, le foncteur u est une équivalence par
unicité du champ associé, donc f est bicouvrant car a F I’est. Inversement,
si f est bicouvrant il en est évidlemment de méme de u. Puisque AF et F’
sont des champs, u est donc une équivalence d’aprés (1.4.5). Donc
(a) < (b), ce qui prouve (ii). Joint a (2.1.3.1), ceci prouve le théoréme
d’existence (2.1.3).

Corollaire 2.2.6. Soient E un site et F un E-préchamp.SicF: F — SF
est un foncteur quasi-inverse de 1’équivalence VF: SF— F (124.5), le

composé
P F-F, SF_*SP , KSF (1)

est un champ associé a F.

2.2.6.1. Si F est un préchamp scind¢, on a une maniére canonique de
choisir ¢ F en imposant que ce soit un morphisme de catégories scindées
et que I'on ait vF - cF=idp (I 2.4.5). On a donc dans ce cas un champ
associé a F canonique et plus simple que AF.

2.2.6.2. Daprés (2.2.2(iv)) et (2.2.4.1), il est clair que KSF est un
champ. Par ailleurs, le foncteur (1) est bicouvrant d’aprés (2.2.2 (ii)), d’ou
la conclusion.
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Corollaire 2.2.7. Le foncteur sous-jacent au 2-foncteur A commute
a E-équivalence prés aux produits finis et transforme un E-foncteur
cartésien i-fidéle (0<i<2)(I 1.5.1.1) en un E-foncteur cartésien (morphis-
me de champs) i-fidéle.

2.2.7.1. On prouve d’abord la seconde assertion. Pour i=2, elle est
¢évidente car A est un 2-foncteur (prendre un quasi-inverse de m). Pour
i=0 (resp. 1) il faut démontrer que, pour tout SeOb(E) et tout couple
(x, y) d’objets de la fibre (A F)s le morphisme de faisceaux sur E g induit
par A(m): A(F)— A(G)

Homyg(x, y) » Homg(A (m)(x), A (m)(y))

est un monomorphisme (resp. isomorphisme). La question étant locale
et le foncteur a(F): F — AF bicouvrant (1.4.1 (ii)), on peut supposer que
x et y appartiennent 4 'image de a(F), d’ou la conclusion (utiliser (1.4.1(i))
et le fait que F+— a(F) est un morphisme de foncteurs).

2.2.7.2. La premiére assertion signifie que si F=[]F; est un produit
fini dans la catégorie Fib(E) (I 1.8.2) le E-foncteur naturel

AF—>[TAF, (1)

est une E-équivalence. La limite projective de (1) est prise dans Champ (E),
c’est donc une limite projective dans Fib(E) (1.2.4). Par (2.1.3 (i), il
suffit de prouver que le E-foncteur naturel F — [[ AF, est bicouvrant.
Cela est immeédiat en notant que ses «composantes», a savoir les a(F):
F,— A(F), sont bicouvrantes et en utilisant le fait que I'ensemble d’indices
est fini.

§3. Images directe et inverse de champs

3.1. Image directe

Proposition 3.1.1. Soient E et E’ deux siteset f~!: E— E’ un foncteur
sous-jacent a un morphisme de sites

fi EE—E, (03.3). (1)
Pour tout E’-champ (resp. E’-préchamp) F’ le produit fibré F=F'x p.E
est un E-champ (resp. E-préchamp).

3.1.2. Si les produits fibrés finis existent dans E et si le foncteur f~!
les respecte, I’assertion est évidente. En effet, on peut alors travailler
avec des données de descente et il suffit de vérifier que, pour toute famille
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couvrante (S; — S) de E le foncteur 4 de (1.1.1.2 (4)) est une équivalence
(resp. pleinement fidele). Or il est immédiat qu’il s’identifie au foncteur
analogue relatif a (F'/E’) et 4 la famille image de (S; — S) par f !, laquelle
est couvrante.

3.1.3. Ce qui précéde montre que, si E est un U-site, la proposition
est démontrée pour les morphismes de sites définis par les foncteurs

E,—>E, et E,—>E, (03.6) (1)
ou 'on munit E de la topologie induite (0 3.5). Pour le morphisme de
i éfini o

sites défini par i E—E, (036) 2

la proposition résulte de (1.3.1) et (1.3.2). Par transitivité du changement
de base, elle est donc prouvée pour le morphisme de sites défini par

e: EE, (036). 3)

3.1.4. Pour lecas général, on choisit un univers V tel que E et E’ appar-
tiennent a V. D’aprés (0 3.3.2(5)), on a alors un diagramme commutatif

E—>E,

A ]
E =S E,.
D’aprés (1.3.3), il existe alors un champ F’'* sur E;, tel que F'* x z.E’ soit

équivalent & F'. D’ou la conclusion par transitivit¢ du changement de
base, car f* satisfait aux conditions de (3.1.2).

Définition 3.1.5. Soit f: E'— E un morphisme de sites et soitu: E — E’
le foncteur sous-jacent. Pour tout E’-champ F’ on appelle image directe
de F' par f et on note f*(F) le E-champ F’ x ;. E déduit de F’ par le
changement de base E—— E'.

3.15.1. Si E et E’ sont éléments d’un univers V, d’aprés (I 2.3.1),
I'image directe est un 2-foncteur

1 Ghamp(E)y— Champ(E), FwoF x ,E, (1)
qui est induit par le 2-foncteur uf’®: F4(E') — F.4(E).

3.1.5.2. Par transitivit¢ du changement de base, on a transitivité a
isomorphisme canonique prés de 'image directe, étant entendu que si
E «L— E' <5 E” sont des morphismes de sites dont les foncteurs sous-
jacents sont E —*— E'—2 E” le composé f'g est défini par le foncteur v u.
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3.1.5.3. Pour tout SeOb(E) et tout E’-champ F' on a un isomorphisme
canonique entre les catégories fibres

(fSMF)s—>F, ou S'=u(S), (1)

qui est induit par la premiere projection du produit fibré. Soient alors
(x’,y') deux objets de Fg. et soient (x, y) les objets leur correspondant
par (1). D’aprés (12.6.5.1), on a un isomorphisme canonique de faisceaux
sur S , . .,
fS'(Homs(X7 Y));*Homsr(X,Y), (2)
ou fs. désigne I'image de faisceaux d’ensembles relative au morphisme
de sites Ejg — E 5.

3.1.5.4. Bien entendu, si F’ vérifie (U— P) ou (U—p) il en est de méme
de fM(F)).

3.1.5.5.0n notera que I'on a f*(E')~ E et que, pour tout E’-champ F’,

le foncteur . _ ‘
Lim(F//E) — Lim(F/E), F=f"(E) (1)

induit par le changement de base E — E’, c’est a dire par la 2-fonctorialité
de I'image directe, est une équivalence de catégories. Si E admet un objet
final e et si son image par le foncteur E — E’ est un objet final de E’
(ce qui est le cas le plus fréquent) notre assertion est triviale. Le cas
général s’y rameéne par le raisonnement de (3.1.3). Le détail est laissé au
lecteur.

3.2. Image inverse de champs

Définition 3.2.1. Soit f: E'— E un morphisme de sites et soit F un
E-champ. On appelle image inverse de F par f un couple (F’, ), ou F’

est un E'-champ et _
@: F->fMF), fMF)=F xE, (1)

un morphisme de E-champs, tel que, pour tout E’-champ G’ le foncteur
composé ci-dessous soit une équivalence de catégories
Carty, (F, G')—2> Cartg(f;"(F'), £;"(G") 2> Cartg(F, ;"(G)), (2)

ou D est induit par le 2-foncteur image directe /" et @ par la composition
avec @, c’est a dire

@ = Cartg(o, f(G). (3)

3.2.1.1. L’image inverse est ainsi définie & équivalence prés et le
lecteur fera aisément un exemple montrant quon ne peut espérer
Iexistence si 'on impose que (2) soit un isomorphisme.
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3.2.1.2. Soient F et G deux E-champs et soit (F’, @) (resp. (G', 7)) une
image inverse de F (resp. G) par f: E'— E. On appellera image inverse
d’un morphisme de E-champs u: F— G un couple (v, i), ou u': F'— G’
est un morphisme de E’-champs et

it frW) o —>7 u 4)
est un isomorphisme de morphisme de E-champs. Bien entendu le couple
(', i) est unique a isomorphisme unique pres. De plus, si I'on impose

seulement I'existence d’un isomorphisme i comme plus haut, on carac-
térise u’ & isomorphisme non unique pres.

3.2.1.3. Sous les hypothéses de (3.2.1.2), on peut définir un foncteur
I: Cartg(F, G)— Cartg.(F',G) %)

qui explicite l'image inverse d’'un morphisme de morphismes de champs.
En effet, considérons le diagramme de catégories

Cart,.(F, G') —2— Carty(fe*(F).f$M(G)

g o ©)

Cart,(F, G)—— Carty(F. fS*(G))

ou D est le foncteur induit par le 2-foncteur image directe et ou
@ =Cartg(p, f(G"), I =Cartg(F,y). Par définition de I'image inverse,
le composé ®D est une équivalence de catégories et, par suite, il existe
un couple (1, i), unique a isomorphisme unique pres, ou I est comme dans
(5) et i un isomorphisme de foncteurs

i: DI —T.

Bien entendu, pour tout ueCart.(F,G), le couple (I(u),i(u)) est une
image inverse de u par f'au sens défini plus haut. Enfin, si’'on abandonne i,
le foncteur I n’est plus défini qu’a isomorphisme non canonique pres.

3.2.1.4. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter comment, a
isomorphisme canonique pres, la formation du couple (I, i) est compa-
tible avec les accouplements de composition.

3.2.1.5. Draprés (3.1.5.5.), il est immédiat que le couple (E',idy) est
une image inverse du E-champ E par f: E'— E. Pour tout E-champ F
et toute image inverse (F', ¢) de F par f, on a donc un foncteur

Ag: Lim (F/E)— Lim (F//E) ™
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et un isomorphisme de foncteurs
Ap: D-AF—~—><]1i__n3((p/E), )
: A . 8 nli
Lim (F/E)—*"— Lim (F//E')

Lim(¢/E) ir )

Lim (f;"(F)/E)
ou D est le foncteur de (3.1.5.5) et (]__,IE (¢/E) est induit par la composition
avec ¢: F— f;"(F ). Le couple (A, i) est unique a isomorphisme
unique pres.

3.2.1.6. Notons enfin que, si e est un objet final de E dont I'image ¢’
par le foncteur E — E’ sous-jacent a f: E'— E est un objet finalde E’, on a
un foncteur

F, =25 (f{MF), > E, (10)
ou ¢, est le foncteur induit par ¢ sur les catégories fibres en e et 1 l'iso-
morphisme canonique induit par la premiére projection F' x . E— F'. Le
carré ci-dessous est alors commutatif, a isomorphisme canonique preés,

. AF . 33wl

Lim (F/E)—~— Lim (F'/E’)

T

~ ’
F—= L F
e e

ou v, et v,. sont les foncteurs «valeurs en I'objet final» et sont des équi-
valences (cf. [D 5.7]).

3.2.1.7. Soit F’ un champ sur E’ et soit
RIE), @ fRF) S IR E), (11)

une image inverse de f"(F'). Par la «propriété universelle» de I'image
inverse il existe un morphisme de E’-champ

@ fR S F) > F (12)
et un E-isomorphisme de morphismes de E-champs
i @) @ ——id seniy (13)

le couple (¢, i) étant unique a isomorphisme unique pres.
Explicitons la définition de 'image inverse d’une mani€re plus simple
et parfois utile.
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Proposition 3.2.2. Sous les hypothéses de (3.2.1), soit u: E—>E’ le
foncteur sous-jacent a f: E'— E et soit ¢/,

F-2>F

. g

E—u—>E’

un u-foncteur cartésien (I 1.1.1), ou F est un E-champ et F' un E’-champ.
Soit enfin ¢: F — f"(F’) le E-morphisme de champs défini par ¢’ grice
a la propriété universelle du produit fibré (I 1.6.1). Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) (F', ) est une image inverse de F par f

(i1) Pour tout E’-champ G’ le foncteur

Cartg.(F,G)— Cart,(F,G), ywy¢, @
défini par la composition avec ¢, est une équivalence de catégories.

Ceci résulte immédiatement de (I1.6.1) et de la définition de f:"
(I2.3.1).

Remarque 3.2.3. Par ce lemme on peut énoncer de mani€re simple
la transitivité de Pimage inverse. En effet, soient E «/— E' <2 —E” des
morphismes de sites définis par des foncteurs E —*- E'—*— E". Soient
F,F', F" des champs sur E, E’ et E”, et soit F-*SF-5F" on @' est
un u-foncteur cartésien et 7’ un v-foncteur cartésien. Supposons que ¢’
vérifie la condition du lemme, autrement dit «fasse de F’ une image
inverse de F par f». Pour que y" ¢’ fasse de F'' une image inverse de F
par fg il faut et il suffit que y" fasse de F'' une image inverse de F' par g.
Evidemment!

3.2.4.1. Sous les hypothéses de (3.2.1), soit F un E-champ. Désignons

ar
P A 0F)= Ay (P) M
le champ scindé associé a ug,, (F), (2.2.3) et (I 2.5.1). Soit encore

@(F): F—f f&(F) (2

le morphisme de E-champs obtenu en composant

F 200y, u® (F) =@ u, Au*(F), (3)
ou g,(F) est le morphisme de (I2.5.1 (3)) et ou

a=a(u’(F)), a: u'(F)——»A(u'(F)), 4)
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est le morphisme structural du champ associé (2.2.3). [On n’a pas mis les
indices ¢, par souci d’esthétique.]

3.2.4.2. D’aprés le calcul de u® et A (12.4.2.1) et (2.2.3.1), on voit que,
a isomorphisme canonique preés, f¥(F) ne dépend pas de I'univers choisi.

3.2.4.3. Supposons que les limites projectives finies existent dans E et
que le foncteur u sous-jacent a f les respecte. Le foncteur image inverse
de préfaisceaux d’ensembles respecte alors les limites projectives finies
et transforme donc un préfaisceau de catégories F sur E en un pré-
faisceau de catégories sur E’' que nous noterons ug, (F), (12.3.2.1). De
plus, nous avons déja remarqué que ugy, (F)=ul,;,(LF), ou LF est la
catégorie scindée libre associée a F (12.5.2.2,2.4.3). En conclusion, pour
calculer f*(F), ’on peut remplacer F par le champ scindé libre LF, (qui
est équivalent a F), prendre I'image inverse comme préfaisceau de
catégories de LF puis prendre le champ associé, ce que dit également la

formule

Proposition 3.2.5. Soit f: E'— E un morphisme de sites dont le
foncteur sous-jacent est noté u: E — E’.(On suppose E et E’ ¢lémentsde V.)

(i) La formule (3.2.4.1 (1)) définit un 2-foncteur
- Gliamp(E)— Champ(E') (1)
et la formule (3.2.4.1 (2)) un morphisme de 2-foncteurs

¢ idgﬁam/g(E) _’f:hfcf, 2

(ii) Pour tout E-champ F le couple (fX(F), ¢(F)) est une image
inverse de F par f.

(iii) Si f est un morphisme de U-sites et si F vérifie (U— P) (resp.
(U—p)) (1.3.3) il en est de méme de f}(F).

L’assertion (i) résulte immédiatement de (I 2.5.1) et de (2.2.4). Pour
(ii) il faut encore (I 2.5.2). Quant a (iii) elle est évidente si E et E’ sont des
sites éléments de U. Par transitivité de I'image inverse, elle résultera de
(3.3.1) ci-dessous qui permet de remplacer f par le morphisme de topos
associé puis celui-ci par un morphisme de sites ¢éléments de U.

Corollaire 3.2.6. Soient E _4"—“_, E’ un couple de foncteurs tels que v soit

adjoint a gauche de u, ce dernier définissant un morphisme de sites
f+ E'—> E. Pour tout E-champ on a une E’-équivalence de champs

A(F)—> f&(F), F'=FxgE'=v,(F). 1)
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En effet, ceci résulte immédiatement de (I2.5.6(5)) qui fournit une
équivalence F' — u®(F) et de la formule f.% (F)= A (u®(F)) quidéfinit f}(F).

Exemple 3.2.7. Soient E un site et S un objet de E. On a un comorphis-
me de site [SGA 4111 3.3.1]
Es—E, (X/S)~X, (1)

ou E ¢ est munie de la topologie induite. Si les produits finis existent
dans E, on a un foncteur adjoint a droite du précédent

E—Eg Xw(XxS/S), @)
qui est sous-jacent & un morphisme de sites
s: Es—E. ©)

Pour tout E-champ F, on a s*(F)=F x g(E¢) et, pour tout (E 5)-champ G,
on a s,(F)=Gx 4 yE, ou le premier produit fibré est pris grace au
foncteur (2) et le second grace au foncteur (1).

Proposition 3.2.8. Soient f: E'— E un morphisme de sites, F un
E-champ et (F’, @) une image inverse de F par f. Soient encore SeOb(E)
et S’=u(S),ou u: E — E’ est le foncteur sous-jacent a f. Pour tout couple
(x,y) d’objets de Fg, on a un isomorphisme canonique de faisceaux

sur Eis 1#(Homg(x, ) —=> Homg (x, ), (1)
ou (x', y') est 'image du couple (x, y) par le foncteur composé
F—F =, Fy, S'=u(S), @)
ou ¥ est induit sur les catégories fibres par le E-morphisme structural
¢: F>F', F'=FxgE=fMF), 3)
et I'isomorphisme 6 par la premiére projection de F".

3.2.8.1. Dans (1), le symbole fg* désigne I'image inverse de faisceaux
d’ensembles par le morphisme de sites Ejg, — E,s. Par la propriété
universelle de I'image inverse, pour définir un morphisme (1) il suffit de
construire un morphisme de faisceaux sur S

Homg(x, y) — fs«(Homg.(x', y)), )

ou fg, désigne I'image directe relative au morphisme de sites f5: Ejs— E g
déduit de f. D’apres (3.1.5.3), si (x", y”') désigne le couple correspondant a
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(x', y') par I'isomorphisme Fg' —=— Fg, défini par la premiére projection de
F’"=F'x E, le but du morphisme (4) s’identifie 8 Homg(x", y”), moyen-
nant quoi, on prend pour (4)le morphisme Homg(x, y) - Homg(o(x), 0(»))
induit par ¢: F — F”, (12.6.3.2 (4)), ce qui est licite car, par définition de
(x,y), ona (x", y)=(p(x), o ().

3.2.8.2. Nous allons d’abord montrer que le morphisme (1) ainsi
construit est un isomorphisme lorsque les produits fibrés finis existent
dans E et que le foncteur u sous-jacent a f les respecte. On prend alors
pour (F', ) I'image inverse fournie par la formule (3.2.4.1 (1)), c’est a dire
F’'= A(u®(F)), et on considére le couple (x,, y,), image de (x, y) par le u-
morphisme g (F): F— u®*(F). D’apreés (12.6.5.3), on sait que Homg.(x,, ;)
est isomorphe a ug(Homg(x, y)) et, par (1.4.1) et (2.1.3 (ii)), on sait que
Homg. (x4, y) > Homg.(x', y') est bicouvrant, autrement dit que le
second est le faisceau associé au premier. Par le calcul de I'image inverse
d’un faisceau d’ensembles par le morphisme fs: E'g. — E ¢, on en déduit
la proposition dans ce cas.

3.2.8.3. Si 'on ne suppose pas l'existence de produits fibrés finis
dans E, on ne peut appliquer (I 2.6.5.3). Cependant, par le méme raisonne-
ment que dans (3.1.3), on est ramené a prouver la proposition pour le
morphisme de sites défini par le foncteur E —2— E. Dans ce cas, comme
on verra au numéro suivant, le foncteur ¢: F — f* f¥(F) est une E-
équivalence et le morphisme (4) est alors un isomorphisme, ce qui donne
la conclusion par [SGA 41114.4 et 4.5].

3.2.8.4. Par passage aux sections 'isomorphisme (1) redonne I’action
de ¢ sur les fléches des fibres du E-champ F. De plus (1) est compatible
avec les accouplements de composition et la fonctorialité en F de
Homg(x, y).

Corollaire 3.2.9. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites éléments de V.

(i) Sim: F — G est un morphisme de E-champs, m’: F'— G’ une image
inverse de m par f et si m est i-fidéle (i=0, 1 ou 2 (I 1.5.1.1)) il en est de
méme de m'.

(ii) Le foncteur Champ(E)— Champ (E’) sous-jacent au 2-foncteur
image inverse fX (3.2.5(1)) commute a équivalence prés aux produits
finis.

3.2.9.1. Nous supposerons pour simplifier que les limites projectives
finies existent dans E et que le foncteur u: E — E’ sous-jacent au mor-
phisme de site f les respecte. Le cas général s’en déduit «par passage au
topos», i.e. en utilisant (3.3.1) et (3.3.3) ci-dessous.
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3.29.2. L’assertion (i) est évidemment indépendante du choix des
images inverses, on peut donc supposer que m’ = f% (m)= A (ug;, (m)). D’ou
(i) par (I 2.5.2.1 (ii)) et (2.2.7).

3.2.9.3. L’assertion (ii) signifie que si F=[]F; est un produit fini de
E-champs, le morphisme de E’-champs naturel

JAE) =TT F)) 1)

est une E’-équivalence. Le foncteur d’inclusion Champ(E)<=Fib(E)
commute aux produits (1.2.4.1). L’assertion (ii) résulte donc de la défini-
tion de f, (fk=A ufy), de (12.5.2.1 (1)) et de (2.2.7).

3.3. Champs sur un site et sur le topos associé

Théoréme 3.3.1. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites tel que le
foncteur image directe f, : E{,— E soit une équivalence de catégories.

(i) Pour tout couple (F’, G’') de E’-champs le foncteur
Cartg. (F', G')— Cartg(f(F'), fMG)) (1)

induit par le 2-foncteur image directe f," est une équivalence de catégories.
(ii) Pour tout couple (F, G) de E-champs le foncteur

Carty(F, G)— Carty.(f4(F), (G)) @)

induit par le 2-foncteur image inverse f.} est une équivalence de catégories.

(iii) Si F est un E-champ, F’ un E'-champ et ¢: F — f*(F’) un mor-
phisme de E-champs, les deux conditions suivantes sont équivalentes

(@) (F', @) est une image inverse de F;

(b) @ est une E-équivalence.

(iv) Si F’' est un E’-champ, le morphisme ¢': f¥ fM(F)— F' de
(3.2.1.7) est une E’-équivalence.

(v) Pour qu’un E-champ F vérifie la condition (U — P) (resp. U—p))
il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de son image inverse. De plus, pour
qu'un E’-champ F’ vérifie la condition (U — P) (resp. (U—p)) il faut et il
suffit qu’il en soit ainsi de son image directe.

Lemme 3.3.2. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites. Pour que les
conditions (i) a (iv) de (3.3.1) soient vérifiées il suffit que la condition (i)
le soit, ainsi que

(iii bis) pour tout E-champ F il existe un E’-champ F’ et une E-
équivalence F X f, (F').
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3.3.2.1. En effet, (i) prouve que le E'-champ F’de (iii bis) est une image
inverse de F par f, d’ou (iii), par unicité de I'image inverse. Par ailleurs,
(ii) résulte de (i) et (iii) car dans le diagramme (3.2.1.3 (6)) qui définit
(3.3.1 (2)) tous les foncteurs sont des équivalences. Enfin, pour prouver (iv),
il suffit de prouver que, pour tout E’-champ X', le foncteur Cartz. (X', ¢’)
est une équivalence. D’apreés (i), il suffit pour cela de prouver que le
foncteur f, (¢’) est une E-équivalence. Or, par construction (3.2.1.7), ce
dernier est un quasi-inverse du morphisme «structural» ¢: f, (F')—
fy [* 1, (F'), celui-ci étant une équivalence d’aprés (iii).

3.3.2.2. On notera que, d’apreés (iii), (v) est conséquence de
(v bis) pour qu'un E'-champ F’ vérifie (U— P) (resp. (U—p)) il suffit
qu’il en soit ainsi de son image directe.

3.3.2.3. Notons maintenant que si f,g et h sont trois morphismes
de sites vérifiant fg=h et si deux d’entre eux vérifient les conditions
de (3.3.2), il en est de méme du troisiéme. Par ailleurs, si le foncteur
sous-jacent a f: E'— E est une équivalence, on a trivialement (iii bis)
et (v) et on a (i) d’apres (12.5.7 et 2.5.8). Considérant le diagramme

commutatif o
E—X>E

el

E' __E,_) E;

de (03.3.2.5), on en déduit qu’il suffit de prouver (3.3.1) dans le cas
particulier suivant.

Proposition 3.3.3. (Passage au topos.) Soient E un U-site et
tg: ESE (1)

le morphisme de U-sites dont le foncteur sous-jacent est e: E—E
(03.6(1)).

(i) € vérifie ’hypothéese de (3.3.1).

(ii) Soit F un E-champ. Posons F*=F* x ;E et soit f: F — F* x ;E
un E-quasi-inverse de (3.1.4 (1)). Le couple (F*, f) est une image inverse
de F par &.

3.3.3.1. L’assertion (i) est ici pour mémoire (0 3.6). Prouvons que &
vérifie les conditions (i)— (v) de (3.3.1), ce qui achévera de prouver (3.3.1),
donc aussi (3.3.3), car (3.3.3 (ii)) résulte de (3.3.1 (iii)). Le morphisme de
sites £ vérifie (v bis) d’apres (1.3.5) et (iii bis) d’aprés (1.3.3). Prouvons
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que ¢ vérifie (3.3.1 (i)). Si F et G sont deux E-champs, le foncteur
Cartz(F, G)— Cartg(a,(F), a,(G))

induit par le changement de base a: E — E (faisceau associé) est une
équivalence d’apres (I 2.5.7) ou’on remplace U par un univers convenable
V. De plus, a est sous-jacent a un morphisme de sites pour les topologies
canoniques, donc a, (F) et a,(G) sont des champs sur E pour la topologie
canonique. D’aprés (1.3.2(i)) et (I3.2.5(ii)) le foncteur induit par le
changement de base n: E— E

Cartg(a,(F), a,(G)) — Cartg(n, a,(F), n, a,(G))

est donc une équivalence. Par transitivit¢ du changement de base, ceci
prouve que ¢ vérifie (3.3.1 (i) car, par définition, e=an. Ce qui achéve de
prouver (3.3.1).

3.3.3.2. Par définition F* est la restriction a E de I'extension canonique
F* de F a E (1.3.3). C’est donc le E-champ scindé défini par

F*(P)=Carty(E,p, )~ Lim(F,/E,), PeOb(E), @
ou Fp=Fx4Ep), (132.1), 3)

et ou E p est la catégorie dont les objets sont les couples (S, s), SeOb(E),
seHomg(n(S), P)~ P(S).

3.3.3.3. Par ailleurs, lorsque la topologie canonique de E est plus fine
que celle dussite,on ag=in(02.5.2 (4)) et F* x zE est donc canoniquement
isomorphe a F* x ;E. Le foncteur f: F —=— F* x E s’explicite alors de
fagon plus commode comme un quasi-inverse de ’équivalence

F*x;E—=>F (132.3(2). )

Remarque 3.3.4. On résume (3.3.3) en disant que, par image directe et
inverse, la donnée d’'un champ sur E équivaut a la donnée d’un champ sur
le topos associé E. Notons également que le lemme de comparaison
[SGA 4111§3.4.4] (03.7) permet, en pratique, de vérifier les hypothéses
de (3.3.1).

Proposition 3.3.5. (Passage a E.) Soient E un U-site et
i: E>E 1)

le morphisme de sites [E est munie de la topologie induite par celle de E
(0 3.5)] dont le foncteur sous-jacent est

n: E-»E, 5(S)(T)=Hom(s, T). )
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(i) Le morphisme 7 vérifie les conditions (i) a (v) de (3.3.1).

(i) Pour tout E-champ F, le couple (F™, f), ou F* est I'extension
canoniquede Fa Eetou f: F — F* x zE est un quasi-inverse de (13.2.3(2))
est une image inverse de F par 7.

3.3.5.1. Si la topologie de E est discréte, la topologie induite sur E est
la topologie canonique. Montrons d’abord que, pour ces topologies, les
assertions de la proposition précédente, sauf (3.3.1 (v)), restent valables
en supposant seulement que E est une U-catégorie. Elles sont indépendan-
tes de l'univers U; remplagons U par un univers V tel que Ue V et E€V.
Le morphisme 7 vérifie les hypothéses du lemme de comparaison (0 3.7)
ou V remplace U, d’ou les assertions (i) a (1v) de (3.3.1). On déduit alors
(3.3.5(ii)) du fait que F* est un champ sur E pour la topologie canonique
(1.1.3 (i1)) et de (3.3.1 (iii)).

3.3.5.2. Montrons comment (3.3.5) résulte de ce qui précéde (on ne
peut pas appliquer (3.3.1) car E n’est pas, en général, un U-site) La
topologie induite de E étant plus fine que la topologle canonique, on a
(3.3.1 (i)). D’ott (3.3.5(ii)), car F* est un champ sur E pour la topologie
induite (1.3.2). Les 2-foncteurs image directe et inverse relatifs aux
topologies de I'’énoncé sont donc induits par les 2-foncteurs analogues
obtenus en munissant E et E de la topologie discréte et de la topologie
canonique. D’ou les conditions (ii), (iii) et (iv) de (3.3.1). Quant a (v) elle
résulte des précédentes et de (1.3.5).

3.35.3. En résumé, grace au changement de base n: E—E et au
2-foncteur F w F *, les E-catégories fibrées (resp. E-champs) correspondent
aux champs sur E pour la topologie canonique (resp. induite).

3.4. Le champ des faisceaux sur un site

Définition 3.4.1. Soient E un site et ¥~ une catégorie.

(i) On note )
Faisc(E; ¥) 1)

la catégorie des faisceaux sur E a valeurs dans 7" [SGA 411 5.1].
(i) On appelle catégorie scindée des faisceaux sur E d valeurs dans ¥~

et on note FAISCIN(E; ¥) @)

celle obtenue en associant a tout SeOb(E) la catégorie Faisc(E; V),
ou E ¢ est munie de la topologie induite (0 3.1.4), et a toute fleche f: T— S

le fonct
¢ loncteur Faisc(Es; ¥)— Faisc(E1; 7)) ©)

obtenu par composition avec le foncteur E ;: E; — E 5.
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3.4.1.1. Si E est un U-site et si ¥~ est la catégorie

U-ens, U-gr ou U-ab 4)
des ensembles, groupes ou groupes abéliens appartenant a U, on écrira
E, Fagr(E) ou Fab(E) (5)

au lieu de Faisc(E; ¥) et
FAISCIN(E), FAGRSC(E) ou FABSC(E) 6)

au lieu de FAISCIN(E; ¥").

3.4.1.2. On notera que la définition ne nécessite aucune hypothése
sur E ou 77; de méme pour le lemme que voici.

Lemme 3.4.2. Soient E un site et ¥~ une catégorie.
(i) Le foncteur
Faisc(E, ‘I/)—~>lim(FAISCIN(E; ¥)/E) 1)

est un isomorphisme et linclusion
l(i_rE(FAISCIN(E; “V)/E)—“»]:i_m(FAISCIN (E;¥V)/E) )

est une équivalence de catégories.

(i) Soit x: X — E une E-catégorie discréte munie de la topologie
induite (03.1.4). On a un isomorphisme canonique de X-catégories

scindées
FAISCIN (X; ¥ )= FAISCIN (E; V') x g X . 3)

3.4.2.1. Rappelons que l'inclusion (2) est définie par le scindage de
FAISCIN(E; ¥") et qu’elle est pleinement fidéle, (I 1.1.4 (4)). Montrons
seulement comment construire un foncteur quasi-inverse du composé
de (2) et de (1). Si F est une section cartésienne de FAISCIN(E, V), on
construira un préfaisceau F' sur E en posant, pour tout SeOb(E):

F'(S)=F(S) (idy),

ce qui est licite car (F(S) est un faisceau sur E ¢ et idg un objet de E 5. De
méme, pour une fléche f: T— S de E, on posera

F'(f)=F(8)(f) F(f)(dy),

ou f: (T/S)— idg est, dans E /s> 1€ morphisme final. On achéve alors la
preuve de (i) sans difficulté.

3.4.2.2. Puisque x: X — E est discret, pour tout SeOb(X), le foncteur
X,;5— X, s est un isomorphisme [D 6.1 a 6.3] ce qui prouve (ii) par
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(03.1.4). Ayant ainsi localisé au dessus d’un objet de E on procéde de
méme au dessus d’un objet de E.

Proposition 3.4.3. Soient E un site dont la catégorie sous-jacente est
une U-catégorie et soit ¥~ une catégorie. Soit encore

FAISCIN*(E; ¥) )

la E-catégorie scindée obtenue en associant a tout PeOb(E) la catégorie
Faisc(Ep; ¥") des faisceaux sur E;, munie de la topologie induite
(0 3.1.4) a valeurs dans ¥~

(1) On a un E-isomorphisme canonique de E-catégories scindées
FAISCIN*(E; V) x ;ExFAISCIN(E; ¥") )

induit par les isomorphismes E s~ E,, s, SEOb(E) (I 3.2.1 (4)).
(ii) On a une E-équivalence

FAISCIN™*(E; ¥ )—=> FAISCIN(E; ¥")*, (3)

ou la seconde catégorie est 'extension canonique a E de FAISCIN(E; ¥');
de plus, (3) est un morphisme de catégories scindées.

(iii) Pour tout PeOb(E) on a une équivalence
Faisc(Ep, V)%I(di_m(FAISCIN(E; V),p/E,p). 4)

Les isomorphismes E s~ E, s, sont fonctoriels en S (I 3.2.1(4)), ce qui
prouve (i). Pour définir (3), il suffit d’associer a tout faisceau F sur E p la
section cartésienne de FAISCIN(E; ¥7) sur E p définie par les restrictions
de FauxEg— Ep, (S, 5)€ Ob(E p). On obtient trivialement un morphisme
de E-catégories scindées et c’est une équivalence d’aprés le lemme
précédent. D’ou (ii), puis (iii) par passage aux fibres.

Proposition 3.4.4. Soit E un U-site et ¥~ une catégorie ou les limites
projectives indexées par une catégorie élément de U existent. La catégorie
scindée des faisceaux sur E a valeurs dans ¥~ est un champ.

D’aprés (3.4.3 (iii)), il suffit de prouver que, pour X eOb(E) et tout
raffinement R de X, le foncteur restriction

Faisc(E x, ") — Faisc(R, ") (1)

obtenu par composition avec l'inclusion R — E y est une équivalence.
Par (3..4.2 (i), on peut supposer que Ey=E. On obtient un foncteur
quasi-inverse de (1) en posant, pour tout faisceau F sur R

F/(S)=lim(F|R®), ~Se€Ob(E), RS=R x 4(Es). )



§3. Images directe et inverse de champs 97

En effet, la formule (2) a un sens bien que R® ne soit pas nécessairement
¢lément de U: prendre une U-famille de générateurs topologiques (S;)
de E et remplacer R® par la sous-catégorie pleine S’ de RS dont les objets
sont de la forme S;—S. On a 1}_n3(F|S’)=LiE(F|RS) car F est un faisceau
sur R et l(iE(F|S’) existe car S’ appartient a U. Pour voir que F’ est un
faisceau, on note que (F'|R) est isomorphe a F, donc est un faisceau sur R
pour la topologie induite par celle de E et que, d’apres (2), R est un
raffinement de E pour la topologie la plus fine sur E telle que F’ soit un
faisceau. Pour ces arguments, on a utilisé implicitement le fait que F est
un faisceau si, et seulement si, pour tout VeOb(¥"), le préfaisceau
d’ensembles S ~» Hom (¥, F(S)) est un faisceau. Les derniéres vérifications
sont triviales.

Corollaire 3.4.5. La E-catégorie scindée FAISCINT(E, ") est un
champ sur E pour la topologie induite (0 3.5).

En effet, elle est E-équivalente & I’extension canonique a E du champ
FAISCIN(E, ¥) en vertu de (3.4.3 (iii)) et 'on applique (1.3.1).

3.45.1. Lorsque ¥ =U-ens, on lomettra dans la notation. En
particulier, la E-catégorie scindée

FAISCIN™(E) 1)
définie par N

P (Ep), PeOb(E), )

ou E est munie de la topologie induite, est un champ sur E pour la
topologie induite. Lorsque E est munie de la topologie discréte, on
retrouve la catégorie scindée des préfaisceaux d’ensembles (I2.6.1).
Daprés (I 2.6.1.3), celle-ci est E-équivalente & FL(E), résultat que nous
allons généraliser.

Proposition 3.4.6. Soient E un U-site et X — P une fleche de E.
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes
(a)le préfaisceau sur E p représenté par X (a savoir S w»Hom, (n(S), X))
est un faisceau pour la topologie induite (0 3.1.4)
(b) le carré
X —a(X)

|

P—a(P)

est cartésien (ou a est le foncteur faisceau associé).
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(i) Ces conditions sont stables par changement de base. Elles sont
vérifiées si, pour tout SeOb(E) et tout morphisme 7(S) — P, la premiére
projection n(S) x pX — n(S) les vérifie.

(iii) Si la topologie canonique de E est plus fine que celle du site, ces
conditions équivalent a

(c) pour tout faisceau F sur E et tout morphisme F — P, le produit
fibré F x pX est un faisceau.

3.4.6.1. Désignons par F la sous-catégorie pleine de FL(E) dont les
objets sont les fléches X — P vérifiant la condition (a). D’apreés (I 2.6.1.3),
on a une E-équivalence

FL(E)—=-PREFSCIN*(E), (X/P)~ Hom,(*, X), (1)
qui, par définition de F et de FAISCIN ™ (E), induit une équivalence
F =5 FAISCIN*(E). )

Il en résulte en particulier que F est un champ sur E pour la topologie
induite.

3.4.6.2. Si P est un faisceau, la condition (a) signifie trivialement que X
est un faisceau; elle est donc, dans ce cas, équivalente a (b). La fibre

de F en P est alors ~
FP = E/P‘ (3)

En particulier, on a
F|E = FL(E). 4)

3.4.6.3. Prouvons (i). Puisque P — a(P) est bicouvrant et que F est un
champ sur E pour la topologie induite, le foncteur changement de base

Fa(P)-*FP’ YW*YX,,(P)P, (5)

est une équivalence de catégories (1.3.2 (ii)). On a donc (b)=>(a), car a(X)
est un objet de F,p et F est une E-catégorie fibrée. Prouvons que (a)=(b).
Supposons donc que X eOb(F,). Puisque le foncteur changement de
base (5) est une €quivalence de catégories, il existe un faisceau X’ et un

carré cartésien S,
X—15X

l l (6)

P——a(P).

Puisque le foncteur faisceau associé commute aux produits fibrés finis,
a(i): a(X)— a(X’) est un isomorphisme, d’ou ’on déduit (b) car (6) est
cartésien.
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3.4.6.4. Prouvons (ii). Ces conditions sont stables par changement de
base car F est une E-catégorie fibrée. La seconde assertion se vérifie
aisément sur (a) griace a la description de la topologie induite donnée
dans (0 3.1.4). On peut aussi noter que F est un champ donc que la
condition (a) est locale et que tout PeOb(E) est recouvert (pour la
topologie induite) par des n(S), SeOb(E). Prouvons (iii). On a (b)=(c)
car la condition (b) est stable par changement de base et, lorsque P est
un faisceau, elle signifie que X en est un. Inversement, si la topologie
canonique de E est plus fine que celle du site, on a (c)=(b) d’aprés la
seconde assertion de (ii), car les 7(S), SeOb(E), sont des faisceaux.

Définition 3.4.7. Soient E un U-site et PeOb(E). On appelle faisceau
sur P une fleche X —P de E vérifiant les conditions de (3.4.6 (i)). On
désigne par

FAISC*(E) 1

la sous-catégorie pleine de FL(E) dont les objets de projection P sont les
faisceaux sur P; on désigne par

FAISC(E)

la E-catégorie fibrée qui s’en déduit par le changement de base : E— E;
cette derniére est appelée la catégorie fibrée des faisceaux sur E.

3.4.7.1. Bien entendu, (1) n’est autre que la catégorie appelée F dans
la preuve de (3.4.6).

3.4.7.2. Si P est un faisceau, on a

FAISC*(E)P=E,,,, PeOb(E), )
et donc - .
FI(E)=FAISC*(E) x ;E (3)

car, lorsque P est un faisceau, la condition (b) signifie simplement que X
est un faisceau.

Proposition 3.4.8. Soit E un U-site.
(i) On a une E-équivalence de champs (pour la topologie induite)

FAISC*(E)—=>FAISCIN*(E), (X/P)»Homy(n(*),X), (1)
qui induit sur les fibres des équivalences de catégories

FAISC*(E),—2~(E;)", PeOb(E), ®)
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qui s’écrivent, lorsque P est un faisceau,
Ep—=>(Ep), PeOb(E). 3)

(ii) Pour tout Pe Ob(E), le foncteurimage inverse associé au morphisme
P—a(P) (ou a(P) est le faisceau associé a P) est une équivalence de
catégories

FAISC™ (E),p)— FAISC*(E)p, PeOb(E), 4)

qui, composée avec (2), fournit une équivalence

(E)uy— (Ep)’, PeOb(E). (5)
3.48.1. On a (i) d’aprés (3.4.6.1) et (i) d’apres (3.4.6.3 (5)).

Corollaire 3.4.8.2. Pour tout U-topos E, la E-catégorie fibrée FL(E)
est un E-champ.

Corollaire 3.4.9. Soit E un U-site. Posons
FAISC(E)=FL(E) x ;E. (1)
(1) On a des équivalences de E-champs
FAISC(E)—=- FAISC*(E) x ;E —=- FAISCIN(E), 2

la premiére €tant un isomorphisme si E est un site standard.
(ii) Pour tout PeOb(E), on a une équivalence

Lim(FAISC(E) /E ) —> (E ) . 3)

3.49.1. On a deux foncteurs ie, n: E—=E et un morphisme de
foncteurs u: n — ig, car, par définition, &(S)=a(n(S)). D’ou, par [D 1.17],
un E-foncteur cartésien

(i€), (FAISC* (E)) - 1, (FAISC* (E)) @)

entre les catégories déduites de FAISC* (E) par ces deux changements de
base et le foncteur (4) induit sur les fibres en SeOb(E) le foncteur image
inverse attaché a u(S): i e(S)— n(S). Celui-ci est une équivalence d’aprés
(3.4.8 (ii)), d’ou la premiére équivalence de (2), par définition de sa source
et de son but. La seconde est fournie par (3.4.3 (i)) et (3.4.8 (i)).

3.4.9.2. 11 reste a prouver (ii). Or le premier membre de (3) est la
fibre en P de I’extension canonique de FAISC(E) a E et le second membre
est celle de FAISCIN™(E). Ces deux catégories sont E-équivalentes
d’apres (3.4.9 (i) et (3.4.3 (ii)).
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Commentaire 3.4.10. D’aprés ce qui précéde, un faisceau sur PeOb(E)
s’interpréte au choix comme

(1) une fleche X — P de E vérifiant (3.4.6 (i)

(2) (si P est un faisceau), une fléche X — P de E;

(3) un faisceau sur E, pour la topologie induite (0 3.1.4);

(4) une section cartésienne au dessus de E;, du champ des faisceaux

FAISCIN(E) ou de FAISC(E). Dans le langage de (1) et (2) le foncteur
changement de base associé¢ a une fleche Q — P de E n’est autre que
X~ X x p0Q et dans le langage de (3) et (4) c’est la composition avec le
foncteur E,, —» E p.

Notons que, sur la forme (3), il apparait que ces foncteurs changement
de base sont des morphismes de topos, autrement dit ils commutent aux
limites projectives finies et aux limites inductives quelconques.

Les considérations précédentes s’étendent aisément au cas des préfais-
ceaux d’ensembles munis de structure algébrique (1111.1) [SGA 4 11 5.3].
Nous traiterons le cas des groupes.

3.4.11. Soit C une catégorie. On désigne par Gr(C) la catégorie des
groupes de C (I1I 1.1.1). Si les produits finis existent dans C, on a, pour
toute catégorie X un isomorphisme canonique

Gr(Hom(X, C))——Hom(X, Gr(C)) 1)

fonctoriel en C. Profitant de cette remarque, nous allons construire,
étant donné un E-champ F, un E-champ dont les fibres sont les Gr(Fy).
Bien entendu, la proposition ci-dessous vaut pour toute espéce de struc-
ture algébrique, a condition d’y remplacer produit fini par limites projec-
tives finies.

Proposition 3.4.11.1. Soit F une E-catégorie fibrée telle que les pro-
duits finis existent dans les fibres de F et soient respectés par les foncteurs
image inverse.

(i) 11 existe une E-catégorie fibrée Gr(F/E) et un isomorphisme
entre foncteurs définis sur (Cat/E)0 a valeurs dans (Cat)

Gr(Cart,(X, F)) —> Cartg(X, Gr(F/E)), (1)

[ou X — E est une E-catégorie appartenant a V, c’est a dire un objet de
Cat].
(i) De plus, on a un E-foncteur cartésien fidéle et conservatif

(038.1) Gr(F/E)—F )

appelé foncteur objet sous-jacent.
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(iii) Si F est compléte (resp. précompléte) pour une topologie sur E,
il en est de méme de Gr(F/E).

3.4.11.2. On notera que (i) caractérise Gr(F/E) a isomorphisme unique
prés. En particulier, prenant pour X la E-catégorie finale {S} définie par
un objet S de E, on trouve un isomorphisme canonique

Gr(F;)——> Gr(F/E)s, SeOb(E). (1)
Le détail de la preuve de (i) est laissé au lecteur.

3.4.11.3. Le foncteur (2) est défini grace a la propriété universelle (i)
a partir des foncteurs objets sous-jacents

Gr(Cartg(X, F)— Cartg(X, F). )

11 est fidéle et conservatif car il en est ainsi de ceux-ci (I 1.5.1). Puisqu’il
est fidéle et conservatif, le foncteur (2) permet de décrire les foncteurs
image inverse de Gr(F/E) a partir de ceux de F.

3.4.11.4. L assertion (iii) résulte immédiatement de (i) et de la défini-
tion (1.2.1).

3.4.11.5. Soit E une catégorie ou les produits fibrés finis existent. On
posera GREL(E)=Gr(FU(E)/E) (1)

et on l'appellera la E-catégorie des groupes relatifs de E. Sa fibre en
SeOb(E)estdoncla catégorie des groupes de E ¢, appelés aussi S-groupes
de E. Si E est un site standard, c’est un E-préchamp et si E est un U-topos,
c’est un E-champ en vertu de (3.4.8.2).

Proposition 3.4.12. Soit E un U site. On pose
FAGR (E)=GREL(E) x ;E (1)

et on I'appelle le champ de faisceaux de groupes sur E.
(i) On a des équivalences de catégories

FAGR (E)—=> GF(FAISCIN (E)/E) —=>FAGRSC(E), (3.4.1 6). (2
(ii) L’extension canonique de FAGR (E) a E est E-équivalente a

Gr(FAISC*(E)E) eta FAGRSC*(E), 3)
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ou FAQRSC*(E) est la E-catégorie scindée obtenue en associant a tout
PeOb(E) la catégorie des faisceaux de groupes sur E,, [(3.4.3) ou 7" =
catégorie des groupes appartenant a U].

3.4.12.1. La premiére équivalence figurant dans (2) est obtenue a
partir de FAISC(E) — FAISCIN(E), (3.4.9 (2)) par passage aux catégories
Gr(*/E).

La seconde exprime «qu’un faisceaux de groupes est un groupe de la
catégorie des faisceaux» [SGA 411 §2.3.5], ainsi que diverses compati-
bilités. Pour prouver (ii), on utilise (3.4.3 (2)) qui fournit une E-équivalence

FAGRSC™*(E)— FAGRSC(E)* (4)

et I'argument précédent, appliqué a (3.4.8 (1)).

3.4.12.2. Interprétons (ii). Soit PeOb(E). Un objet de
Gr(FAISC*(E)/E),

est, d’aprés (3.4.11.2(1)), un groupe de la catégorie des faisceaux sur P,
(4.3.7) qui s’explicite comme un groupe G de la catégorie E ,p dont I'objet
sous-jacent est un faisceau sur P. Si P est un faisceau, G «est» simplement
un groupe de la catégorie E/P. Son image par (3.4.12 (3)) est un objet de
FAGRSC* (E),, a savoir le faisceau de groupes Hom(1(x), G) (sur le site
E p). Enfin, ce dernier détermine une section cartésienne de FAGRSC(E)
sur Ep (3.4.3 (i1)), autrement dit (I13.2.2.2) un objet de la fibre en P de
I’extension canonique a E de FAGRSC(E).

Remarque 3.4.13. En vertu de (3.3.1) et (3.4.12 (1)), GREL(E) est une
image inverse de FAGR(E) par le morphisme de sites défini par le
foncteur ¢: E — E. Par ailleurs, en appliquant au U-topos E la proposition
précédente on trouve une E-équivalence

GREL(E)—=-FAGRSCE) (1)

qui interpréte donc I'image inverse de FAGR(E) comme le champ
scindé des faisceaux de groupes sur E. Enfin, en vertu de (3.3.8), on sait

aue FAGRSC (E)* = FAGRSC(E)* x ;£ 2

est une image inverse de FAGRSC(E) laquelle est E-équivalente a
FAGR(E). D’ou une E-équivalence

FAGRSC(E)—=->FAGRSC(E)*, 3)
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qu’il est facile d’expliciter. Un objet de la premiére de projection PeOb(E)
est un faisceau de groupes G sur E . Son image est la restriction de G &
E p, considérée comme une section cartésienne de FAGRSC(E) sur E
(3.33.2(2).
3.5. Les faisceaux Autg(x) des S-automorphismes
3.5.1. Soient E un U-site et F un E-champ. On désignera par
FCal’l (1)

la sous-catégorie de F qui a mémes objets et dont les fléches sont les
fleches cartésiennes de F (donc, dans la fibre en Se Ob(E), les S-iso-
morphismes). On dira que F*" est le champ de groupoides sous-jacent
a F; c’est en effet un champ dont les fibres sont des groupoides et le
foncteur d’inclusion F**" — F est un morphisme de champs. Siu: F —> G
est un morphisme de E-champs, on notera

ucart: FCBH — Gcart (2)

le morphisme induit par u sur les champs de groupoides sous-jacents.
3.5.2. Supposons de plus que F vérifie (U—P)(1.3.4). Pour tout
xeOb(F®") de projection SeOb(E), on obtient un U-faisceau de groupes
Autg(x) (1)

sur le site E g (0 3.1.4) en munissant le fausceau Homg(x, x) calculé dans
Fe[(12.6.3.1)et(1.2.3 (i))] de laloi de composition définie par I'accouple-
ment de composition (I2.6.3.2(2)). La bijection (I2.6.3.2(1)) induit un
isomorphisme de groupes

I'(S, Autg(x)) —— Autg(x). )

Pour tout S-isomorphisme m: x —y de F®", on a un morphisme de
faisceaux de groupes sur E g

Int(m): Autg(x)— Autg(y) 3)

défini par Int(m)(@)=mam™", et (2) est fonctoriel en x. On en déduit un
E-foncteur cartésien
AUT(F): F**—FAGRSC(E), 4)
AUT(F)(x)= Autg(x), xeOb(Fy), (4 bis)

dont le but est le champ scindé des faisceaux de groupes (3.4.1.1 (6)). En
effet, si F est scindée, la formation de Homg(x, y) commute (sans isomor-
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phisme canonique) a la formation de I'image inverse (I 2.6.2.1 (5)). Dans,
ce cas, (4) est donc un morphisme de champs scindés. Dans le cas général,
les Autg(x) sont définis en plongeant F°*"* dans le catégorie scindée libre
associée L(F*") (12.4.3), ce qui justifie (4).

3.5.3. Si u: F — G est un morphisme de champs, le morphisme u®*"
induit pour tout xeOb(Fs), SeOb(E), un morphisme de faisceaux de

E
BIOUPES SUT £ys Auts (x)— AUts(u (x))’ (I 2.6.3.2 (4)) M

Par passage aux sections (3.5.2 (2)), celui-ci redonne I'action de u sur les
S-isomorphismes. On résume les autres propriétés de compatibilité des
morphismes (1) en disant qu’ils définissent un morphisme de morphismes

de ch
€ champs AUT(u): AUT(F) — AUT(G) - u**", )

ce qui est aisé a vérifier.
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Torseurs. Cohomologie de degré 1

§ 1. Objets a opérateurs dans un topos

1.1. Introduction: Objets a opérateurs dans une catégorie

Nous nous contenterons de fixer nos conventions en renvoyant a
[SGA 1] pour plus de détails.

Définition 1.1.1. Soit E une catégorie. On appelle groupe de E un
couple (G, m) ou G est un objet de E et m une application qui, a tout
SeODb(E), associe une loi de groupe sur I'ensemble G(S)=Hom(S, G) de
telle sorte que, pour toute fleche f: T— S de E, ’'application

G(f): GS)—G(T), G(f)s)=s,
soit un morphisme de groupes.

1.1.2. De méme un objet d groupe d’opérateurs a droite (resp. gauche)
de E est un (P, G, m), ou G est un groupe de E et m une famille d’applica-
tions m(S): P(S) x G(S)— P(S), SeOb(E), vérifiant les conditions habi-
tuelles. Si G est un groupe de E, un G-objet d droite (resp. gauche) est un

objet a groupe d’opérateurs a droite (resp. gauche) dont le groupe sous-
jacent est égal & G. On désignera par

Opér(E; G)  (resp. Opér(E; G°) 1)
la catégorie des G-objets a droite (resp. gauche) de E et par
Opér(E) ()

celle des objets a opérateurs a droite de E. Comme il s’agira toujours de
groupes d’opérateurs nous ne le précisons plus.

Définition 1.1.3. Soit F = (P, G, m)un objet a opérateurs a droite (resp.
gauche) de E. On désigne par F et on appelle symétrique de F, 'objet
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a opérateurs a gauche (resp. droite) défini par
F=(P,G,m), m'(S)(p,g)=m(S)(m,g""), SecOb(E). (1)

On notera que si G est abélien on ne peut distinguer entre G-objets a
droite et a gauche mais que F n’est pas, en général, isomorphe a F.

1.1.4. D’un énoncé concernant les G-objets a droite, I'opération Fws F
permet de déduire un énoncé concernant les G-objets a gauche. Désormais,
lorsque nous ne préciserons pas il sera toujours entendu que le groupe opére
a droite.

Définition 1.1.5. Soit (P, G, m) un objet a opérateurs de E. On dira que
G opeére librement (resp. que (P, G, m) est un pseudo-torseur) si, pour tout
SeOb(E), le groupe G(S) opére librement sur P(S) (resp. librement et
transitivement).

Ces conditions sont «algébriques», c’est-a-dire s’expriment a laide
de limites projectives finies si celles-ci existent dans E. Ainsi pour que
(P, G, m) soit un pseudo-torseur il faut et il suffit que le morphisme

u: PxG—>PxP, u(S)(p,g)=(p,m(S)(p,g), SeOb(E), (1)

soit un isomorphisme. On notera que cette condition n’empéche pas P(S)
d’étre vide, d’ou le préfixe pseudo, cf. (1.4.1).

1.1.6. Jusqu’a la fin de ce numéro on suppose que les limites projectives
existent dans E.

Soit SeOb(E). On appelle S-groupe (resp. S-objet a opérateurs) de E
un groupe (resp. objet a opérateurs) de la catégorie E s des objets de E
au-dessus de S. De méme, si G est un S-groupe, on appellera S-G-objet
de E un G-objet de E 5. C’est donc objet P — S de E ¢ muni d’'un mor-
phisme P x (G — P assujetti a des conditions «algébriques» évidentes.
Il en résulte que si f: T— S est une fléche de E, le changement de base
X X x (T transforme S-objets a opérateurs en T-objets a opérateurs,
ce qui permet de définir une E-catégorie fibrée (cf. 11 3.4.11.1)

OPER(E) (1)
dont la fibre en SeOb(E) est la catégorie Opér(E ) des objets a opéra-
teurs (a droite) de E 5. Si G est un groupe de E, on définit de méme la
E-catégorie fibrée OPER (E: G) 2)

dont la fibre en S est la catégorie Opér(E5; G x S) des S-(G x S)-objets
a opérateurs a droite, (par abus de langage on dira aussi S-G-objet d
opérateurs).
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1.1.7. Pour étudier les objets a opérateurs de E on munit E d’une
topologie moins fine que la topologie canonique. Le foncteur

e: E>E, eS)=Hom(%,5), (02.5(3)), (1)

est alors pleinement fidéle et commute aux limites projectives finies. 11
induit donc un e-foncteur cartésien pleinement fidéle

OPER (¢): OPER(E) —> OPER(E), )

qui «identifie» les S-objets a opérateurs aux ¢(S)-objets a opérateurs du
topos E qui sont représentables. Par une variante triviale de (II 3.4.11),
on voit que OPER (E) est un E-champ ainsi que OPER(E; G) ou G est
un groupe de E, d’ou il résulte que OPER (E) (resp. OPER(E; G), ou G
est un groupe de E) est un E-préchamp. Comme nous allons voir il est
trés aisé de calculer avec les objets & opérateurs d’un topos, ce qui permet
de calculer avec ceux d’un site standard, a condition de disposer de
crteres de représentabilité (c’est-a-dire de critéres d’effectivité pour
certaines données de descente sur certains objets de E) pour suppléer au
fait que OPER (E) n’est pas, en général, un champ.

1.2. Les objets Hom (P, Q) dans un topos
Soient T un U-topos, (I 3.1.3), fixé dans tout ce paragraphe.

Définition 1.2.1. Soient SeOb(T), G un S-groupe de T et P et Q des
S-G-objets de P. On notera Homg(P, Q) (resp. Hom (P, Q)) le faisceau
(resp. I’'ensemble) des S-morphismes de P dans Q dans le T-champ
OPER(T, G), (1.1.6.(2)).

1.2.2. Par définition, ce sont des faisceaux sur T, qui sont donc
représentables par des objets de T s puisque T est un U-topos.

1.2.3. De méme, si u: G— H est un morphisme de S-groupes de T,
si P est un S-G-objet et Q un S-H-objet, on posera
Hom,(P,Q)=Homg(P,Q*) et Hom,(P,Q)=Hom(P,Q*) (1)
ou

Q" )]

est le G-objet déduit de Q par u. On les appellera respectivement faisceau
et ensemble des u-morphismes de P dans Q.

1.2.4. Le fait que les Homg(P, Q) sont représentables assure en parti-
culier que, si P est un S-G-objet a droite de T, le S-groupe Aut;(P)=
Homg (P, P) opére a gauche sur P de fagon naturelle. De plus, pour tout
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S-groupe 4, il y a correspondance bijective entre les structures de A-objet
a gauche de P telles que les opérations de 4 commutent a celles de G,
et les morphismes de S-groupes 4 — Aut;(P). On dira que A opére sur P
par G-automorphismes si 'on s’est donné un tel morphisme.

1.2.5. Sous ces conditions, soit encore Q un S-G-objet de T. Par
composition des S-morphismes dans le T-champ OPER(T, G), le S-
groupe Aut;(P) opére a droite sur Homg(P, Q); donc aussi 4 par le
morphisme u: A — Autg(P). Si 'on note

m: Px¢A—P (1)

le morphisme définissant les opérations de A4 sur P, les opérations de
A sur Homg/(P, Q) que I’'on vient de définir sont données par

n: Homg (P, Q) x ;A —Homg(P, Q)
n(S)(f, a)(p)=1(m(S)(p,a), S'€Ob(T).

1.2.6. Supposons qu’un S- groupe B opere a gauche sur Q par G-
automorphismes. Par composition des S-morphismes dans OPER(T; G),
on fait opérer B d droité sur Homg (P, Q); on prouve que le morphisme

n': Homg (P, Q)x sB — Hom (P, Q)
n'(S)(f,b)y=m'(S)(f(p),b), S'€0b(Ty),

donne les dites opérations, ou m': Q X ;B — B définit les opérations de
B sur Q. On notera que B opére sur Hom (P, Q) par A-automorphismes.

2

4y

Proposition 1.2.7. Soient T un topos, G un groupede T et P un G-objet
de T. Soit G, le G-objet a droite obtenu en faisant opérer G sur lui-méme
par les translations a droite. Soit enfin e la section unité de G.

(i) le morphisme
n: Homg(G,, P)— P, n(m)=m(e), (1)

est un isomorphisme de G-objets et de Aut;(P)-objets.
(i bis) On a une bijection canonique

Homg(G,, P)—— Hom(e, P)=P(e), mi>m-e, )
ou e est I'objet final de T.
(i) Si P=G,, le morphisme (1) est un isomorphisme de groupes
Aut;(G)——G 3)
dont I'inverse est fourni par les translations a gauche.

Evident.
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Proposition 1.2.8. Soient T un U-topos et G un groupe de T. La
catégorie G=0pér(G; T) des G-objets a gauche de T est un U-topos.
Le foncteur «oubli des opérations de G»:

w*: 6T, o*X,m=X, §))

est fidéle et conservatif; il commute aux limites inductives et aux limites
projectives quelconques.

1.2.8.1. La seconde assertion explique donc comment calculer les
limites inductives et projectives dans G. Notons déja que G est une
U-catégorie car w* est fidele. Considérons le foncteur

o, T->6, o/ (E)=Hom(G,E), 2)
ou I'on fait opérer G a gauche sur w, (E) par la «formule»

€-NE)=1(g).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que w,, est un adjoint a droite
de w* et plus précissmment que, pour tout X eOb(G) et tout E€Ob(T),
'application

Hom(w*(X), E) > Homg(X, Hom(G, E))

fF,  FX)(@)=f(gx),

fournit un isomorphisme bifonctoriel.

Lemme 1.2.8.3. Soit X: I — G un foncteur et soit X la limite projective
(resp. inductive) du composé w* X: I - T.

(i) 11 existe une unique action s de G sur X telle que, pour tout
ieOb(I), le morphisme structural X — X (i) (resp. X (i) — X) soit un G-
morphisme.

(ii) Le couple (X, s) est une limite projective (resp. inductive) du
foncteur X.

Dang le cas des limites inductives, on prouve (i) en utilisant le fait que,
dans T, les limites inductives sont universelles (02.6.2), d’ou il résulte
que G x X est une limite inductive du foncteur iv»G x w*(X (i), ce qui
fournit ’action s: G x X — X par passage a la limite. On achéve aisément
la démonstration. On raisonne de méme dans le cas des limites projectives
en utilisant la «formule» évidente

lim (X x X (i))= X x lim (X ().

Ayant ainsi démontré I'existence des limites inductives et projectives
indexées par une catégorie appartenant a U et le fait que w* les respecte,
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on achéve la preuve de (1.2.8) grace au lemme (1.2.8.4) ci-dessous. On
peut ’appliquer car w* est évidemment conservatif et admet un adjoint

a gauche w: T>6 /(E)=GxE, ()

ou G opére sur G x E grice aux translations a gauche de G.

Lemme 1.2.8.4. Soit f: C — C' un foncteur conservatif commutant
aux limites projectives finies et aux limites inductives. On suppose que C’
est un U-topos et que, dans C, les limites projectives finies et les limites
inductives indexées par une catégorie appartenant a U existent.

(1) La catégorie C vérifie les conditions (a), (b) et (c) de (0 2.6).

(i) Si f admet un adjoint a gauche g, C est un U-topos et f est le
foncteur image inverse sous-jacent 4 un morphisme de topos C'— C.

Prouvons (i). La condition (a) (existence de limites projectives finies)
fait partie des hypothéses. Prouvons que toute limite inductive de C est
universelle. Son image par f est une limite inductive de C’, elle est
universelle car C’ est un U-topos, d’ou la conclusion car f commute
aux produits fibrés finis et est conservatif. De la condition (b), il nous
reste & prouver que les sommes directes sont disjointes. Soit X =] [ X;.
Pour tout j, le morphisme structural; X;— X est un monomorphisme
car il en est ainsi de son image par f qui est le morphisme structural de
f(X)—-f(X )=L[ f(X,). Puisque les limites inductives existent dans C
et que f les respecte, C admet un objet initial dont 'image par f est
un objet initial de C'. Puisque f commute aux produits fibrés finis et
est conservatif, le produit fibré X; x yX;, i=j, est un objet initial de C,
ce qui prouve la condition (b). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
la condition (c).

Prouvons (ii). Remarquons que, sous les hypothéses de (i), le foncteur
[est fidéle car il est conservatif et le noyau d’un couple de fleches X —3 Y
de C existe. Donc C est une U-catégorie. De plus, puisque les limites
inductives sont universelles dans C, toute famille épimorphique de C
est couvrante pour la topologie canonique, c’est-a-dire épimorphique
effective universelle. Pour prouver que C admet une U-famille de généra-
teurs topologiques, il suffit donc de trouver une famille (X)), iel, IeU,
d’objets de C, telle que, pour tout X eOb(E) la famille M de tous les
morphismes d’un des X; dans X soit épimorphique, ce qui sera vrai si
son image par f est épimorphique car f est conservatif. Soit alors (X}),
iel, IeU, une U-famille de générateurs topologiques de C’ et soit
g: C'— C l'adjoint a gauche de f. La famille X;=g(X}) convient car,
pour tout X eOb(C), la famille f(M) est couvrante. En effet, puisque g
est adjoint 4 gauche de f, celle-ci est dominée par la famille de tous les
morphismes X; — f(X), qui est couvrante par hypothése.
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Remarque 1.2.8.5. De la démonstration de (1.2.8.4), on déduit que
si(E;), iel, IeU, est une U-famille de générateurs topologiques du topos

T, la famille des
w,(E)=G X E;

est une U-famille de générateurs topologiques du topos G. 11 serait bon
de savoir si la conclusion de (1.2.8 (ii)) est vérifiée méme lorsque 1'on
ne suppose pas que f'admet un adjoint a gauche.

1.2.8.6. Puisque w* commute aux limites projectives et admet un
adjoint a droite o, c’est le foncteur image inverse d’'un morphisme de

topos
w:T—->G6 (1)

dont le foncteur image directe est w,. On a ainsi trois foncteurs dont
chacun est adjoint a gauche de celui qui est écrit sous lui

—ar
T—2—-G
[

o,(E)Y=GxE )
w*(X)=X® (oubli des opérations de G)
w, (E)=Hom(G, E)

ou

ou G opere sur w,(E) grace aux translations a gauche de G et sur w, (E)
grace aux translations a droite de G.

Lemme 1.2.8.7. On a trois foncteurs dont chacun est adjoint a gauche
de celui qui est écrit sous lui

T

=
G S T (1)
ou
7,(X)=G\X
t*(E)=E°  (opérations triviales)

T, (X)=X6

ou X9 est plus le plus grand sous objet de X sur lequel G opére triviale-
ment. De plus, t* est le foncteur image inverse et 7, le foncteur image
directe d’'un morphisme de topos

. G-T. (2

Enfin, le composé T w est le morphisme identique du topos T.
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La preuve de la premiére assertion est laissée au lecteur. La seconde
en résulte car l'existence de w, prouve que w* commute aux limites
projectives. Enfin la derniére s’exprime par Iégalité €vidente entre

foncteurs .
o* t*=id,, 3)
que I'on exprime en disant que le morphisme w est une sectionde t: G —T.

Proposition 1.2.8.8. On a deux foncteurs quasi-inverses I'un de I'autre

ey: TG,
1
. e (E)=(pr;: G,xE—G)) (1)
e
e*: G/Gg‘_’T
2

e*(X)=X,,
ou X, est la fibre de X — G en la section unité de G,.
Pour une description en clair de ¢,, disons que I'on fait opérer G
sur G x E par translation & gauche et que qu’on le considére comme un
G,-objet de G grice a la premiére projection. La démonstration est

laissée au lecteur, mais, en vue de calculs ultérieurs, donnons, pour tout
objet p: X — G, de G, I'isomorphisme naturel

g e*(X)— X.
Clest
G, xX,—»X (gx)—gx,

Pisomorphisme inverse étant x — (p(x), p(x)” ' x). Bien entendu, &* et ¢,
définissent un morphisme de topos

6 TG, 3)

Proposition 1.2.8.9. On a trois foncteurs dont chacun est adjoint a
gauche de celui qui est écrit sous lui
—i—
G/Gg NN G (1)
ey
(X —G,)=X comme objet de G
*(X)=G,x X
1,(X—>G,)=Hom (G, X,)= HomG/ (G, X),

Gy

ou GV est I'objet G x G sur lequel G opére par translations a gauche sur
le premier facteur, considéré comme G,-objet de G gréice a la premiére
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projection. De plus, 1* est le foncteur image inverse et 1, le foncteur
image directe d’'un morphisme de topos

11 G5, — G; 2
Enfin, on a
1e=w (Cest-a-dire e* 1*=w*). 3)

Démonstration. Notons déja que le morphisme i n’est autre que le
morphisme habituellement attaché & un objet d’un topos. On prouve
d’abord que &* 1* =w*, ce qui est évident. Il est évident que 1, est adjoint
a gauche de 1*, ce qui, par unicité de ’adjoint, fournit un isomorphisme

canonique
1 & ~w,. “4

Puisque ¢, est quasi-inverse de &*, on sait que 1* admet un adjoint a

droite, noté
1=, &*, (5)

qui s’explicite comme il est dit dans I’énoncé, la seconde expression étant

justifiée par le fait que ¢, est une équivalence de catégories. A ce propos,

précisons que, la structure de G-objet de i, (X —G,)=Homg (G, X)
g

est donnée par les translations d droite de G sur le second facteur de
GV=GxG.

Remarque 1.2.8.10. Puisque ¢*: G, — T est une équivalence de
catégories et que ¢* i*=w*, le foncteur oubli w*: G — T s’interpréte
comme le foncteur 1*, 1*(X)=X x G,, C’est-a-dire comme un foncteur
localisation puisque le morphisme final G, — e est couvrant dans G.

1.3. Le produit contracté P A Q; extension du groupe structural

Définition 1.3.1. Soient G un groupe de T et P (resp. Q) un G-objet

a droite (resp. gauche) de T. On désigne par P R Q le quotient du produit
P x Q par le groupe G opérant «diagonalement»

PxQxG—-PxQ, (p,q,8)(pgg 'q). (1)

1.3.1.1. Comme toutes les limites inductives, le produit contracté
PR Q existe dans T et représente le foncteur

TwHom(PxQ, T)%, TeOb(T), §))

ou l'exposant G désigne ’ensemble des ¢léments invariants par G. De
plus, les limites inductives étant universelles (02.6.1) (02.7), le produit
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contracté existe dans les fibres du T-champ OPER[T] et il est stable
par les foncteurs image inverse.

1.3.1.2. Si un groupe A opére a gauche sur P (resp. sur Q), par G-auto-
morphismes, il opére sur P x Q de maniére compatible avec la relation

d’équivalence définie par G. 1l opére donc sur P R 0.

1.3.1.3. Soient G un groupe de T et P un G-objet de T. D’apres ce

qui précéde, le groupe G opére a droite sur le produit contracté P G
obtenu en faisant opérer G sur lui-méme par translations a gauche. De
méme, Aut;(P) opére a gauche sur P e G, par G-automorphismes. Ceci
dit, on a un isomorphisme compatible avec ces structures d’objets a
opérateurs

P—=>PXG, (1)

obtenu en composant (idp, e): P— P X G, ou e est la section unité de G,
et la projection structurale P x G — P LG.

Proposition 1.3.2. Soient u: G — G’ un morphisme de groupes de T,
m: P— P’ un u-morphisme d’objets a opérateurs a droite et n: Q— Q' un
u-morphisme d’objets a opérateurs a gauche. Le morphisme m x n: P x Q
— P’ x Q' passe au quotient et définit un morphisme

n: PRQ P RQ. 1)

Si, de plus, v: 4 — A’ est un morphisme de groupes, si A opere sur P par
G-automorphismes, si A’ opére sur P’ par G’-automorphismes et si
m: P— P’ est un v-morphisme, le morphisme n est un v-morphisme
pour les opérations de 4 et A’ obtenues par passage au quotient.

Remarque 1.3.3. Sous les hypothéses de (1.3.1), le groupe Aut;(P)
opére par fonctorialité sur le produit P R Q. En effet, on a vu que la forma-

tion de P/G\Q commute au changement de base. On voit aisément que
I’'on retrouve ainsi les opérations obtenues par passage au quotient a
partir de 'action de Autg;(P) sur P.

Proposition 1.3.4. (Symétrie.) Soit P un G-objet a droite et Q un

G-objet a gauche sur lequel opére a droite par G-automorphismes un
groupe H. On a un H-isomorphisme canonique de H-objets a gauche

(PRQ)—-0KP. (1)
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Proposition 1.3.5. (Associativité.) Sous les hypothéses de (1.3.4), soit
encore R un H-objet a gauche. On a un isomorphisme canonique

(PRO)AR—5PR(QAR). (1)

La démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 1.3.6. (Extension du groupe structural.) Soit u: F — G un
morphisme de groupes de T. Pour tout F-objet P, désignons par

Pu: P—"P, “P=PAG,, (1)
le composé

p—4ee) ,pyG,>PARG,

ol e est la section unité de G et ou le produit contracté P A G, est défini
en faisant opérer F a gauche sur G, par les translations a gauche.

(1) Pu est un yu-morphisme.

(i1) Pour tout morphisme de groupes (de T) v: G — H et tout H-objet
R le morphisme

n: Hom,(*P,R)—»Hom_ ,(P,R), =(n)=n-Pu, )

est un isomorphisme pour les structures de Auty(R)-objets définies dans
(1.2.5).

(iii) Pour tout G-objet Q I'application
Homg;(*P, Q) —» Homg(P,Q"), n+n-Pu, (3)

est bijective, (pour Q" cf. 1.2.3(2)).

Ondira que“P est déduit de P par extension a G de son groupe structural
F, (au moyen de u: F —G).

Les assertions (i) et (iii) résultent de la propriété universelle qui
définit P/F\Gd. Elles montrent que P w"P est un adjoint a gauche du
foncteur Q «»Q", (restriction a F du groupe structural), le morphisme
d’adjonction étant Pu: P — (*P)“. Enfin, puisque le produit contracté
est stable par changement de base, (ii) résulte de (iii).

1.3.7. On résume les propriétés de stabilité en disant que I’'on a défini
un morphisme de T-champs

OPER(T;u): OPER(T; F)—> OPER(T;G), P w"P, (1)
(1.1.6 (1)) et un morphisme de morphisme de champs

PwPu, Pu: P—(“Py, @)



§ 1. Objets a opérateurs dans un topos 117

tels que, pour tout S-G-objet Q et tout S-F-objet P 'application (1.3.6 (3))
soit bijective. 11 est évident que la donnée de (2) avec la propriété susdite
caractérise (1) a isomorphisme unique prés parmi les morphismes de
champs.

Définition 1.3.8. On dit que F opére transitivement sur P (ou mieux
que P est un F-espace pseudo-homogéne) si le morphisme

PxF—PxP, (p,f)—(p,pf), (1)

est un épimorphisme de T. On dit que P est un F-espace homogéne de T
si, de plus, le morphisme final P — e est un épimorphisme.

Corollaire 1.3.8.1. Sous les hypothéses de (1.3.7), si F opére librement
(resp. transitivement) sur P alors G opére librement (resp. transitivement)
sur “P. Si P est un pseudo-torseur (resp. un F-espace homogéne) il en
est de méme de “P.

1.3.8.2. La preuve est laissée a la sagacité du lecteur qui utilisera
(3.1.1) ci-dessous et remarquera que P est pseudo-homogéne (resp.
homogene) si, et seulement si, le quotient P/F est un sous-objet de I'objet
final de T (resp. un objet final de T), (3.1.1.2).

Corollaire 1.3.9. Soit u: F — G un morphisme de groupes de T. Soient
P et Q deux S-F-objets. Le morphisme de champs OPER (u) induit sur
les faisceaux de S-morphismes des morphismes

pu: Hom (P, 0)— Homg(“P,"Q) 1)
8: Autp(P)— Aut,(“P) )
7: Autp(Q)— Auts(“Q). (3)

De plus, p est un y-morphisme et un é-morphisme pour les opérations
décrites dans (1.2.5) et (1.2.6).

Evidemment. C’est une maniére de dire comment un groupe A
opérant sur P par G-automorphismes opére sur “P. Les formules (1.3.6 (1))
et (1.3.3) permettent de décrire autrement les dites opérations. En utilisant
(1.2.5), le lecteur explicitera en ces termes les compatibilités résumées
par le corollaire.

1.4. Torseurs dans un topos

Définition 1.4.1. Soient T un U-topos et SeOb(T). On appelle torseur
a droite (resp. gauche) de T sur S un S-objet & opérateurs a droite (resp.
gauche) de T, soit (P, G, m), tel que:
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(a) le morphisme P — S est un épimorphisme
(b) le morphisme

u: PxsG—PxgP, ulp,g=(p,m(p,g)), 1)
est un isomorphisme.

1.4.1.1. On rappelle que la seconde condition signifie que P est un
pseudo-torseur (1.1.5). La premiére condition n’est pas «algébrique».
Elle signifie qu’il existe une famille épimorphique {S; — S} telle que les
ensembles P(S;)=Homg(S;, P) soient non vides.

1.4.1.2. On appellera torseur de T un e-torseur, ou e est 1’'objet final
de T. Moyennant quoi, pour tout SeOb(T), un S-torseur est la méme
chose qu’un torseur de T.

1.4.1.3. Un morphisme de topos f: T — T’ commute aux limites pro-
jectives finies et transforme donc objets a opérateurs en objets a opéra-
teurs. De plus il commute aux limites inductives et transforme donc
épimorphismes en épimorphismes, donc torseurs en torseurs.

Définition 1.4.2. Soient SeOb(T), et G un S-groupe de T. On appelle
G-torseur a droite (resp. gauche) sur S un torseur a droite (resp. gauche)
sur S dont le groupe sous-jacent est égal a G.

Conformément a nos conventions (1.1.4) nous dirons souvent torseur
pour torseur d droite. Le G-objet G, est un torseur car il admet une section,
donc vérifie (a). On dira que c’est le torseur trivial.

Lemme 1.4.3. Soient SeOb(T) et G un S-groupe de T. Pour qu’un
pseudo-torseur P sous G sur S soit G-isomorphe a G, il faut et il suffit
qu’il admette une section. Pour qu’un G-objet P soit un torseur il faut
et il suffit qu’il soit localement isomorphe a ’objet trivial G,.

La premiére assertion résulte immédiatement de (1.2.7 (i bis)) et de la
définition (1.1.5). La seconde également, par descente.

1.4.4. Les conditions de (1.4.1) sont donc locales. La sous-catégorie
pleine du T-champ OPER(T), (1.1.6 (1)), dont les objets de projection
SeOb(T) sont les S-torseurs est donc un T-champ que I'on appellera le
champ des torseurs de T et que ’'on notera

TORS(T) (ou parfois TORS). (1)
Si G est un groupe de T on désignera par
TORS(T; G)  (ou encore TORS(G)) )
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le champ des G-torseurs (a droite) défini de maniére évidente a partir de
OPER(T; G), (1.1.6 (2)).
Enfin on désignera par

Tors(T) (resp. Tors(T; G)) 3)

la catégorie des torseurs (resp. G-torseurs) de T, isomorphe a la fibre de
(1) (resp. (2)) en un objet final de T.

Théoréme 1.4.5. («<TORS(T; G) est une gerbex.) Soit G un groupe
de T.

(i) Deux G-torseurs sont localement G-isomorphes.

(i) Tout G-morphisme de G-torseurs est un isomorphisme.

Le sous-titre est expliqué par (2.1.1) ci-dessous. L’assertion (i) résulte
de (1.4.3) car tout G-torseur admet localement une section d’aprés
(1.4.1 (a)). Puisque TORS(G) est un champ, on peut supposer dans (ii) que
les torseurs sont triviaux et I'on conclut par (1.2.7 (i bis)).

Proposition 1.4.6. Soit u: F — G un morphisme de groupes de T.
(i) Pour tout F-torseur P, le G-objet P/F\G,, de (1.3.6) est un G-
torseur.
(i) Le foncteur OPER(T, u) de (1.3.7 (1)) induit un morphisme de
T-champs
TORS(T, u): TORS(T, F)— TORS(T, G), Pw»P/F\Gd. 1)

(iii) Soient P un F-torseur, Q un G-pseudo-torseur et m: P— Q un
. . F . .
u-morphisme. Le morphisme naturel P A G, — Q est un G-isomorphisme.
En particulier, Q est un G-torseur.

(iv) Sous les hypothéses de (iii), pour tout morphisme de groupes
v: G— H et tout H-objet R, le morphisme

m: Hom,(Q,R)—»Hom, ,(P,R), m(mn)=nm, )

est un isomorphisme de Auty(R)-objet a gauche.

(i) résulte de (1.3.8) et prouve (ii). Sous les hypothéses de (iii), le
morphisme final P — e est couvrant et domine Q — e, donc Q est un
torseur, ce qui prouve (iii) car tout G-morphisme de torseurs est un
isomorphisme. De (iii) on déduit (iv) par (1.3.6 (ii)).

Corollaire 1.4.7. Soit u: F — G un morphisme de groupes de T. Soient
P un F-torseur et Q un G-torseur.
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(i) Hom,(P, Q) est un torseur a gauche sous Aut;(Q) opérant par
composition des morphismes.

(ii) Sim: P— Q est un u-morphisme, il existe un unique morphisme
de groupes de T
U: Autg(P)— Autg(Q) (1)

tel que m soit un U-morphisme pour les opérations décrites dans (1.2.4).
(iii) Sous les conditions de (ii) le morphisme U s’identifie au mor-
phisme induit par Tors(u), (cf. 1.3.9 (2)), quand on identifie Q et P AG="P
graceam: P— Q.
(iv) Sous les hypothéses de (1.4.6 (iv)) le morphisme (2) qui y figure
est un isomorphisme de Auty(R)-torseurs a gauche lorsque R est un
H-torseur.

Prouvons (i). On peut localiser et supposer que P et Q sont triviaux
auquel cas il existe un u-morphisme m: P — Q. En supposant que v=id
et Q=R dans (1.4.6 (iv)), le morphisme m qui y figure donne un iso-
morphisme de Aut;(Q)-objets & gauche

Aut;(Q),—— Hom,(P,Q), n+—nm,

car tout G-morphisme de Q est un isomorphisme. D’ou (i). Dans (ii),
I'unicité de U est évidente car on peut localiser et appliquer (1.2.7 (ii)).
On achéve de prouver (ii) et (iii) en vérifiant que, d’aprés (1.4.6 (iii)), la
condition «m est un U-morphisme» signifie précisément que U s’identifie

. C . . F .
au morphisme induit par Tors(u) quand on identifie Q et P A G, grace
a m. Bien entendu, (iv) est juste un commentaire.

Définition 1.4.8. Soient 4 un groupe de T et P un A-torseur (a droite).
On appelle groupe adjoint de P et ’on note

ad(P)= Autg(P) (1)
le faisceau des G-automorphismes de P. Soient encore
u: A—-B et m: P->Q )

un morphisme de groupes et un u-morphisme de torseurs. On appelle
morphisme adjoint de m et I'on note

ad(m): ad(P)—ad(Q) (3)

I'unique morphisme de groupes de T tel que m soit un ad (m)-morphisme
de torseurs a gauche (1.4.7 (iii)).



§ 1. Objets a opérateurs dans un topos 121

1.5. Opposé d’un torseur; bitorseurs

Proposition 1.5.1. Soient 4 et B deux groupes de T et P un B-objet
a droite ou 4 opére a gauche par B-automorphismes (1.2.4) (on dira que P
est un A-B-biobjet). Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) P est un B-torseur a droite et le morphisme 4 — Aut,(P) est un
isomorphisme;

(ii) P est un B-torseur a droite et un A-torseur a gauche.

1.5.2. Chacune des conditions implique que P est localement B-
isomorphe a B, d’ou la conclusion par (1.2.7 (ii)) et (1.4.3). On obtient
évidemment une autre condition équivalente a (i) en y échangeant les
roles de A et B, car (ii) est symétrique.

Définition 1.5.3. On appelle bitorseur de T un triplet (4, P, B), ou 4
et B sont des groupes de T et ou P est un A-B-biobjet satisfaisant les
conditions de (1.5.1). On dira également que P est un A-B-bitorseur.
Si G est un groupe de T, on appelle G-bitorseur un bitorseur dont les
deux groupes sous-jacents sont égaux a G.

1.5.3.1. D’aprés un (1.4.8), un B-torseur a droite P définit un ad(P)-B-
bitorseur.

1.53.2. Si F est un T-préchamp et si x et y sont deux objets de la
fibre de F en l'objet final e de T, le faisceau Isom,(x, y) est un pseudo-
torseur a droite sous Aut,(x) et un pseudo-torseur a gauche sous Aut,(y)
opérant par composition des morphismes. Par suite, pour que x soit
localement isomorphe a y il faut et il suffit que Isom,(x, y) soit un
Aut,(y)-Aut,(x)-bitorseur.

Proposition 1.5.4. Soit BITORS(T) le champ des bitorseurs de T.
(i) Le morphisme de T-champs

BITORS(T)—»TORS(T), (A4, P, B)~(P,B) 1)

est une T-équivalence.

(ii) On obtient un foncteur quasi-inverse en associant a tout torseur
(P, A) le bitorseur (ad(P), P, 4) et a tout morphisme de torseurs (m, u):
(P, A)—(Q, B), le morphisme de bitorseurs

(ad(m), m,u): (ad(P), P, 4)— (ad(Q), Q, B).

Résulte immédiatement de (1.5.3) et de (1.4.7 (iv)).
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Convention 1.5.5.
1.5.5.1. Soit Z2=(4, P, B) un bitorseur. Nous désignerons par
#°=(B,P,A) (et dans les formules par P°) 1)

le bitorseur obtenu en faisant opérer B a gauche et 4 a droite par le
procédé de (1.1.3).

1.5.5.2. Soit P=(P, A) un torseur a droite. Soit Z=(ad(P), P, 4) le
bitorseur qui lui est associé canoniquement. Nous désignerons par

P°=(P,ad(P)) (et dans les formules par P°) )

le torseur d droite sous-jacent au bitorseur 2°. (On I’appellera 'opposé
de P).

1.5.5.3. Bien entendu, G s’identifie canoniquement a Autad(P)(P°)=
ad(P°) et c’est pourquoi nous conviendrons de le faire opérer a gauche
sur P°.

1.5.5.4. Bien entendu, Pws P° est une auto-équivalence du champ
TORS(T), mais ne conserve pas les sous-catégories TORS(T, 4).

Proposition 1.5.6. Soient A4 un groupe de T et P un A-torseur. Soit
Z le centre de A.

(i) Le morphisme
U: Z—-Hom(P,P), U(z)(p)=pz, 0))
identifie Z et le centre ad(P). Ce dernier est également le faisceau des
automorphismes de P qui sont compatibles avec les opérations de A et
de ad(P).
(ii) Pour que A soit abélien il faut et il suffit que le morphisme de

champs
BITORS(T; A)— TORS(T; 4), (A, P, A)w(P, A), 2

soit une T-équivalence, ou BITORS(T; A4) est le T-champ des A-bitor-
seurs.

La preuve est laissée au lecteur.

Corollaire 1.5.7. Soit A un groupe abélien de T. Pour tout A-torseur P,
on a un isomorphisme de groupes de T

U: A—ad(P), U(a(p)=pa, (1)
par lequel on identifie le ad (P)-torseur P° au A-torseur P de (1.1.3).



§ 1. Objets a opérateurs dans un topos 123

1.6. Produit contracté par un torseur

Soit T un U-topos fixé dans tout ce numéro.

Théoréme 1.6.1. Soient (P, G)un torseur de T et X un G-objet a gauche.
(i) Il existe un morphisme d’objets de T

a: PxX —Homg(P, X) (1)

caractérisé par la condition
a(p,x)(p)=x, pourtout (p,x)ePx X. 2

(i) De plus a passe au quotient et définit un isomorphisme de Autg(X)-
objets a gauche

a: PRX—">Homg(P, X) 3)
et un isomorphisme de Autg(P)-objets a gauche

a’: PAX—>Homg(P, X)". 4)

1.6.1.1. Rappelons que X désigne le G-objet a droite déduit de X par
(1.1.3). Bien entendu Aut;(X) opére a gauche sur X et sur X par G-
automorphismes. Les structures en cause dans (3) sont décrites par

(1.3.1.2) et (1.2.6). De méme, Aut;(P) opére a gauche sur PAX par
(1.3.1.2) et a droite sur Homg(P, X) par (1.2.5). Ce qui explique que (4)
s’écrive autrement que (3) bien que les morphismes de T sous-jacents
soient les mémes.

1.6.1.2. La premiére assertion est triviale car P est un G-torseur et
le seul morphisme possible est

a: PxX —Homg(P,X), a(p,x)(@=g 'x, ©)

ou geG est défini par g=pg; il convient évidemment. De plus il passe
au quotient et définit un morphisme (de T pour I'instant):

b: PR X —Homg(P, X). (6)

1.6.1.3. Prouvons que b est un isomorphisme. On peut localiser et
supposer que P=G,. Soit

c: Homg(G,, X)—> X,  c(m)=m(e), )
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ou e est la section unité de G, I'isomorphisme d’objets de T sous-jacent a
(1.2.7 (1)). Le composé

G;x X —25>Homg(G,, X)—— X 8)
n’est autre que ca(g,x)=gx, d’ou 'on déduit que cb est un isomor-

phisme, donc aussi b.

1.6.1.4. Les assertions de (ii) résultent maintenant de vérifications
triviales.

Remarque 1.6.2. Sous les hypothéses du théoréme, soit u: G— G’ un
morphisme de groupes de T, m: P— P’ un u-morphisme de torseurs
et n: X — X' un u-morphisme d’objets a gauche. Par la fonctorialité¢ du
produit, (cf. 1.3.2), on en déduit un morphisme

PAXSPRAX 1)
et par le théoréme, un morphisme
Homg(P, X)—> Homg. (P, X') )

qui fait apparaitre Hom comme un foncteur covariant en son premier
argument lorsque celui-ci est un torseur. Ceci s’explique en vérifiant que
(2) est égal au composé

Homg(P, X)—— Hom,(P, X')—*> Homg.(P’, X') 3)

ou v est induit par la composition avec n et ou u est l'inverse de l'iso-
morphisme induit par la composition avec m, (1.4.6 (iv)).

Corollaire 1.6.3. Soient G un groupe, X un G-objet, u: 4 — Autg;(X)
un morphisme de groupes et P un A-torseur.

(i) Le G-objet P A X est localement G-isomorphe a X.
(ii) On a un isomorphisme canonique de Autg(X)-torseurs a droite
PAB—lsomy(X,PAX), B=Autg(X), 1)
induit par le u-morphisme de torseurs

m: P—lsomg(X,PAX), m(p)(x)=,x), @

ou (p, x) désigne I'image de (p, x) par la projection P x X — P AX.

La premiére assertion résulte immédiatement de (1.3.1.3). Ceci prouve
que le but de (1), qui est évidemment un pseudo-torseur sous Autg(X)
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opérant par composition des morphismes, est en fait un torseur. Par
ailleurs, il est immédiat que m(p) est bien un G-isomorphisme, donc
que lécriture de (2) est licite. D’ou la conclusion par (1.4.6 (iii)).

Comme on verra dans (2.3.6), ce corollaire montre comment P AX est
obtenu «en tordant X par P».

Proposition 1.6.4. Soient u: G — H un morphisme de groupes, P un
G-torseur et Q un H-torseur.

(i) On a un isomorphisme de Aut;(Q)-torseurs a gauche
h: QA P°—=>Hom,(P, Q), 1)

pour les structures décrites par (1.3.1.2) et (1.2.6).

(ii) De plus, h est compatible avec les opérations de Autg(P) décrites
par (1.3.1.2) et (1.2.5).

(i1 bis) Si u est un isomorphisme, h est un isomorphisme de Autg;(Q)-
Aut; (P)-bitorseurs.

Ceci résulte immédiatement de (1.6.1) et (1.6.3).

Corollaire 1.6.5. Soit (4, P, B) un bitorseur. On a un isomorphisme
de A-bitorseurs
PAP°~A,, (1)

et un isomorphisme de B-bitorseurs
P°AP~B,, ©)

ou A, (resp. B,) est le A-bitorseur obtenu en faisant opérer A sur lui-
méme de fagon évidente.

Corollaire 1.6.6. Soient G un groupe et P un G-torseur. On a un
isomorphisme
P°—=5Homg(P,G,), 1)

compatible avec les structures naturelles de G-torseur a gauche et de
Autg (P)-torseur a droite.

Ces corollaires résultent immédiatement de la proposition.

Remarque 1.6.7. Soient G un groupe de T et P un G-torseur. Pour
tout G-objet a gauche X de T, le groupe adjoint ad(P) de P opére a
gauche sur le produit contracté PRX. On a donc d’aprés (1.3.2) un
foncteur

Opér(T,G%— Opér(T,ad(P)°), PwPRX. (1)
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Celui-ci est une équivalence car Yws P° A Y est un foncteur quasi-inverse
de (1), ou B=ad(P). En particulier, (1) commute aux limites projectives
et inductives quelconques. (Pour le calcul de celles-ci, cf. (1.2.8).) En
particulier il transforme groupes en groupes, ce qui permet de «tordre»
par P un groupe A de T sur lequel G opére par automorphismes de
groupes. C’est un cas particulier d’'un phénomeéne général (2.3). On peut
récrire 'équivalence (1) avec les notations de (VIII §4). Soit P un G'-G-
bitorseur et soit Bg. (resp. Bg) la catégorie des G'-objets (resp. G-objets)
de T. On a une équivalence de topos

n: Bg—=>Bg, XwPRX. ©

De plus, si G opére trivialement sur X, la seconde projection de P x X

induit un isomorphisme PRX — X', ou X' est le G'-objet obtenu en
faisant opérer G’ trivialement sur X. Ces isomorphismes définissent un
isomorphisme de foncteurs

nTE—— 1% (3)
ou t¥: T—Bg et 1§.: T— B sont les foncteurs «opérations triviales».

Ceux-ci munissent B et B, d’une structure de T-topos et (3) montre
que (2) est une équivalence de T-topos (VIII §0).

1.7. Torseurs sur un site

Définition 1.7.1. Soit E un U-site.

(i) On appelle torseur sur E un torseur du topos E des U-faisceaux
d’ensembles sur E (1.4.1).
(ii) Soit SeOb(E), on appelle S-torseur sur E un g(S)-torseur du
topos E (¢: E—E, (02.5.2)).
(iii) Soit G un faisceau de groupes sur E. On appelle G-torseur (resp.
S-G-torseur, SeOb(E)), un G-torseur (resp. &(S)-G-torseur) du topos E.

1.7.1.1. On posera
Tors(E)=Tors(E), (1.44(3)), (1)
et on I'appellera catégorie des torseurs sur E. On posera
TORS(E)=TORS(E)x :E, (1.4.4(1)), 2

et on I'appellera champ des torseurs sur E. De méme, si G est un faisceau
de groupes sur E (autrement dit [SGA 4 I12.5.3] un groupe du topos E)
on définira encore par référence a E la catégorie

Tors(E; G)=Tors(E; G) 3



§ 1. Objets a opérateurs dans un topos 127

et le champ .
TORS(E; G)=TORS(E; G) x zE 4)

des G-torseurs sur E.
1.7.1.2. Un objet de la fibre en SeOb(E) de TORS(E) est donc un
S-torseur sur E, c’est-a-dire un torseur de E/E(S) Par I'équivalence

E,s—(E;s) on en déduit un torseur sur le site E,s. Plus précisément,
de (I1 3.4.8 (i), on déduit des E-équivalences de champs

TORS(E)—=- TORSC(E) %)
TORS(E; G)—> TORSC(E; G), 6)

ou G est un faisceau de groupes sur E et ou I'on a défini le champ scindé
des torseurs et le champ scindé des G-torseurs par

TORSC(E), SwTors(Ey), - SeOb(E), 5)
TORSC(E; G), SwTors(E;;G®), SeOb(E), (6)

ou G% désigne la restriction de G au site Eg.

1.7.1.3. Par une conséquence facile de (II 3.4.2) on a des équivalences
de catégories

Tors(E)—=- Lim(TORS (E)/E) )
Tors(E; G)—=> I(i_m(TORS(E; G)/E). 8)

Remarque 1.7.2. (Site standard.) Si E est un site standard (I 3.1.5), on
appelle torseur de E un objet a opérateurs P=(P,G,m)(1.1.2)de E dont
I'image par le foncteur ¢: E — E est un torseur de E, autrement dit ¢(P)
est un torseur sur E. Ceci signifie que P est un pseudo-torseur et que le
morphisme final P — e est couvrant pour la topologie du site. En effet, le
foncteur ¢ est pleinement fidéle et, de plus, pour qu’un morphisme de E
soit couvrant il faut et il suffit que son image par ¢ soit un épimorphisme
de E. Le foncteur ¢ induit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie
des torseurs de E dans celle des torseurs sur E, qui permet «d’identifier»
la premiére a la sous-catégorie pleine de la seconde formée des torseurs
représentables. Si E est un U-topos (donc un U-site [SGA 4 VI 7.3.1]) le
foncteur ¢ est une équivalence [SGA 4 1I 2.4.14] ce qui nous permettra
de ne pas distinguer entre torseurs de E (1.4.1 ou 1.7.2) et torseurs sur E
(1.7.1).

En utilisant les résultats acquis pour le champ des faisceaux d’en-
sembles nous allons indiquer rapidement comment décrire a E-équiva-
lence prés I'extension canonique 4 E du champ des torseurs sur un
U-site E.
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Proposition 1.7.3. Soient E un U-site et XeOb(E). Soit encore
P =(P, G, m) un objet a opérateurs de E y. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) 'image de P par le foncteur
Ex—(Ex), (Y/X)wHomy(n(x), Y), (1)

(12.6.1.3) est un torseur sur le site E y;

(i) P est un pseudo-torseur, G est un faisceau de groupes sur X
(I13.4.12.2) et le morphisme P— X est couvrant (pour la topologie
induite par E sur E (0 3.5)).

1.7.3.1. On dira alors que P est un torseur sur X. Si X est un faisceau
il estimmédiat (cf. (ii)) que ces conditions signifient que P est un X-torseur
de E.

1.7.3.2. Le lemme résulte de (1 3.4.8 (2)) qui assure que (1) induit une
équivalence entre la catégorie des faisceaux sur X (II 3.4.7) et celle des
faisceaux sur le site Ey. On notera que (ii) entraine que P— X est un
faisceau sur X car il est localement isomorphe au morphisme G — X
obtenu en oubliant la structure de groupe de G.

1.7.3.3. Soit X eOb(E). Par une conséquence facile de (II 3.4.10) on
trouve des équivalences entre les catégories

1) des torseurs sur X (1.7.3)

2) (si X€Ob(E)), des X-torseurs de E

3) des torseurs sur le site E y

4) des sections cartésiennes au-dessus de Ey du champ TORS(E)
des torseurs sur E.

Nous donnerons un seul énoncé en forme:
Proposition 1.7.4. Soit E un U-site. Soit
TORS*(E) (1)

la sous-catégorie pleine de la E-catégorie fibrée OPER (E) (1.1.6 (1)) dont
les objets de projection X €Ob(E) sont les torseurs sur X (1.7.3). Le

foncteur FAISC*(E) — FAISC(E)* de (I 3.4.3 (3)) induit une E-équiva-
lence de champs
TORS™*(E)—=-> TORS(E)* ()

ou la seconde désigne I’extension canonique a E de TORS(E).

Résulte immédiatement du lemme précédent, [passage de 1) a 4)].
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§2. Torseurs et objets a faisceaux d’opérateurs dans un champ
Jusqu’a la fin du chapitre, E désigne un U-site.

2.1. Gerbes. Factorisation canonique d’un champ

Définition 2.1.1. Soit E un site. On appelle E-gerbe un E-champ de
groupoides G tel que

(1) il existe un raffinement R de E tel que, pour tout SeOb(R) la
catégorie fibre G soit non vide

(ii) pour tout SeOb(E) deux objets quelconques de la catégorie fibre
Gy sont localement isomorphes.

2.1.1.1. On notera que la seconde assertion signifie que, pour tous
x, yeOb(Gy), le faisceau d’ensembles Homg(x, ) (=Isomg(x, y)) qui est
a priori un pseudo-torseur (& droite) sous Autg(x) est en fait un torseur
(sur S).

2.1.1.2. La condition (i) est évidemment vérifiée si G admet une
section s [nécessairement cartésienne puisque tous les morphismes de G
sont E-cartésiens]. Dans ce cas on dit que G est une gerbe triviale ou
encore que (G, s) est une gerbe trivialisée. Bien entendu, si E admet un
objet final e I'existence d’une section de G équivaut a Ob(G,)=*0.

2.1.1.3. On notera enfin que les conditions (i) et (ii) signifient que la
projection G — E est couvrante (11 1.4.1).

2.1.1.4. On appelle morphisme de gerbes un morphisme de champs
(I1 1.2.1) dont la source et le but sont des gerbes; de méme pour les
morphismes de morphismes de gerbes.

Exemple 2.1.2. Si A est un faisceau de groupes sur E, le champ
TORS(E; A) des A-torseurs est une E-gerbe (1.4.5). Elle est trivialisée
par la section définie parle torseur trivial 4,.

Proposition 2.1.2.1. Soient E un U-site et G un E-champ. Pour que
G soit une E-gerbe il faut et il suffit que G* soit une E -gerbe.

2.1.2.2. La condition est suffisante, car on a une E-équivalence
G —=-G* x ;E (11 1.3.3) et car le foncteur ¢: E— E transforme famille
couvrante en famille couvrante. Inversement, si G est un champ de
groupoides, il en est de méme de G* d’apreés les formules (11 3.3.3.2 (2)).
Si, de plus, G est une gerbe, on montre que G* vérifie les conditions (i) et
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(i) de (2.1.1) en notant que tout objet de E est couvert par une famille
£(S;), S;€Ob(E).

2.1.2.3. En vertu de (I1 3.3.3 et 3.3.1), la donnée d’une gerbe G sur E
est donc équivalente a celle d’une gerbe G* sur le topos associé E, les
carégories de sections de G et G* étant équivalentes d’aprés (II 3.3.1(i)).

Définition 2.1.3. Soient E un site et C un E-champ. On appelle
sous-gerbe de C une sous-catégorie G de C telle que la restriction a G
de la projection C —E fasse de G une E-gerbe et telle que I'inclusion
G — C soit un foncteur E-cartésien. On dit qu’une sous-gerbe de C est
pleine si, pour tout SeOb(E) et tout couple (x, y) d’objets de Gg, tout
S-isomorphisme x —y de C appartient a G. On dit qu’une sous-gerbe
est maximale si elle I'est pour I'inclusion.

2.1.3.1. On notera I'abus de langage: une sous-gerbe pleine est une
sous-catégorie pleine de C*™ (I13.5.1(1)), et non de C. Si G= G’ sont
deux sous-gerbes pleines de C, Iinclusion est un foncteur bicouvrant
comme on voit aisément, donc est une équivalence (II 1.4.5). Par ailleurs,
toute sous-gerbe G de C est contenue dans une sous-gerbe maximale
dont les objets de projection SeOb(E) sont les xeOb(Cg) qui sont
localement isomorphes a un objet de Gg. Ceci permet de ne considérer
que des sous-gerbes maximales.

2.1.3.2. Soit s une section cartésienne de C. On appelle gerbe engendrée
par s la sous-gerbe maximale G(s) de C dont les objets de projection
SeOb(E) sont les objets de Cg qui sont localement S-isomorphe a s(S).
Elle est évidemment triviale. Si t est localement isomorphe a s, on a
G(5)=G(1).

2.1.3.3. Pour tout SeOb(E), désignons par

Obis(C) (S) (1)
I'ensemble des classes a S-isomorphisme prés d’objets de Cg. et par
Oblocis(C) (S) (2)

I'ensemble des classes d’objets de Cg localement S-isomorphes. Les
foncteurs changement de base

f*: Cs—>Cy, f: TS, feFI(E),

en font deux préfaisceaux d’ensembles Obis(C) et Oblocis (C) sur E. De
plus, on a un morphisme de préfaisceaux d’ensembles

Obis (C) — Oblocis(C). 3)
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Par ailleurs, pour tout SeOb(C), soit
Ger(C)(S) 4)

I'ensemble des sous-gerbes maximales du (E s)-champ C g= C x ((E s). Si
f: T— S est une fleche de E et si GeGer(C)(S), il est immeédiat que la
(E,r)-catégorie déduite de G par le changement de base E,;: E;—Eg
appartient & Ger(C)(T), d’ou un préfaisceau d’ensembles Ger(C) sur E
appelé faisceau des sous-gerbes maximales de G.

Proposition 2.1.4. Soient E un site et G un E-champ.
(i) Le morphisme (3) fait de Oblocis(C) un préfaisceau séparé
associé a Obis(C).
(ii) En associant a tout xeOb(Cy), SeOb(E), la sous-gerbe de Cg
engendrée par x on définit un morphisme de préfaisceau d’ensembles

Obis(C)— Ger(C) 1

qui fait de Ger(C) un faisceau associé a Obis(C).

(i) On a un monomorphisme de préfaisceaux d’ensembles
Oblocis(C) — Ger(C).

(iv) On a un isomorphisme canonique entre ’ensemble des sous-
gerbes maximales de C et H(E, Ger(C)).

La démonstration est laissée au lecteur.

2.1.5. Factorisation canonique d’un champ

2.1.5.1. Soient E un U-site et F un faisceau d’ensembles sur E; a F
correspond un E-champ scindé¢ a fibres discrétes F’ dont la fibre en
SeOb(E) a pour ensemble d’objets et pour ensemble de fléches F(S).
Pour tout E-champ C, la catégorie Cart,(C, F’) est évidemment discréte,
donc déterminée par son ensemble d’objets Cart,(C, F’). En particulier,
le faisceau Ger(C) des sous-gerbes maximales de C définit un E-champ
scindé a fibres discrétes noté

Ger(C). (1)

En attachant a tout objet x de C de projection SeOb(E) la sous-gerbe
maximale de C s qu’il engendre, on définit un E-foncteur cartésien

g: C*"— Ger(C) 2)

ou C" désigne le champ de groupoides sous-jacent a C (II 3.5.1). Grace
a g, nous allons caractériser Ger(C) par la propriété universelle suivante
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Proposition 2.1.5.2. Soit C un champ sur un U-site E. Pour tout
faisceau d’ensembles F sur E, si F’ désigne le champ de groupoides
attaché a F, les applications

Hom (Ger (C), F)— Cartg(Ger(C), F') — Cartz(C*", F')

sont bijectives.

Pour la premiére, cela est immédiat, pour la seconde on note que
Ger(C) est le champ associé a la catégorie scindée a fibres discrétes G’
attachée au préfaisceau Obis(C) de (2.1.3.3) et que lapplication ci-
dessous est bijective

Cart (G, F')— Cartg(C*", F).

Notons maintenant que Ger(C) muni de la topologie induite par
celle de E est un site, isomorphe & E g, () (03.1.4).

Proposition 2.1.5.3. Soit C un champ sur un U-site E. Le foncteur
g: C"* — Ger(C) fait de C**" une gerbe sur le site Ger(C).

Puisque Ger(C) et g ne dépendent manifestement que de C*", on
peut supposer que C=C®", autrement dit que C est un champ de
groupoides, ce qui simplifie les notations. Il suffit de prouver que, pour
tout yeOb(Ger(C)), le foncteur g,,: C,,— Ger(C),, fait de C,, une gerbe.
Or, puisque Ger(C) est scindée a fibres discretes, le foncteur naturel
¢: Ger(C),,— E 5 est un isomorphisme de sites, ou S est la projection
de y. 11 nous suffit donc de prouver que ¢ -g,,: C,,— E 5 est une gerbe.
Cela est clair: a isomorphisme prés, c’est la sous-gerbe maximale de C g
correspondant a 7.

Remarque 2.1.54. Les constructions précédentes prennent un aspect
plus séduisant lorque E est un U-topos et C un E-champ de groupoides
dont les fibres sont U-petites. Dans ce cas, Ger(C) est un objet du topos E,
noté G pour simplifier, défini par la propriété universelle que I'on a dite
et Ger(C) est le «topos induit» E ;. Le foncteur g: C — E ; définit une
gerbe sur E ;. On vérifie aisément que la donnée de GeOb(E) et d’'une
gerbe C sur E ; permet de construire un champ de groupoides sur E en
composant la projection C— E; et le foncteur d’oubli E;— E. On
précise sans peine ce résultat en décrivant la 2-catégorie des E-champs
de groupoides a fibres U-petites en termes d’objets de E et de gerbes
U-petites sur ces objets.

Proposition 2.1.5.5. Soit f: E' — E un morphisme de U-sites et soit C
un E-champ.
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(i) Siles fibres de C sont des groupoides ou des catégories discretes,
il en est de méme de celles de f*(C).

(ii) Le foncteur naturel
f* (CCaﬂ) _)f* (C)cart (1)

est une équivalence de champs sur E".
(iii) Le morphisme naturel

Ger(f*(C))— f*(Ger(C)) )
est un isomorphisme de faisceaux sur E'.

Les morphismes (1) et (2) sont définis grace a (i), a I'aide des propriétés
universelles de f*(C)**" et de Ger(f*(C)). Soit E le topos associ¢ a E.
La proposition est évidente si I'on prend pour f le morphisme E—E
défini par le foncteur ¢: E — E; en effet, cela résulte du calcul de I'image
inverse dans ce cas et du fait que les champs sur un site sont les mémes
que ceux sur le topos associé (II 3.3.3). Ceci permet de supposer que f
est un morphisme de topos, donc que le foncteur sous-jacent u: E— E’
commute aux limites projectives finies. On peut alors utiliser la formule

f*(C)=A(us;,(LF), (113.24.3(1)), 3)

scin

pour calculer 'image inverse de C. Puisque F est équivalente a LF,
I'assertion (i) est évidente. On démontre ensuite (ii) en utilisant le fait
que, pour une E-catégorie scindée C, la catégorie scindée C**"* se calcule
par limites projectives finies a partir des préfaisceaux d’objets et de
fléches de C; ceci permet d’établir que ul;,(L(C")) est équivalente a
(u2.;,(LC))™; on conclut alors en utilisant le fait que, pour toute E'-
catégorie fibrée F, on a une équivalence A(F®")— (AF)®", ou A
désigne le 2-foncteur champ associé, ce qui résulte des propriétés des
morphismes bicouvrants (I 1.4.1, 2.1.3). Ayant ainsi prouvé (i) et (ii), on
en déduit (iii) formellement en utilisant la propriété universelle (2.1.5.2)
de f*(Ger(C)).

Corollaire 2.1.5.6. L’image inverse d’une gerbe par un morphisme de
sites est une gerbe.

En effet, si C est une gerbe, son image inverse est un champ de
groupoides d’aprés (2.1.5.5 (i)). De plus, les conditions (i) et (ii) de (2.1.1)
signifient que Ger(C) est le faisceau final. D’aprés (2.1.5.5 (iii)), il en est
donc de méme de f*(Ger(C))=Ger(f*(C)), d’ou la conclusion.

Corollaire 2.1.5.7. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites et soit 4
un faisceau de groupes sur E. L’image inverse de la gerbe TORS(E, A)
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des A-torseurs sur E est la gerbe des A'-torseurs sur E’, ou A'=f*(A),
et le foncteur naturel Tors(E, A)— Tors(E', A) de (I13.2.1.5(7)) est
P f*(P).

Soit s la section cartésienne de T=TORS(E, A) définie par le torseur
trivial et soit s’ la section cartésienne de I'image inverse T’ de T qui lui
correspond par fonctorialité de I'image inverse de champs. D’aprés
(I 3.2.8), on a un isomorphisme canonique A’'~ Aut(s’). D’apres (2.2.6)
ci-dessous, on en déduit une équivalence de E’-champs

T'—TORS(E, 4),  (x/S)wlIsomg(s' (S), x),

ce qui prouve la premiére assertion. (On vérifiera sans peine que I'utilisa-
tion de (2.2.6) n’introduit pas de cercle vicieux.) Soit p la section carté-
sienne de T correspondant & un A-torseur P. D’apres (11 3.2.8) et (1.2.7),
on a des isomorphismes

Isom(s, p)= f*(Isom(s, p))= f*(P),

d’ou la conclusion. Le lecteur aura noté que nous avons omis un certain
nombre de vérifications; il pourra consulter (V 1.3.4) qu’il trouvera
peut-étre plus satisfaisant de ce point de vue.

Remarque 2.1.5.7.1. Le morphisme (2.1.5.5 (2)) définit une application
de T'ensemble des sous-gerbes maximales de C dans celui des sous-
gerbes maximales de f*(C) que I'on peut décrire comme suit. Si G est
une sous-gerbe maximale de C, I'image inverse de I'inclusion G — C est
un morphisme i: f*(G) — f *(C). Puisque G — C**" est pleinement fid¢le,
il en est de méme de son image inverse d’aprés (II 3.2.9); en vertu de
(2.1.5.5(i)), le morphisme i induit donc une équivalence entre f*(G) et
une sous-gerbe maximale de f*(C). Cette derniere est I'image de G par
'application envisagée plus haut comme on voit en considérant le
morphisme Ger(G) — Ger(C) induit par G— C.

Corollaire 2.1.5.8. Soient X un U-topos et X une famille conservative
de points de X (0 3.13). Pour qu’un morphisme de X-champs m: C - C’
soit i-fidéle, i=0, 1, 2, il faut et il suffit que, pour tout xe X, il en soit ainsi
du morphisme m_: C,— C. induit par m entre les fibres en x de C et C'.

Par définition, la fibre en x d’'un X-champ C est la catégorie des
sections de I'image inverse de C par x: U-ens — X !. Puisque U-ens est
le topos associé au site final e, les champs sur U-ens s’interprétent comme

! On ne confondra pas cette notion avec celle de fibre de C au dessus d’un objet de X
(I11.0.1) bien que la fibre de C au point x soit la fibre au dessus de I'objet final de U-ens de
I'image inverse de C par x.
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les champs sur e et la fibre C, permet donc de reconstruire x*(C) a
équivalence prés (cf. II 3.3); de plus, la condition de ’6noncé signifie
aussi que, pour tout xe X, I'image inverse de m par x est i-fidéle (II 3.3).
D’apres (II 3.2.9), la condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle est
suffisante pour i=0 (resp. i=1), il suffit de montrer que, pour tout couple
(u, v) d’objets de C de projection SeOb(X), le morphisme de faisceaux
1: Homg(u, v) > Homg(m(u), m(v)) est un monomorphisme (resp. un
isomorphisme), ce qui se vérifie fibre par fibre, d’ou la conclusion par
(I1 3.2.8). Dans le cas ou i=2, d’apres (II 1.4.5), il reste a prouver que m
est localement surjectif sur les objets, et pour cela, il suffit de prouver que
Ger(m): Ger(C)— Ger(C’) est un isomorphisme, ce qui se vérifie fibre
par fibre, d’ou la conclusion par (2.1.5.5 (ii)).

Aux chapitres VII et VIII, les constructions qui précédent nous
serviront comme un procédé de «dévissage» dont le principe est expliqué
par les propositions ci-dessous.

Proposition 2.1.5.9. Soit f: X, — X un morphisme de U-sites.

(1) Si, pour tout faisceau d’ensembles F sur X, I'application F(X)—
Fy(X,) est bijective, alors, pour tout X-champ C, le foncteur C(X)—
C,(X,) est pleinement fidéle et application Ger(C)(X)— Ger(Cy)(X,)
est bijective, ou Fy=f*(F) et Co=f*(C).

(ii) Sous les conditions de (i), soit C un X-champ. Pour que le fonc-
teur C(X)— C,(X,) soit une équivalence, il suffit que, pour toute sous-
gerbe maximale G de C, le foncteur G(X) — G, (X)) soit une équivalence.

Pour prouver la premiére assertion de (i), on considére le faisceau
Hom(x, y) attaché a deux objets de C(X) et ’'on applique (II 3.2.8). On
achéve la preuve de (i) grice a (2.1.5.5 (iii)). Pour prouver (ii), il suffit de
considérer un objet x, de C,(X,), la sous-gerbe maximale G’ qu’il
engendre et la sous-gerbe maximale G de C dont I'image inverse est G’
et d’appliquer ’hypothése a G.

2.1.5.10. Soit f: X; — X un morphisme de U-sites et soit P un sous-
champ plein (II 1.2.5.1) du champ des faisceaux de groupes sur X, c’est a
dire essentiellement une propriété de nature locale P portant sur les
couples (S, A), ou SeOb(X) et ou A4 est un faisceau de groupes sur S.
On dira qu’un X-champ C est un P-champ si, pour tout objet x de C se
projettant sur un objet S de X, le faisceau Autg(x) est un P-groupe,
c’est a dire est tel que P(S, A). On suppose que le groupe nul est un
P-groupe. Pour tout faisceau (resp. champ) F sur X, on pose F,=f*(F).

Proposition 2.1.5.11. Avec les notations de (2.1.5.10), les conditions
suivantes sont équivalentes:
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(i) Pour tout SeOb(X) et tout P-champ C sur X, le foncteur
C(S)— C,(S,) est une équivalence;

(i) Pour tout SeOb(X) et tout P-champ C sur X g, si s: X5, — X g
désigne le morphisme induit par f, le morphisme de champs C — s, s*(C)
est une équivalence;

(iii) (a) Pour tout SeOb(X) et tout faisceau d’ensembles F sur S,
'application F(S)— F,(S,) est bijective,

(b) Pour tout SeOb(X) et tout P-faisceau de groupes A4 sur S, le

foncteur
Tors(S, A)— Tors(S,, 4,)
est une équivalence de catégories.

Notons que, d’aprés (2.1.5.7), la condition (iii)(b) n’est autre que (i)
ou 'on impose que C soit une P-gerbe triviale. Par ailleurs, puisque
tout champ a fibres discrétes est un P-champ, car le groupe nul est un
P-groupe, la condition (iii)(a) est la forme que prend (i) lorsque 'on y
impose que C soit a fibres discrétes. Donc (i) = (iii). Puisque le morphisme
u: C—s, s*(C) induit sur les fibres en S le foncteur C(S)— C,(S,), on
a (i1) = (i). Prouvons que (iii) = (ii). Pour tout champ C sur un objet S
de X et tout objet §” de X 4, le foncteur induit par u: C — s, s*(S) entre
les fibres en S’ n’est autre que le foncteur u’: C'(S') — C,(Sp), ou C'=C5.;
ceci d’apres (I13.2.7) et la transitivité de I'image inverse de champs.
Draprés la proposition précédente, (iii) implique que les foncteurs u’ sont
tous pleinement fideéles, donc aussi u. Il reste 4 prouver que u est une
équivalence. D’aprés (2.1.5.9 (ii)), on peut supposer que C est une P-
gerbe. D’apres (II 2.1.5), 'assertion (ii) est de nature locale. On peut donc
supposer que C est une gerbe triviale, d’ou la conclusion.

Remarque 2.1.5.12. Bien que les définitions et énoncés nécessaires
ne soient donnés que plus bas, expliquons dés maintenant comment les
propositions ci-dessus s’interprétent en termes de cohomologie. Tout
d’abord, (2.1.5.9 (i)) assure que, si pour tout faisceau d’ensembles F sur
X, Tapplication H°(X, F)— H°(X,, F,) est bijective, alors, pour tout
faisceau de groupes F sur X, l'application H'(X, F)— H'(X,, F,) est
injective. Dans (2.1.5.11) la condition (iii)(a) signifie que cette condition
reste satisfaite aprés restriction a tout objet de X. La condition (iii)(b)
signifie alors que, pour tout SeOb(X) et tout P-groupe A sur S, 'applica-
tion injective H'(S, A)— H'(S,, A,) est également surjective. De (i) on
déduit que ceci implique que toute P-gerbe sur un objet S de X dont
I'image inverse sur S, est triviale est elle-méme triviale. Ceci assure que,
pour tout P-groupe commutatif A, I'application H*(S, A)— H*(S,, 4,)
est injective. Ceci assure également que, pour tout P-lien L, I'image
inverse de I'ensemble H?(S,, L,) des classes neutres de H2(S,, L,) par
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lapplication H?(S, L)— H?(S,, L,) est H*(S, L), ce qui est encore un
résultat «d’injectivité». En résumé, d’un résultat de bijectivité pour les
H',i=0, 1, stable par localisation, on déduit un résultat d’injectivité pour
H?.Les résultats ci-dessus seront utilisés pour le théoréme de changement
de base propre, les hypotheses ne sont plus stables par localisation et
nous devrons utiliser une variante plus subtile de (2.1.5.11) dans laquelle
on «localise» grace a des morphismes entiers.

2.2. Morphismes d’une gerbe triviale dans un champ

Définition 2.2.1. Soient E un site, C un E-champ, SeOb(E) et 4 un
faisceau de groupes sur E.

(i) Un S-A-objet a opérateurs de C est un couple (x, u), ou xeOb(Cy)
et ol u: A5 — Autg(x) est un morphisme de faisceaux de groupes sur E g,
(AS=la restriction de A & E).

(ii) Si (x,u) et (y,v) sont deux S-A-objets a opérateurs de C on
désigne par

Homg 4(x, y) (resp. Homg ,(x, J’)) (1)

I'ensemble (resp. le faisceau) des S-morphismes x — y qui sont compa-
tibles avec les opérations de A4 (lesquels sont appelés morphismes d’objets
a opérateurs).

2.2.1.1. On définit de maniére évidente le champ des A-objets d opéra-

teurs de C
OPER(4; 0), )

les faisceaux (1) n’étant autres que les faisceaux de S-morphismes dans
celui-ci

2.2.1.2. On pose encore
Opér(4; C)=Lim(OPER (4; C)/E) (3)

et on 'appelle catégorie des A-objets a opérateurs de C. A isomorphisme
canonique pres elle s’'interpréte comme la catégorie des couples (x, u), ou
x est une section cartésienne de C et u: A — Aut(s) un morphisme de
faisceaux de groupes sur E. Si E admet un objet final e, on a comme
toujours une équivalence

Opér(4; C)—=> OPER(4; C),. 4)

2.2.1.3. Soit m: G— C un morphisme de champs. Soient encore
SeOb(E) et xeOb(Gy). On traduira le fait que m induit un morphisme de
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faisceaux de groupes ,
Autg(x) > Autg(m(x)) (I13.5.3)

en disant que m fait opérer Autg(x) sur m(x).

Théoréme 2.2.2. Soient C un E-champ, (G, s) une E-gerbe trivialisée

et posons
A= Aut(s). (1)

On a une équivalence de catégories
Cart;(G, C)—=> Opér(4; C) (2)

qui a tout E-morphisme de champs m: G — C associe (ms, u), ou ms est
la section image de s par m et ou u: Aut(s)— Aut(ms) est le morphisme
de faisceaux de groupes induit par m.

2.2.2.1. Nous laisserons au lecteur le soin de définir un morphisme de
E-champs
CART(G, C)—>OPER(4; C) 3)

qui sera une E-équivalence par une conséquence facile de la définition
(compatibilité avec la restriction a E 5, SeOb(E)).

2.2.2.2. Considérons la sous-catégorie pleine s de G dont les objets
sont les s(S), SeOb(E). Il est immédiat que le foncteur d’inclusion s — G
est bicouvrant (I 1.4.1) autrement dit que G est le champ associé a s. Par
la «propriété universelle» du champ associé (II2.1.1), le foncteur
Cart,(G, C)— Cart(s, C) est une équivalence et il reste & montrer que

le foncteur
Cart,(s, C)— Opér(4; C) 4)

est une équivalence de catégories, ce qui résulte aisément des définitions.

Corollaire 2.2.3. Sous les hypothéses de (2.2.2), soit m: G— C un
morphisme de champs. Soit encore

Aut(m) 1)

le faisceau des automorphismes de m dans le champ CART(G, C).Onaun
monomorphisme
Aut(m)— Aut(ms), awa(s), )

qui identifie Aut(m) au centralisateur du morphisme A= Aut(s)—
Aut(ms) induit par m.
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Ceci n’est que la traduction en termes de faisceaux de la remarque
suivante qui explicite en partie le fait que (2.2.2 (2)) est pleinement fidéle.

Corollaire 2.2.4. Sous les hypothéses de (2.2.2), soient m,n: G3 C
deux morphismes de champs et soient (x, u) et (y, v) leurs images par
(2.2.2(2)). Soit encore i: x — y un isomorphisme de sections cartésiennes.
Pour qu’il existe un isomorphisme de morphismes de champs I: m——n
tel que Ixs=i il faut et il suffit que i soit un A-morphisme c’est-a-dire
que le diagramme de faisceaux de groupes ci-dessous soit commutatif:

Aut(s) —%> Aut(ms)

\ J}m(i)

Aut(ns), (x=ms, y=ns).

Corollaire 2.2.5. (Compatibilité.) Soit f: C — C’' un morphisme de
champs, soit (G, s) une gerbe trivialisée et posons A= Aut(s). On a un
diagramme commutatif

Cart;(G, C)—=-> Opér(4;C)
F Jr* (1)
Cartg(G, C')—=-> Opér(4; C)),

ou les fléches horizontales sont les équivalences de (2.2.2(2)), ou F=
Cart.(G, f) et ou F’ est induit de maniére évidente par la composition
avec f: C—C'.

Corollaire 2.2.6. Soit (G, s) une gerbe trivialisée. Posons A= Aut(s).
On a une E-équivalence

P: G—TORS(E; A) 1)
P(x)=Isomg(s(S),x), xeOb(Gs), SeOb(E), )

ou P(x) est considéré comme un torseur a droite sous A%= Autg(s(S))
grace a la composition des morphismes.

2.2.6.1. On peut vérifier directement que la formule (2) «définit» un
morphisme de champs; il est plus rapide d’appliquer (2.2.2) et de définir P
(a isomorphisme unique pres) en lui imposant d’appliquer s sur la section
définie par le torseur trivial 4, et d’induire sur les faisceaux de S-auto-
morphismes I'isomorphisme 4= Aut(s)—— Aut,(A4,) défini par les
translations a gauche (1.2.7 (ii)).
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2.2.6.2. Dans les deux cas il est immédiat que P est bicouvrant (I1 1.4.1)
donc une équivalence (II 1.4.5). Donc, toute gerbe trivialisée est E-équiva-
lente (de maniére «essentiellement canonique») a la gerbe des A-torseurs.

2.2.6.3. Ayant défini (1) par (2.2.2), on en déduit la formule (2). En
effet, on a des isomorphismes canoniques

Isomg(s(S), x) —— Isomg(P(s(S)), P(x)) —— P(x) 3)

ou le premier est induit par P et ou le second est celui de (1.2.7 (1)). Le
composé est un isomorphisme de A-torseurs en vertu des conditions
imposées a P.

Le numéro suivant n’est qu’un long commentaire de la proposition
(2.2.2). De méme, les numéros S et 6 commentent le corollaire (2.2.6).

2.3. Objets tordus

Proposition 2.3.1. Soient E un U-site, C un E-champ et A4 un faisceau
de groupes sur E. Il existe un couple (Tw, i), unique a isomorphisme
unique pres, tel que

(i) Tw est un morphisme de champs

Tw: TORS(E, A)x fOPER(4,C)—> C, «twist», (1)

(i1) i est un isomorphisme de morphismes de champs
OPER(4; C)T(+, I) C )
wlAd,

ou A, est le torseur trivial et ou s(x,u)=x est le foncteur oubli des
opérations de A,

(iii) pour tout S€Ob(E) et tout A-objet (x,u) de Cg (2.2.1(i)), le
morphisme u: A — Autg(x) qui définit les opérations de A4 sur x est
égal au composé

A—> Aut,(4,) — Autg(Tw(Ay, (x, u))) > Autg(x) (3)

ou le premier morphisme est défini par les translations a gauche de A,
le second par le foncteur Tw et le troisiéme par 'isomorphisme i(x, u).

2.3.1.1. Soit T la sous-catégorie pleine du champ des A-torseurs
TORS(E, A)(1.7.1.1 (4)) dont 'unique objet de chaque fibre est le torseur
trivial. On a un morphisme de champs

st Tx ,OPER(4;C)— C (1)
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qui, & un objet (4,, (x, u)) associe x et qui, a une fléche (a, f), a: A,— A,
[ (x,u)— (y,v), associe le morphisme f-u(a)=v(a)-f, ou u(a) et v(a)
sont obtenus en identifiant a & un élément de A(S) grice aux translations a
gauche (1.2.7 (iii)). Soit maintenant Tw: TORS(E, A) x LOPER(4; C)— C
un morphisme de champs et soit Tw': T x ;OPER(A4; C)— C sa restric-
tion. On a une bijection canonique entre ’ensemble des isomorphismes
de morphisme de champs i': s'— Tw' et celui des isomorphismes de
morphismes de champs i: s—— Tw(A,, ) vérifiant la condition (iii) de
I’énoncé. La démonstration est facile: noter que T n’a qu’un objet dans
chaque fibre. Le théoréme a démontrer affirme donc l’existence et
'unicité d’un couple (Tw, i') prolongeant s'. Par la propriété universelle
du champ associé (112.1.1), on conclut en notant que Iinclusion
T x ;lOPER (A, C)->TORS(E; A)x (OPER (4, C) fait du second un
champ associé au premier. En effet, ce foncteur est bicouvrant (II 1.4.1)
car il en est ainsi de l'inclusion de T dans TORS(E; A) et la conclusion
résulte de (I 2.1.3 (ii)).

2.3.1.2. En résumé, on a défini Tw par la condition d’étre fonctoriel,
compatible avec la localisation (morphisme de champs) et par la
donnée pour tout A-objet (x, u) de C, d’un isomorphisme i(x, u): x ——
Tw(A,, (x, u)), fonctoriel en (x, u), compatible avec la localisation et tel
que (2.3.1 (3)) redonne les opérations de 4 sur x. Nous allons maintenant
caractériser individuellement les objets Tw (P, x).

Proposition 2.3.2. Soient E un U-site, C un E-champ, 4 un faisceau
de groupes sur E, SeOb(E), P un S-A-torseur sur E et x=(x, u), u: AS—
Autg(x) un S-A-objet a opérateurs de C.

(i) lexiste Pxe Ob(Cy), localement isomorphe & x et un A-morphisme
mp: P— Isomg(x, Px), 1)

ou A opére sur Isomg(x, Px) grace a u et & la composition des S-morphis-
mes.
(ii) Etant donné (*x, mp) comme dans (i) il existe un unique S-iso-
morphisme
Px = Tw(P, x) )

tel que (1) soit égal au compose
P—lIsom ,(A,, P)— Isomg(Tw(4,, x), Tw(P, X)) — Isomg(x,”x)  (3)

ou le premier morphisme est celui de (1.2.7 (i), le second est induit par
le morphisme de champs Tw et le troisiéme par les isomorphismes (2)
et i(x): x ——>Tw(Ay, x) (2.3.1(2) et 2.3.1.2).
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(iii) (Opérations adjointes). Sous les conditions de (ii), le morphisme
de faisceaux de groupes

Aut(P)— Autg(Tw(P, x)) @

induit par le morphisme de champs Tw (2.3.1 (1)) est identifié par (2) au
morphisme adjoint (1.4.8)

ad(P)— Auts(’x), (ad(P)=Aut,(P)), ()

du morphisme de torseurs (1).

2.3.2.1. Soit PxeOb(Cy). D’aprés (1.4.6 (iii)), 'existence d’un A-mor-
phisme m,: P— Isomg(x, ’x) implique que Isomg(x, Fx) est un Autg(x)-
torseur, donc que Px est localement isomorphe a x. De plus, (loc. cit.),
la donnée d’'un A-morphisme m, équivaut a celle d’un isomorphisme de
Autg(x)-torseurs

P A Autg(x)— Isomg(x, Px). (6)

Prouvons (i), et pour cela posons Fx= Tw(P, x) et prenons pour m, le
composé (3). Il suffit de vérifier que (3) est un A-morphisme, ce qui résulte
de (2.3.1 (iii)), comme on voit en explicitant et en utilisant le fait que Tw
est un foncteur. Prouvons (ii). D’aprés (6), on aura un isomorphisme
canonique de Autg(x)-torseurs

Isomg(x, ’x) —— Isomg(x, Tw(P, X)) 7

donc, d’aprés (2.2.6) un unique S-isomorphisme j: Fx —— Tw(P, x) tel
que la composition avec j induise (7), ce qui n’est autre que la condition
de (i1).

2.3.2.2. Il reste a prouver (iii). Par définition, (5) est le morphisme de
groupes v caractérisé par la condition que (1) soit un v-morphisme. Il
suffit donc de vérifier que (4) posséde cette propriété. Par définition de
I'isomorphisme (2), cela revient a dire que (4) est le morphisme adjoint
(1.4.8) de (3), ce qui résulte du fait que Tw est un foncteur. On appelle
opérations adjointes celle que définit (5).

Définition 2.3.3. Sous les hypothéses de (2.3.2), on appelle objet tordu
de x par P sous I'action de 4 un couple (*x, mp), xeOb(Cg), ot mp: P—
Isomg(x,”x) est un A-morphisme.

2.3.3.1. On n’oubliera pas que le groupe adjoint ad(P) de P opére
naturellement sur objet tordu ©x (2.3.2 (iii)). Soit f: x — y un morphisme
de S-A-objets de C. Si Fx et Py sont des objets tordus de x et y par P,
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on notera
f: Px—Ty 1)

le morphisme déduit de Tw(idp, /) par les isomorphismes (2.3.2(2)) et
on l'appellera morphisme tordu de f par P. 1l est compatible avec les
opérations adjointes puisque celles-ci peuvent se définir grace au foncteur
Tw. Pour calculer *f sans recours au foncteur Tw, on note qu’il est
caractérisé parmi les S-morphismes *x — Py par la condition que le carré
ci-dessous soit commutatif

P—">lsomg(x,Fx)
D
Isomg(y,Py)—— Isomg(x,"y)
ou m et n définissent respectivement les structures d’objet tordu Px et Py

et ou f et f sont induits par la composition, avec f et £f. Signalons dés
maintenant que I'application

Homs,A(x’ )’) — HomS. ad(P)(sz Py)’ f'_> Pf’ (3)
est bijective (2.3.4 (i)).
Proposition 2.3.3.2. Sous les hypothéses de (2.3.2), soit (°x, mp) un

objet tordu de x par P. Pour tout zeOb(Cg) on a des isomorphismes
fonctoriels en z

Homg(x, z) A P°—=> Homg(Px, z) —— Hom ,(P, Homg(x, z)) (1)
PA Homg(z, x) —— Homg(z,’x) —=> Hom ,(P°, Homg(z, x))  (2)

qui sont compatibles avec les opérations de Autg(z) (resp.ad(P))
définies par la composition des morphismes (resp. et par les opérations
adjointes).

2.3.3.3. Notons déja que, par passage aux sections, ces isomorphismes
caractérisent I'objet tordu Px par quatre propriétés universelles dans la
catégorie fibre Cg. Par ailleurs ils sont décrits en utilisant seulement
(Px, mp), sans recours au foncteur Tw. Nous nous contenterons de donner
une démonstration pour 'un d’entre eux. L’accouplement de composition
(12.6.3.2(2):

Isomg(x,Px) x Homg(z, x) » Homg(z,%x),  (a,b)wab, 3)
induit, grace a mp: P— Isomg(x, ©x), un morphisme

P x Homg(z, x) > Homg(z, Fx) (G
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qui, par associativit¢ de la composition dans Cg, passe au quotient
(1.3.1.1(1)) et définit un morphisme

P AHomg(z, x) = Homg(z, Px). (5)

On vérifie aisément que (5) est un isomorphisme, en utilisant la définition
d’un torseur. Par ailleurs (5) est compatible avec les opérations de
Autg(z) car la composition «a droite» commute a la composition
«a gauche» (associativité). Enfin (5) est compatible avec les opérations de
ad(P) car le morphisme (2.3.2 (5)) qui définit les opérations adjointes de
ad(P) sur Px est compatible avec m,.

2.3.3.4. Pour références ultérieures, notons que si A opére trivialement
sur x, on définit canoniquement une structure d’objet tordu sur x en
prenant pour mp: P— Isomg(x, x) le morphisme dont I'image est la
section définie par le morphisme identique de x.

Proposition 2.3.4. Soient E un U-site, C un E-champ, A un faisceau
de groupes sur E et P un A-torseur. On a un morphisme de champs

Tw?: OPER(4; C)— OPER (ad(P); C), 1)

ou TwP(x) est 'objet Tw(P, x) muni des opérations adjointes (2.3.2 (iii)).
De plus, on a ce qui suit.

(i) Tw® est une E-équivalence.

(i) Si (C,Q,B) et (B,P,A) sont deux bitorseurs et si (C,R, A),
R=Q R P, est leur produit contracté, on a un isomorphisme canonique de

morphismes de champs
TwR — Tw?. Tw?. (2)

2.3.4.1. Pour définir correctement TwF, on considére P comme une
section cartésienne P du champ des A-torseurs sur E (1.7.1.3 (8)) et, pour
tout SeOb(E) et tout S-4-objet a opérateurs x de C, on prend pour
Tw®(x) T'objet Tw(P(S), x) muni des opérations adjointes. Pour tout
S-A-morphisme f: x —y, on pose Tw®(f)= Tw(idp ), ), ce qui est licite
car ce morphisme est compatible avec les opérations adjointes (2.3.3.1).
Il reste & vérifier que Tw” est un morphisme de champs, autrement dit
est compatible avec la localisation, ce qui est aisé. Pour prouver (i), il
suffit évidemment de prouver (ii), mais 'on peut également noter que si
P=A, le foncteur Tw” est canoniquement isomorphe a Iidentité en
vertu de la définition méme de Tw (2.3.1). Par suite, Tw’ est localement
isomorphe a lidentité d’ou I'on déduit que c’est une E-équivalence en
utilisant par exemple [D 6.16].
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2.3.4.2. Pour prouver (i), il faut définir, pour tout S-4-objet x de C
un isomorphisme compatible avec les opérations adjointes

Rx—9("x). €)
D’apreés (2.3.3.2(5)), on a des isomorphismes
Homg(x, 2(Px))—> @ A Homg(x, ?x)—— Q A (P A Homg(x,x))  (4)
dont le composé induit un isomorphisme

Isomg(x, 2(*x)) —— Q A P A Autg(x), )

qui, d’aprés (2.3.2(ii)), fournit I'isomorphisme (3) cherché. Il reste a
vérifier que (3) satisfait a certaines conditions de compatibilité, ce qui est
laissé au lecteur.

Remarque 2.3.5. Nous désignerons également par
PAx (=Px=Tw"(x) (1)

I'objet tordu de x par P, ce qui permet d’écrire plus agréablement la
formule (3): 5 A R
(QRP)Ax—>QR(PAx). @)

Le commentaire suggéré par la formule (2.3.3.3 (5)) est laissé au lecteur.

Exemple 2.3.6. (Torsion de faisceaux d’ensembles.) La notation que
'on vient d’introduire est en accord avec celle adoptée pour le produit
contracté de deux faisceaux a groupes d’opérateurs. En effet, soit X un
faisceau d’ensembles sur E ou opére a gauche un faisceau de groupes A.
Pour tout A-torseur P le morphisme

& Polsom(X,PAX), &)=, x), (1)

ou (p, x) est I'image de (p, x) par Px X — P A X, munit P A X d’une struc-
ture d’objet tordu de X par P comme il résulte de (1.6.3 (ii)). On vérifie
de plus que les opérations adjointes de ad(P) sur I'objet tordu sont
obtenues par passage au quotient a partir des opérations de ad(P) sur
P. Le foncteur Xw»P A X étant une équivalence de catégories (2.3.4)
(1.6.7), transforme groupes en groupes. Notons a ce propos que d’apres le
calcul des limites projectives dans le topos des A-objets de E (1.2.8), un
groupe de celui-ci est essentiellement un faisceau de groupes sur lequel
A opére par automorphismes de groupes. Explicitons le calcul du «groupe
tordu» dans un cas particulier important.
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Proposition 2.3.7. (Torsion de faisceaux de groupes.) Soient E un
U-site et u: A — B un morphisme de faisceaux de groupes
(i) Pour tout A-torseur P il existe un unique morphisme de faisceaux
d’ensembles
f: P—lsom,(4,ad(P)) 8))

tel que f(p)(a)(pa’)=paa, peP(S), a,a’€ A(S), SeOb(E). De plus, f
munit ad (P) d’une structure d’objet tordu de A par P (dans le champ des
faisceaux de groupes) 4 opérant sur lui-méme par automorphismes
intérieurs. D’ou un isomorphisme

ad(P)—"A.

(i) Pour tout A-torseur P, le morphisme de faisceaux de groupes
Py: P4 PB obtenu en tordant u par P (2.3.3.1) s’identifie au morphisme
adjoint

ad(m): ad(P)—ad(Q) (1.4.8) )

du morphisme naturel m: P — Q, ou I'on a pos¢ Q=P AB.

2.3.7.1. La preuve de (i) se réduit a des vérifications triviales, ainsi que
celle de (ii), quand on précise que I'on identifie B et 2B par transitivité
de la torsion (2.3.5(2)), puis 2B et ad(Q) par (i).

2.3.7.2. Il nous sera utile d’avoir noté que I’on peut caractériser (1) par
la condition que le composé

Isom,(4,, P)—— P—L> Isom,,(4, ad(P)) (3)

soit le morphisme m ad(m), (m: A,— P), ou i est I'isomorphisme
(1.2.7 (1)): i(m)=m(e).

Corollaire 2.3.8. Soient C un E-champ, 4 un faisceau de groupes sur E,
x un A-objet & opérateurs de C et Px I'objet tordu de x par P sous I'action
de A. Le morphisme ad (P) — Autg(*x) qui définit les opérations adjoin-
tes (2.3.2 (iii)) s’'obtient en tordant par P le morphisme de faisceaux de
groupes u: A — Autg(x) qui définit les opérations de A sur x.

Résulte immédiatement de (2.3.7) et de la définition des opérations
adjointes (2.3.2 (iii)). Ayant étudié ce qu’il advient du foncteur Tw quand
on y fixe le premier argument, fixons le second.

Proposition 2.3.9. Soient E un U-site, C un E-champ, 4 un faisceau
de groupes sur E et (x, u) un A-objet a opérateurs de C.
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(i) 11 existe un morphisme de champs
Tw,: TORS(E, 4)— C @
et un isomorphisme compatible avec les opérations de A
i: Tw,(4)——x. )
Le couple (Tw,, i) est unique a isomorphisme unique pres.
(ii) Soit f: (x, u)— (y, v) un morphisme de 4-objets de C. Il existe un
unique morphisme de morphismes de champs
Tw,: Tw,— Tw, 3)
tel que Tw,(A) s’identifie a f par (2).
Cet énoncé n’est autre que (2.2.2) appliqué a la gerbe des A-torseurs,
trivialisée par la section définie par le torseur trivial 4;. On dira parfois

que Tw, est le foncteur torsion de x sous ’action de A. D’apres I'assertion
d’unicité de (i), on peut poser

Tw,(P)=Tw(P,x), (=PAx="x), @
ou Tw est le foncteur de (2.3.1), car la condition (iii) de (2.3.1) signifie
précisément que i(x): Tw(A,, x) —— x (2.3.1 (2)) est compatible avec les
opérations de A sur Tw,(A4,) définies par fonctorialité a partir des

translations & gauche et les opérations de A4 sur x. On calcule de méme
Tw, grace a Tw.

Corollaire 2.3.10. Soient C un E-champ, T, T': TORS(E, A) 3 C deux
morphismes de E-champs et P un A-torseur. L’application

Hom(T, T') — Hom y (T(P), T'(P)),  mi>m(P), (1)
est bijective, ou I'on fait opérer ad (P) par fonctorialité.

Ceci résulte a nouveau de (2.2.2), en prenant pour origine dans
TORS(E, A) la section définie par P.

Proposition 2.3.11. (Principe de compatibilité.) Soient m: C— C’ un
morphisme de champs, 4 un faisceau de groupes sur E et P un A-torseur.
Pour tout 4-objet x de C, on a un isomorphisme canonique, compatible
avec les opérations adjointes

m(P A x)—> P A m(x). (1)
Pour donner un sens a cet énoncé, on fait opérer A sur m(x) et ad(P)

sur m(P/A{x) par fonctorialité. Soit p: P— Isomg(x, Fx) le morphisme
qui définit la structure d’objet tordu de P Ax. En composant p avec le
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morphisme Isomg(x, P Ax)—“s1so mg(m(x), m(P A x)) on obtient un
morphisme compatible avec les opérations de A et ad (P). En effet, p est
compatible avec les dites opérations (par définition) et u aussi, car m est
un foncteur. Par (2.3.2), le composé u p définit donc I'isomorphisme (1)
cherché. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter les propriétés de
fonctorialité et de compatibilité avec la localisation dont jouit (1): elles
s’expriment commodément en termes du morphisme de champ Tw de
(2.3.1) et de ’'analogue relatif a C'.

2.4. L’ensemble pointé H'(A4) associé a un faisceau de groupes

2.4.1. Soit E un U-site. Pour tout U-faisceau d’ensembles A sur E on
pose HO(E, A)=lim A (1)
que l'on notera parfois H°(A4) et qui est canoniquement isomorphe a

Homy(e, A), ou e est le faisceau final. L’application associée a une fleche
u: A— B de E sera désignée par

H°(E,u): H°(E,A)— H°(E,B) ou u'®: H°(4)— H°(B) 2)
¢'il n’y a pas d’ambiguité sur E.

On appelle ensemble pointé un couple (X, x), xe X.

Définition 2.4.2. Soit 4 un U-faisceau de groupes sur un U-site E.
On désignera par
HYE,A) oupar HA) (1)

Pensemble des classes & isomorphisme prés de A-torseurs sur E (c’est-a-
dire de A-torseurs du topos E (1.7.1)) pointé par la classe du torseur
trivial 4,, appelée classe unité.

2.4.2.1. On obtient un foncteur défini sur la catégorie des faisceaux de
groupes, a valeurs dans celle des ensembles pointés en associant de plus
A tout morphisme de faisceaux de groupes u: A— B le morphisme
d’ensembles pointés

HY(E,u): H\(E, A)— HY(E, B) aussinot¢ u: H'(4)—H'(B) (2)

défini par le foncteur extension du groupe structural (1.4.6).

2.4.2.2. Daprés (1.4.6 (iii)), si xe H'(A) et ye H'(B) sont les classes de
torseurs X et Y sous A et B, la relation

u®(x)=y ©)

équivaut a I'existence d’un u-morphisme de torseurs X — Y.
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Remarque 2.4.3. On notera que 'ensemble H®(E, A) appartient 4 U
car E admet une U-famille de générateurs topologiques (0 1.6) et qu’il
est indépendant de 'univers.

Nous montrerons plus bas (3.6.6.1) que H!(E, A)eU mais nous
pouvons déja remarquer qu’il ne dépend pas de U car un A-torseur P a
valeurs dans un univers V> U est nécessairement isomorphe a un U-
faisceau puisque P(S)=0 ou P(S)~ G(S), SeOb(E).

Remarque 2.4.4. Si 4 et B sont deux faisceaux de groupes sur E, on a
une E-équivalence

TORS(E; A x B)—=>TORS(E; 4) x ;TORS(E; B) (1)

dont les composantes sont les foncteurs extension du groupe structural
relatifs aux projections de 4 x B. En effet, on obtient un E-quasi-inverse
de (1) en associant a tout couple (P, Q), ou P est un A-torseur et Q un
B-torseur, le produit P x Q muni des opérations évidentes de A x B. On
peut aussi noter que (1) est une E-équivalence car il est visiblement
bicouvrant (I1 1.4.5). 1l en résulte que le foncteur 4+ H(A) respecte les
produits finis donc transforme groupes en groupes. En explicitant on
trouve ce qui suit.

Proposition 2.4.5. Soient E un U-site et 4 un faisceau de groupes
abéliens. L’ensemble sous-jacent & H'(E, A) est muni d’une structure de
groupe abélien dont I’élément neutre est le point marqué de H(E, A).
De plus

(i) Si P et Q sont deux A-torseurs, le produit des classes de P et Q

est celle du produit contracté PA Q, c’est-a-dire du quotient de P x Q
par A opérant par

PxQxA—>PxQ, (pg,a)~(paqga?), 1)

les opérations étant obtenues par passage au quotient a partir de
PxQxA—PxQ, (p,g,a)~(paq). 2

(i) L’inverse de la classe d’un A-torseur P est celle de 'opposé P de
P(1.13 et 1.5.7).

2.4.5.1. On rappelle de plus que, par un raisonnement général, si
u: A— B est un morphisme de faisceaux de groupes abéliens (i.e. de
groupes de Fagr(E)) I'application u® est un morphisme de groupes. Le
groupe H'(E, A) s’identifie canoniquement a celui défini en algébre
homologique (3.5.4).
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Définition 2.4.6. (Localisation.) Soient E un U-site, SeOb(E) et A
un U-faisceau d’ensembles (resp. de groupes) sur E. On posera

H°(E5, A)=H°(E 5, AS)~Homg(&(S), A) (1)
HY(E; 5, A)=H'(E 5, A%); 2

ou E s est muni de la topologie induite (03.1.4) et ou A% désigne la
restriction de A & E 5.

2.4.6.1. Donc H'(E 5, A) est I'ensemble des classes a isomorphisme
prés de A® torseurs sur le site E,5, canoniquement isomorphe d’aprés
(1.7.1.2) a 'ensemble des classes a isomorphisme prés de &(S)-A-torseurs
du topos E.

2.4.6.2.Si f: T— Sest une fléche de E, la composition avec le foncteur
E ;: E;— E induit un morphisme de topos (E ) —(E ;) , d’'ou une

application H'(E;g, A)— H'(E1, A). )

Si on interpréte un élément de H'(E 5, A) comme la classe d’un &(S)-A4-
torseur P de E, son image par (3) est la classe du &(T)-A-torseur déduit
de P par le changement de base &(T): &(T) — &(S), car (1.7.1.2 (6)) est un
morphisme de champs, donc est «compatible» avec les foncteurs image
inverse définis par f: T— S.

2.4.6.3. Les morphismes (3) permettent de définir un préfaisceau
d’ensembles pointés

H'(4) par H'(A)(S)=H'(E;, A). @

En associant a un A-torseur P sur E ses restrictions aux E g, SeOb(E),
on définit une application

HY(E, A)— lim H(4) (5)

qui est bijective si E admet un objet final. Enfin, puisque tout torseur est
localement trivial, le faisceau associé a H'(A) est le faisceau final.

Remarque 2.4.7. (Fonctorialité par isomorphisme.) Par fonctorialité,
le groupe Aut(A) des automorphismes du faisceau de groupes 4 opére
dans H'(A) en respectant le point marqué et, si 4 est abélien, la loi de
groupe de H'(A). Soient P un A-torseur, pe H'(A) sa classe et ue Aut(A).
L’image de p par u'V: H'(A) — H'(A) est la classe du A-torseur P~ obtenu
en faisant opérer A sur P par (p,a)— pu~'(a). En effet, le morphisme
identique de P est un u-morphisme P — P*™', (2.4.2.2).
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Plus généralement, si u: 4 —— B est un isomorphisme de faisceaux de
groupes sur E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de

E-champs OPER(E; A)3OPER(E;B) (l.1.6et7)

entre le foncteur extension du groupe structural suivant u: 4 — B et le
foncteur restriction du groupe structural suivant u=': B— 4.

Corollaire 2.4.8. Soient A un faisceau de groupes sur un site E. Soit
aeHO(E, A) et soit Int(a) Pautomorphisme intérieur défini par a. L’appli-
cation Int(a): H(4) — H'(A) est lidentité.

Posons u=1Int(a). Avec les notations de la remarque précédente, il
suffit de remarquer que le morphisme P— P*"’, pr>pa, est un A-
morphisme.

2.5. Classification d’objets localement isomorphes a un objet donné

Théoréme 2.5.1. Soient E un U-site, S un objet final de E et C un
E-champ. Soit encore xeOb(Cy), posons A= Autg(x) et désignons par
C(x) la sous-gerbe maximale de C engendrée par x (2.1.3.2). On a une
E-équivalence de gerbes

C(x)—=>TORS(E; 4), (y/T)wIsomg(x", y); 1)

le foncteur torsion de x sous I'action de A4 (2.3.9 (1)) est quasi-inverse du
précédent.

2.5.1.1. On choisit une section cartésienne s de C telle que s(S)=x
et I’on définit (1) par (2.2.6), la formule (1) n’étant qu'un commentaire un
peu imprécis, (ou xT désigne 'image inverse de x par le morphisme final
T— S). Par définition, le composé du foncteur torsion Tw, et de (1)
applique x sur lui-méme et induit sur les faisceaux de S-morphismes le
morphisme identique. Par (2.2.2) il est donc canoniquement isomorphe
au foncteur identique de C(x), d’ou la conclusion.

2.5.1.2. Puisque (1) est une E-équivalence, il induit un isomorphisme de
préfaisceaux d’ensembles entre H'(A) et le préfaisceau

Obis(C(x)), (2.1.3.3(1)), 2

des classes a T-isomorphisme prés d’objets localement isomorphes a x”.
En particulier on a ce qui suit.

Corollaire 2.5.2. Sous les hypothéses de (2.5.1).

(i) On a une bijection canonique entre ’ensemble des classes a
S-isomorphisme prés d’objets de Cg localement S-isomorphes a .x et
'ensemble H!(E, A), qui applique la classe de x sur I’élément marqué.
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(ii) Soit encore u: A’ — A un morphisme de faisceaux de groupes sur E
(qu1 fait donc opérer A’ sur x). Pour tout A'-torseur P, la classe de

PAx est I'image par u™): H'(4))— H'(A) de celle de P.

L’assertion (i) résulte de la proposition en notant que H!(E, A)=
H'(E g, A), puisque S est objet final de E. De méme pour (ii), en utilisant
de plus (2.3.5(2)). La bijection de (i) est donc définie en associant & un
y€eOb(Cgy) localement isomorphe a x la classe de Isomg(x, y), qui est
un A-torseur a droite sous A= Autg(x) opérant par composition des
morphismes. La bijection inverse s’obtient en associant a un A-torseur

P I'objet tordu P A x, (23.3 et 2.3.5).

Corollaire 2.5.3. (Compatibilité.) Sous les hypothéses de (2.5.1), soit
m: C— C' un morphisme de E-champs. Posons y=m(x), B= Autg(y)
et notons u: A — B le morphisme induit par m.

(i) Si x'eOb(Cy) est localement isomorphe a x, la classe de m(x’)
est 'image de celle de x’ par

uV: H'(A)— H'(B).

(ii) Six'eOb(Cy) est localement isomorphe a x et si Q est un B-torseur,
pour que la classe de Q soit celle de m(x’) il faut et il suffit qu’il existe un
u-morphisme de torseurs Isomg(x, x') — Q.

Bien entendu, (ii) est une consequence triviale de (i), qui résulte du
fait que I'on a un isomorphisme canonique de morphismes de champs,
rendant commutatif le carré:

C(x)—"—>C'(y)

L 0

TORS(E; A)—— TORS(E; B),

ou m’ est la restriction de m: C — C’ aux gerbes engendrées par x et y
ou les fléches verticales sont les équivalences de (2.5.1(1)), et ou T est
le foncteur extension du groupe structural. En effet, il suffit d’appliquer
(2.2.2).

Corollaire 2.5.4. Sous les hypothéses de (2.5.1), soit I: 4 — Aut(A4) le
morphisme de faisceaux de groupes défini par les automorphismes
intérieurs. Si y est un objet de Cg localement isomorphe a x, le faisceau
de groupes Autg(y) est localement isomorphe & Autg(x)= A et sa classe
dans H'(Aut(A)) est 'image de celle de y par I'application induite par I

H'(A)— H'(Aut(4)).
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En effet, il suffit d’appliquer le corollaire précédent au morphisme de
champs
C*"—>FAGR(E), (x/S)w Autg(x).

Bien entendu, on a mieux: posant P =lsomg(x, y),le morphisme identique
de P munit y d’une structure d’objet tordu de x par P, donc (2.3.8)
Aut(y) d’une structure de faisceau de groupes tordu de A par P (A opérant
sur lui-méme par automorphismes intérieurs).

2.6. Changement d’origine

Proposition 2.6.1. Soient E un U-site, 4 un faisceau de groupes et P
un A-torseur.

(i) On a une E-équivalence de gerbes
O,: TORS(E, A)—TORS(E, ad(P)) 1)

ol @p,= Tw, est le foncteur torsion (2.3.9 (1)) du ad (P)-torseur a droite
P° (1.5.5) sous l'action de A. Pour tout A-torseur X, on a

0,(X)=X AP°—=>Hom,(P,X) (1.64). @)

(ii) Soient encore S un objet final de E, C un E-champ et (x, u) un
S-A-objet de C (2.2.1). Posons

y=PAx (23.5). 3)

On a un isomorphisme canonique de morphismes de champs i rendant
commutatif le diagramme

TORS(E; A) T—WC) C
@Pl Twy
TORS(E; ad(P))

ou Tw, (resp. Tw,) est le foncteur torsion (2.3.9) de x (resp. y) sous I'action
de A (resp. sous l'action de ad (P) définie par (2.3.2 (iii))).

D’aprés (2.3.9), O, est défini par @,(4,)=P° et par la condition
d’induire I'identité sur A quand on identifie celui-ci au faisceau des
A-automorphismes de 4, et au faisceau des ad (P)-automorphismes de
P°. La formule (2) résulte de (2.3.9 (4)) (2.3.6) et (1.6.4). Par ailleurs, Tw,
est le foncteur torsion de y sous I’action de ad(P) (2.3.9). On a donc un
isomorphisme Tw (P%)~ P° *\” y~ x, les opérations de 4= Aut,p (P
sur x ainsi obtenues n’étant autres que les opérations données. On en
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déduit que Tw, - @, est un foncteur torsion de x sous I'action de 4 donc
est canoniquement isomorphe a Tw, (2.3.9 (i)). Il reste 4 montrer que
Op est une E-équivalence. On peut invoquer (II 1.4.5) car Oy est bi-
couvrant ou encore remarquer que

Opo: TORS(E; ad(P)) > TORS(E; A) “4)
est quasi-inverse de O, qui résulte du corollaire suivant.

Corollaire 2.6.2. Soient E un U-site, (C, 0, B) et (B, P, A) deux bitor-
seurs sur E. On a un isomorphisme canonique « de morphismes de champs
rendant commutatif le diagramme

TORS(E; A)—2%— TORS(E, B)

Or ‘1() 8o (1)
TORS(E, C)
ou 'on a pos¢ R=Q AP.
Remplacer dans (2.6.1) le champ C par TORS(E; C).
Remarque 2.6.3. Soient A4 un faisceau de groupes et P un A-torseur.

Désignons par
0p: H'(4A)—>H'(4), PA=ad(P), (1)

la bijection induite par @, (2.6.1(1)). L'image de la classe neutre est
celle de P° et I'image de celle de P est la classe neutre (2.6.1 (2)). Si A est
abélien il s’identifie canoniquement a ad(P) (1.5.7) et 'on a

0p(@)=q—p, qeH(A), )

si p désigne la classe de P.

2.6.3.1. Si I'on part d’une classe pe H'(A), le faisceau de groupes * 4,
ou P est un représentant de p, n’est défini qu’a isomorphisme non
canonique prés. Mais si m: P— Q est un A-isomorphisme I'isomorphisme
adjoint ad(m): ad(P)— ad(Q) induit, par fonctorialitt du H', une
bijection m: H'(*A)— H(®A) qui ne dépend pas de m en vertu de
(2.4.8); de plus on a

m-0p=0,, 3)

en vertu de (2.3.9 (ii)). Ceci autorise I’écriture

0p: H'(A)—>H'(°4), peH'(4), @)
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pour la bijection (1), étant entendu que I'on identifie les H 1(P4), pour les
représentants P de p, grice aux isomorphismes ci-dessus et que I’'on
note H!(?A) la valeur commune.

2.6.3.2. Soit u: A— B un morphisme de faisceaux de groupes et P un
A-torseur. Soit encore
Pu: PA-FB )
le morphisme obtenu en tordant u par P sous I'action de 4 opérant par
automorphismes intérieurs (2.3.3.1). On a un carre commutatif

H' (4) 2 H'(B)
op loq Q=PAB (6)

HI(PA) P—u(l)“) Ii1 (PB)
On rappelle (2.3.7) que I'on a identifié Py au morphisme ad(m): ad (P) —
ad(Q), ou m: P—Q, est le morphisme naturel, ce qui donne un sens a
notre assertion. La commutativité résulte aux moindres frais de la
commutativité 4 isomorphisme prés du diagramme de morphisme de
champs
TORS(E; A)— TORS(E; B)
o oo 0

TORS(E; ad(P)) — TORS(E; ad(Q))

[ou les fléches horizontales désignent I’extension du groupe structural
suivant u et Pu] laquelle résulte a son tour de (2.3.10), en notant que I'on

a P**X ad(Q)=Q°, puisque ad(m) est précisément défini par la condi-
tion m: P— Q soit un ad(m)-morphisme.

Corollaire 2.6.4. Soient E un U-site, C un E-champ, S un objet final
de E et enfin x et y deux objets localement S-isomorphes de Cg. Posons

A= Autg(x), B=Autg(y), P=Isomg(x,y). 8))

La composition des S-morphismes fait de P un B-A-bitorseur ce qui
donne un isomorphisme canonique B~ *4. De plus, pour tout zeOb(Cy)
localement S-isomorphe a x et y,on a

0p(8)=n

ou 0p: H'(4)— H'(PA) est la bijection de (2.6.3(1)) et ou EeHY(A)
(resp. neH'(PA)) est la classe de z quand on prend x (resp. y) comme
origine (2.5.2).
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Eneffet, £ (resp. n) est la classe du torseur Isomg(x, z) (resp. Isomg(y, z))
et la composition des S-morphismes induit un accouplement

Isomg(x, z) x Isomg(y, x) = Isomg(y, 2)

qui, compte tenu de l'isomorphisme évident P°~ lsomg(y, x), passe au
quotient (1.3.1) et définit un isomorphisme

A ~
Isomg(x, z) A P* —— Isomg(y, z)

qui prouve le corollaire par (2.6.1 (2)).

§3. La suite exacte en degré 1

3.1. Le premier opérateur cobord

Proposition 3.1.1. (Sections d’un quotient.) Soient E un site, 4 un
faisceau de groupes, X un faisceau d’ensembles sur E et m: X x4 - X
un morphisme faisant opérer 4 a droite sur X. Désignons par

¢: X—>Y (donc Y=X/A) (1)

le conoyau du couple pr;,m: X x A3 X.
(i) Le morphisme
XxA->Xx X 2)

de composantes pr, et m est un épimorphisme.

(i bis) Pour que deux sections s et t de X aient méme image par
q: X — Yil faut et il suffit que localement elles soient congrues modulo A.

(i) Soit P le quotient de I'ensemble des couples (P, p), [ou P est un
A-espace homogéne a droite (1.3.8) et p: P—X un monomorphisme
compatible avec les opérations de A], par la relation «il existe un A-mor-
phisme f: P— P’ tel que p' f=p». On définit une bijection

H°(E,Y)—>P (3)

en associant a toute section s de Y son image inverse par q: X — Y. On
définit la bijection inverse en associant a la classe de (P, p) l'image du
composé gp: X - Y.

3.1.1.1. Dans tout ce qui suit on travaille dans le topos E. Pour prouver
(i), considérons I'image R du composé¢ X x A —» X x ,X - X x X. Il est
immédiat que c’est une relation d’équivalence dans X. De plus, le quotient
X/R est Y car X x A— R est un épimorphisme. Il faut montrer que le
monomorphisme R — X x ,X est un isomorphisme. Or, puisque E est
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un topos, Y est également le quotient de X par la relation d’équivalence
définie par X x ,X. Puisque E est un topos, les quotients de X corres-
pondent «biunivoquement» aux relations d’équivalence et ceci prouve (i).

3.1.1.2. On en déduit que X est un espace pseudo-homogeéne sous A si,
et seulement si, Y=X/A est un sous-objet de I'objet final e de E, (a savoir
I'image de X — e). En effet, par définition (1.3.8) et par (i), la premicre
condition signifie que X x ,X =X x X, qui équivaut a la seconde par
largument déja invoqué. De méme, X est un espace homogéne si et
seulement si X/A~e.

3.1.1.3. Bien entendu (i bis) résulte immédiatement de (i). De méme,
de (i) et du fait que, dans un topos les épimorphismes sont universels
on déduit que si s: e — Y est une section de Y, limage inverse q~*(s) de s
par q: X — Y est un A-espace homogéne. Inversement, si (P, p) est un
couple comme dans (ii), le composé gp: P— Y se factorise par P/A~e
car p est un A-morphisme. D’ou une section s: e — Y de Y. Il est immédiat
que s est une image de qp, ce qui achéve de donner un sens a (ii). Il
reste a le démontrer ce qui est aisé.

Proposition 3.1.2. Soit 4 un faisceau de groupes opérant librement
(1.1.5) sur un faisceau d’ensembles X et soit Y=X/A4 le quotient de X
par A.

(i) Le morphisme X x A — X x yX (3.1.1 (2)) est un isomorphisme.
(i bis) Le préfaisceau quotient X /A est séparé.
(i ter) Le groupe H°(E, A) opére librement dans H®(E, X) et I'applica-
tion naturelle
H°(E, X)/H°(E, A)— H°(E, X/A) (1)
est injective.
(ii) On obtient une bijection entre H°(E, Y) et I’ensemble des classes

de sous-A-torseurs de X en associant 4 se H°(E, Y) son image inverse
par qg: X - Y.

3.1.2.1. Par définition, X x A — X x ;X est un monomorphisme et
par (3.1.1 (i) c’est un épimorphisme, d’ou (i). On en déduit immédiatement
(i ter) et méme, par localisation, que le morphisme naturel Y'— Y, ou Y’
est le préfaisceau quotient de X par A, est un monomorphisme, ce qui
prouve (i bis). Enfin (i) résulte de (3.1.1 (ii)) car tout sous-espace homogéne
de X est un A-torseur, car 4 y opére librement.

3.1.2.2. Si P est un A-torseur, p: P— X un A-morphisme (donc un
monomorphisme) et s: e — Y une section de Y= X/A4, pour que P soit



158 Chapitre I11. Torseurs. Cohomologie de degré 1

I'image inverse de s il faut et il suffit que le carré

X4y

P—>e

soit commutatif, auquel cas il est cartésien.

Définition 3.1.3. Soit 4 un faisceau de groupes opérant librement sur
un faisceau d’ensembles X. On appelle application cobord I'application

d: H°(E, X/A)— H'(E, A) (1)
obtenue en associant a toute section de X/A la classe de son image

inverse par la projection X — X/A.

3.1.3.1.Soient encore u: A — A’ un morphisme de faisceaux de groupes,
X' un faisceau d’ensembles ou A’ opére librement et m: X - X' un
u-morphisme. Le diagramme ci-dessous est commutatif
H°(X/A)—%> H'(A)
n(o)l lu(l) (2)
H°(X'/A")——~H'(A)
ou d et d sont les cobords et n: X/A— X'/A’ le morphisme déduit de
m par passage au quotient. Cela est clair.

Proposition 3.1.4. Sous les hypothéses de (3.1.3), soit q: X —Y,
Y = X/A, la projection.
(i) On a des applications

HO(X)—225 HO(Y) —4> HY(A). (1)

Pour qu’un élément x de H°(Y) appartienne & I'image de ¢'© il faut et
il suffit que d(x) soit la classe neutre.

(ii) Soit encore P un A-torseur et soit pe H'(A) sa classe. Pour que p
appartienne a I'image de d, il faut et il suffit que X A P° ait une section.

3.1.4.1. L’assertion (i) résulte immédiatement de (3.1.2.2).

3.1.4.2. D’aprés (3.1.2 (ii)), pour que p appartienne a 'image du cobord
il faut et il suffit qu’il existe un A-morphisme P — X. Par passage aux

sections, 'isomorphisme Hom (P, X)~ X AP°de (1.6.1) prouve donc (ii).
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3.1.4.3. On peut préciser (ii) en tordant par P le morphisme q: X — Y.
Soit g¢': X'— Y’ le morphisme ainsi obtenu (X’=X/A\P°, Y'=YA P9,
Puisque A opére trivialement sur Y, on a un isomorphisme canonique
i: Y—/—5Y"(23.34). Il est immédiat que 4’'=ad(P) opére librement sur
X'etqueq': X'— Y'est un quotient X'/A’, car il en est ainsi localement.
On a donc un diagramme

HO(X) " H°(Y) —%> H'(4)
| Jor @
H°(X')— o> HO(Y))—— HY(A))

ou la ligne du bas est relative & Y~ X'/A’ et ou 0, est la bijection de
(2.6.3(1)). Ce diagramme est commutatif. En effet, soit s: e— Y une
section de Y et Q son image inverse par q: X — Y. Par (3.1.2.2) on a un
carré commutatif a

XY

Lok

Q—e

ou tous les morphismes sont des A-morphismes puisque A opére triviale-
ment sur Y et e. Tordant ce carré par P (2.3.4) (2.3.6), on obtient un carré

commutatif ,
X4,y

| b

Q—e
et il est immédiat que s'=i(s), ce qui donne la conclusion par (3.1.2.2).

3.2. Cas d’un sous-groupe

Définition 3.2.0. Soient u: A — B un morphisme de faisceaux de
groupes et Q un B-torseur. On appelle relévement de Q a A un couple
(P, p), ou P est un A-torseur et p: P— Q un u-morphisme. Si (P, p) et
(P', p') sont deux relévements de @, un morphisme (P, p) — (P, p’) est un
A-morphisme f: P— P’ tel que p’ f=p.

On notera que tout morphisme de relévements est un isomorphisme.
Siu: A — B est un monomorphisme, deux relévements isomorphes le sont
canoniquement car, si (P, p) est un relévement de Q, alors p est un mono-
morphisme, puisqu’il en est ainsi localement.

Proposition 3.2.1. Soit u: A — B un monomorphisme de faisceaux de
groupes.
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(i) La catégorie Tors(E; A) des A-torseurs sur E est équivalente a la
catégorie des couples (Q, g), ou Q est un B-torseur et ou ge H°(E, Q/A).

(ii) Soit Q un B-torseur. L’ensemble H°(E, Q/A) est isomorphe a
I'ensemble des classes a isomorphisme prés de relévements de Q a A.

3.2.1.1. Soit P un A-torseur. Posons “P=P A B et soit Pu: P—"P le
morphisme naturel (1.3.6). L’image du composé P —*“P — “P/A est une
section p de “P/A (3.1.1.3). On définit donc un foncteur en associant a
tout A-torseur P le couple (“P, p). On obtient ainsi une équivalence de
catégories car P s’identifie & I'image inverse de p par la projection
“P—"“P/A, ce qui prouve (i).

3.2.1.2. L’assertion (ii) résulte de (3.1.2 (ii)), car si P est un A-torseur,
la donnée d’un u-morphisme p: P — Q (qui fait de (P, p) un relévement
de Q a A) équivaut d’aprés (1.4.6) a celle d’'un B-isomorphisme
PAB—50Q.

Proposition 3.2.2. Soit u: A — B un monomorphisme de faisceaux de
groupes et soit v: B— B/A la projection sur B. La suite d’ensembles
pointés

1— H°(4)—=— H°(B) —""— H°(B/A) ~*> H'(4) —“"— H'(B) (1)

est exacte.

3.2.2.1. Dans (1), le symbole 1 désigne I’ensemble pointé a un élément.
Ceci dit, la proposition résulte de (3.1.2 (i ter)) et (3.1.4). On rappelle a ce
propos qu'une suite de morphismes d’ensembles pointés L—*—~ M —t—> N
est dite exacte si I'image inverse par b de ’¢lément marqué de N est
I'image de a. De plus, puisque le foncteur H® commute aux limites pro-
jectives, v®) est un monomorphisme de groupes et, par (3.1.2 (i ter)), v'©
induit une injection H°(B)/H®(A)< H°(B/A).

Corollaire 3.2.3. (Exactitude en H°(B/A).) Par translations a gauche,
H°(B) opére sur H°(B/A). Le cobord d induit une injection
H°(B)\H°(B/A)— H'(A). (1)

De plus, I'image de (1) est I'ensemble des pe H'(A) tels que u®(p) soit la
classe neutre.

En effet, soient x et y deux éléments de H®(B/A) et soient X et Y leurs
images inverses par v: B— B/A. Désignons par T le sous-préfaisceau
de B défini par

T(S)={beB(S), v(S)(b) x°=y}, SeOb(E), 2)
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ou x5 et y® désignent les restrictions de x et y a S. En fait T est un faisceau
et les translations a gauche définissent un morphisme

T—lsom,(X,Y), t(x—tx). 3)

Celui-ci est un isomorphisme comme on voit en localisant et en supposant
que X a une section. Il en résulte que (1) est injective et la proposition
résulte de (3.2.2).

Corollaire 3.2.4. (Exactitude en H 1(A).) Soient P un A-torseur,
peH'(A) sa classe et Pu: P4 — 7B le morphisme de faisceaux de groupes
obtenu en tordant u: A — B par P sous I’action de 4 opérant par auto-
morphismes intérieurs (2.3.7). On a une bijection

H°(PB)\H°("B/?A)—— {p'e H(4) }u” (p)=u™® (p)}. (1)
En effet, on a un diagramme commutatif

H°(B)— H°(B/A) —%-» H'(A) —> H'(B)
Gpl lf’o 2
H(*B)— H°(*B/*A) — H'("A)— H'("B), Q=P AB,

ou la ligne du bas est définie car Pu est un monomorphisme (puisqu’il
est «égal» a u si P est trivial) et ou le carré de droite est défini par
(2.6.3.2(6)). 11 reste a appliquer le corollaire précédent.

Remarque 3.2.5. (Exactitude en H'(B).) Soit Q un B-torseur. D’aprés
(3.2.1 (ii)), pour que I'on puisse restreindre & A le groupe structural de Q
il faut et il suffit que Q/A4 ait une section. On notera que Q/A est un
espace homogéne a gauche sous ad(Q) qui peut s’obtenir de la fagon
suivante. Faisant opérer B sur B/A par translations a gauche, on peut
tordre ce dernier par Q. On trouve évidemment un isomorphisme
Q/A~9B/A), les opérations de ad (Q) sur ¢(B/A) obtenues par transport
de structure étant les opérations adjointes (2.3.3.1) (2.3.6).

3.3. Cas d’un sous-groupe invariant

3.3.0. On fixe dans tout ce numéro une suite exacte de faisceaux de

groupes
1>4A—*>B—*>C—1. (%)

On entend par 1a que u et v sont des morphismes de faisceaux de groupes,
que u est un noyau de v et que le morphisme de faisceaux d’ensembles
sous-jacents a v est un épimorphisme, ce qui entraine que v identifie C
au quotient de B par A.



162 Chapitre II1. Torseurs. Cohomologie de degré 1

Proposition 3.3.1. Soit 1 -4 —%>B—*»> C—1 une suite exacte de
faisceaux de groupes.

(i) La suite d’ensembles pointés

1 H%(A4) % HO(B)—* H(C)-% HY(A) "~ H'(B) "> H"(C) (1)

est exacte.
(ii) v'® est un morphisme de groupes dont le noyau est u(®.

L’assertion (i) résulte de (3.2.2) et (3.2.4). L’assertion (ii) résulte de (i)
et du fait que le foncteur H° commute aux limites projectives.

Remarque 3.3.2. Soit ce H°(C). L’image inverse X de ¢ par v: B— C
est ici un A-bitorseur, ce qui permet de définir

pxc, peHYA), ceH’(C), 5}

comme la classe du produit contracté P AX , ou P est un représentant
de p. Si c’eH®(C) et si X’ est son image inverse par v: B— C, la loi de
composition de B induit un morphisme X x X' — X", ou X" est I'image
inverse de c ¢'. Il est immédiat que ce morphisme induit un isomorphisme
de A-bitorseurs X A X'— X", d’ou l'on déduit que (1) fait opérer le
groupe H°(C) a droite sur H'(A4), ce qui va permettre d’améliorer la
proposition précédente.

Proposition 3.3.3. (Opérations de H°(C) sur H'(A4).) Sous les hypo-
théses de 3.3.1, le groupe H®(C) opére a droite sur H'(A) par la formule
(3.3.2(1)).

(i) Le cobord est compatible avec ces opérations, autrement dit on a

d(cc)=d(c)xc, ¢, ceH’C). (1)

(ii) Par automorphismes intérieurs, B opére sur 4 donc, par fonc-
torialité, H°(B) opére sur H'(A4), opérations désignées par

b(p)=H'(Int(b))(p), beH’(B), peH'(4), @

t qui vérifient .
et qui vérifien b(p)=pxc, c=v@@BY). 3)

(iii) (Exactitude en H°(C).) Pour tout pe H'(A), le stabilisateur de p
dans H°(C) est I'image du morphisme v'@: H°(B')— H°(C) ou v':
B'— C est le morphisme de faisceaux de groupes abtenu en tordant
v: B— C par un représentant P de p et en identifiant *C & C par (2.3.3.4)
puisque A opere trivialement sur C.



§ 3. La suite exacte en degré 1 163

(iv) (Exactitude en H'(A).) L’application u*) induit une injection

H'(4)/H°(C)— H'(B). @

3.3.3.1. Si x, y et z sont trois éléments de H°(C) vérifiant z=x y, et si
X, Y et Z sont leurs images inverses par v: B— C, la loi de composition

de B induit un A-isomorphisme X AY— Z, d’ou, pour tout A-torseur P,
un A-isomorphisme P A X A Y— P A Z, ce qui prouve  la fois que H °0)
opére sur H'(A) et la formule (1).

3.3.3.2. Prouvons (3). L’image inverse de c parv: B— Cest X =Ab~!
=b~'A4. Par ailleurs, si P est un représentant de p, on définit un représen-
tant P’ de b(p) en faisant agir A sur P par

PxA—P, (p,ay—>pb~lab, (24.7).
Il reste a vérifier que le composé de
P—PxX, p(pb™),

et de la projection P x X — P A X définit un A-morphisme P'— P A X,
ce qui est immédiat.
Pour prouver (iii) et (iv) nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 3.3.4. Sous les hypothéses de (3.3.1), soient P un A-torseur et
A’'—*— B'—"— C la suite de morphismes de faisceaux de groupes obtenue
en tordant A —“» B—2- C par P. On a un diagramme commutatif, ou

Q=P ABet ou 0, et 0, sont définis par (2.6.3 (1))

v(0) uh e

H°(B)—~—— H°(C)—> H'(4) —“— H'(B) —“— H(C)

epl lag id (1)
» H°(C) % HY(4') 2 HY(B) —22 HY(C).

v’ (0)

H°(B)

De plus, si p désigne la classe de P, on a

Op(pxc)=d'(c), ceH’(C). )

3.3.4.1. Puisque A opére trivialement sur C, on identifie C’ & C par
(2.3.3.4). Si on calcule la suite tordue par (2.3.7), ceci signifie que u’ est
le morphisme ad(m), oo m: P—» Q=P ABest le morphisme naturel et
que v'=ad(n), ou n: Q — C, est le v-morphisme défini par la condition
que le composé nm: P— C, ait pour image la section unité. Ceci dit,
la suite 1 -A'—>B'— C—1 est exacte. En effet, on peut localiser,
supposer P trivial et on trouve alors la suite donnée. Ceci définit d’ dans
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la ligne du bas de (1). La commutativité de (1) résulte de (2.6.3.2 (6)) car
0, est I'identité d’aprés (2.6.1 (2)).

3.3.4.2. On notera que (1) ne reste pas nécessairement commutatif si
l'on y rajoute la fléche identique de H°(C). Cest ce qu’indique la formule
(2) que nous allons démontrer. Pour cela, désignant par X et X' les
images inverses de ¢ par v et v/, il nous suffira (2.6.1(4)) de trouver un
A-morphisme 4 o
PAX—> X' AP. 3)

Soient P - Q —— C,les morphismes utilisés dans (3.3.4.1) pour décrire
la suite exacte tordue. Le morphisme de faisceaux Px X — Q, (p, x)w»

m(p) x, définit un u-morphisme f: P AX— Q0. De méme, le morphlsme

X'xP—Q, (x,p)>xm(p), définit un wu-morphisme g: X’ /\P—»Q

D’aprés (3.2.1(ii)), il suffit de démontrer que les composés nf et ng
(qui «sont» des sections de C,) sont égaux. On vérifie qu’ils sont €égaux a c,
ce qui prouve (2).

3.3.4.3. Prouvons maintenant (3.3.3 (iii)). Par la formule (2), 1a relation
p x c=p signifie que d'(c) est la classe neutre, ce qui, par (3.3.1 (i)) appliqué
4 C=B//A, équivaut a c=v(b), beH°(B). On prouve de méme
(3.3.3 (iv)), en utilisant de plus la commutativité de (1).

Corollaire 3.3.5. (Exactitude en H'(B).) Sous les hypothéses de (3.3.1),
soit Q un B-torseur. Désignons par 1—» A'— B’— C’— 1 la suite exacte
obtenue en tordant par Q la suite exacte donnée. On a un diagramme
commutatif

u(® ()

HY(4)—“— H'(B) —“ H(C)
b o

HY(A) —a—> H'(B) —5a> H'(C)

ol R=Q A Cetou b, et 0, sont définis par (2.6.3 (1)).

3.3.5.1. Rappelons (2.3.7) que 'on calcule la suite tordue en prenant
v'=ad(n),oun:Q—>R=Q R Cestle morphisme naturel. La suite tordue
devant étre exacte par un raisonnement déja vu, on peut prendre pour
u': A'— B'lenoyaudev': B'— C'. Ceci dit, '’énoncé ne fait que reprendre
(2.6.3.2(6)) et permet de décrire les fibres de I'application v'V.

3.4. Cas d’un sous-groupe abélien ou central

Proposition 3.4.1. Soit 1 > 4A—*> B—Y> C— 1 une suite exacte de
faisceaux de groupes telle que A soit abélien.
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(i) C opére sur A grace aux automorphismes intérieurs de B, donc,
par fonctorialité, le groupe H°(C) opére sur H!(4) par automorphismes
de groupe, opérations notées

c(p), ceH°(C), peH\(A), 1)
et reliées a celles de (3.3.2 (1)) par
pxc=c Yp)+d(c), ceH’(C), peHY(A), )

le groupe H'(A) étant noté additivement.
(ii) Le cobord d: H°(C)— H'(A) est un morphisme croisé, autrement

dit d(ccy=c ~Y(d(c)+d(c)), ¢, ceHO(C). 3)

La formule (3), qui résulte de (2) et de (3.3.3 (1)), montre que le cobord
n’est pas nécessairement un morphisme de groupes. Prouvons (2) et pour
cela choisissons un représentant P et p et désignons par X I'image inverse
de ¢ par v: B— C. D’aprés (2.4.7), ¢ 1(p) est la classe du A-torseur
obtenu en faisant opérer 4 sur P par

PxA—P, (marnl(a), )

ou I est 'automorphisme de A défini par c. D’aprés (2.4.5), c~1(p)+d(c)
est donc la classe du quotient de P x X par A opérant par

PxXxA—->PxX, (nx,a)—(rxl(a),xu(@?), (5)

muni des opérations de A obtenues par passage au quotient a partir de
PxXxA—>PxX, (mx,a)—(n,xu(a). (6)

Par ailleurs, p x c est la classe du quotient de P x X par A opérant par
PxXxA—>PxX, (nx,a)(ra,u(@’)x), W)

muni des opérations de A obtenues par passage au quotient a partir de
celles de (6). On conclut en notant que (5) se déduit de (7) par 'auto-
morphisme I de A4 car, par définition de X, on a

u(I(a))=xu(a)x".

Corollaire 3.4.2. Sous les hypothéses de (3.4.1), si P est un A-torseur,
la formule (3.3.4 (2)) devient (avec les mémes notations)

d(c)—d'()=p—c~'(p), peH'(A), ceH’(O), (1

ou p est le classe de p.
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En effet, dans ces cas, on a (2.6.3 (2))
0p(@)=q—p, 0p: H(A)—>H"(A), 2
ce qui prouve (1) par (3.4.1(2)) et (3.3.4(2)).

Proposition 3.4.3. Soit 1 >4 —*»B—*>C—1 une suite exacte de
faisceaux de groupes telle que A soit central.

(i) La suite
1—H°(A)—H°(B)—H®(C)—>H'(4) (1)
est une suite exacte de groupes.
(i) On a
pxc=p+d(c), peH'(A), ceH°(C), )
ol p x ¢ est défini par (3.3.2 (1)).
(iii) L’application vV: H(A4) — H*(B) induit une injection du groupe
quotient H*(4)/H°(C) dans H'(B).

Par (3.4.1 (3)), le cobord est un morphisme de groupes, d’ou (i), par
(3.2.2). On a (ii) par (3.4.1 (2)), d’ou (iii) par (3.3.3 (iv)).

Remarque 3.4.4.- Supposant encore que A est central dans B, on a
pour tout B-torseur Q, un morphisme de faisceaux de groupes

u: A—ad(Q), u'(a)(g)=qula), 1)

qui fait opérer A dans Q par B-automorphismes. Ceci permet, pour tout

A-torseur P, de définir le produit contracté P A Q, lequel est un B-torseur
de fagon naturelle. On notera

p-q, peH'(A), qeH'(B), )

la classe de P A Q si p et g désignent celles de P et Q.

3.4.4.1. Le groupe B opére par automorphismes intérieurs sur la
suite 4 —%— B —*— C. En tordant celle-ci par Q on trouve une suite exacte

154—4>B Y5 (C'—1 N )]

car B opére trivialement sur A. Il est aisé de vérifier que si '’on identifie
B’ a ad(Q) comme il est dit dans (2.3.7) le morphisme u’ de (3) s’identifie a
celui de (1).

3.4.4.2. Puisque A est central, C opére sur B par automorphismes
intérieurs, donc, par fonctorialité, H°(C) opére a gauche sur H!(B),
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trati &
opérations notees clg), ceH°(c), geH'(B). 4

Proposition 3.4.5. (Opérations de H'(4) sur H'(B).) Supposons A
central dans B.
(i) Par (3.4.4(2)), le groupe H'(A) opére dans H'(B) en respectant
le point marqué et on a

uVp+q=p-uq), pqeH (A), (1)
uP(p)=p-1, peH'(4), ()

ou 1 est I’¢lément marqué de H'(A) et
d(c)-q=c(g),  ceH’(C), qeH'(B), 3)

cf. (3.4.4 (4)).
(ii) Soient Q un B torseur et ge H'(B) sa classe. On a

w(p)=0,(p-q), peH'(A), @)

ou u': A— ad(Q) est le morphisme de (3.4.4 (1) et (3)) et ou 0, H'(B)—
H'(ad(Q)) est la bijection de (2.6.3 (1)).

(iii) Sous les hypothéses de (ii), le stabilisateur de g dans H L(A) est
limage du cobord d': H®(C') — H*(A) attaché a la suite exacte (3.4.4 (3))
obtenue en tordant par Q la suite donnée.

(iv) L’application v'V: H'(B) — H'(C) induit une injection

H'(A\H'(B)— H'(C). ©)

3.4.5.1. L’associativité du produit contracté montre que (p,q)>p-q
fait opérer H'(A) sur H'(B) et aussi la formule (1); de celle-ci on déduit
(2). Pour prouver (3), choisissons un représentant Q de g et désignons
par X l'image inverse de ¢ par v: B— C. Le morphisme X xQ—Q,
(x, k) Kk x, passe au quotient, car 4 est central, et définit un morphisme
X 7\Q—+Q. Par définition de X, ce dernier est un I-morphisme, ou
I: B— B est 'automorphisme défini par ¢!, ce qui achéve de prouver (i).

3.4.5.2. Prouvons (ii). Soit P un représentant de p. Il suffit de montrer
que ’on a un B'-isomorphisme P A B'~(P A 0) R Q°, ou Q° est 'opposé
de Q. Ceci résulte de I'associativité du produit contracté et du fait que
les morphismes (1) et (3) de (3.4.4) sont égaux (cf. supra).

3.4.5.3. Par torsion par Q (cf. 3.3.5), les assertions (iii) et (iv) résultent
de I’exactitude de la suite (3.3.1 (1)) attachée 4 A — B'— C’. Nous carac-
tériserons au chapitre suivant 'image du morphisme H*(B)— H'(C).
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3.5. Effacabilité; cohomologie abélienne

Proposition 3.5.1. (Effagabilité.) Soient T un U-topos, A un groupe
(non nécessairement commutatif) de T et P un A-torseur. Il existe un

monomorphisme de groupes de T, u: A — B, tel que P A B soit trivial.

3.5.1.1. Soit S={S;—> e}, iel, IeU, une famille de fléches de T qui
couvre l'objet final e de T. A tout XeOb(T) associons le préfaisceau
d’ensembles sur T
X'(Y)=][Hom(Y,X), Y,=YxS,. 1)
iel
C’est un U-faisceau sur T; désignons par
C°(S; X) )
I'objet de T qui le représente. Le morphisme évident
r(X): X —C%S;X) 3)

est un monomorphisme car S est couvrante. De plus, C°(S;*) est un
foncteur de T dans T qui commute aux limites projectives;donc C°(S; A4)
est un groupe de T et C°(S;P) est un C°(S; A)-pseudo-torseur. Par
ailleurs, r(x) est un morphisme de foncteurs, donc r(A4) est un morphisme
de groupes et r(P) un r(A4)-morphisme. D’aprés (1.4.6 (iii)), C°(S; P) est
donc déduit de P par extension a C°(S; A4) de son groupe structural:
c’est donc un torseur.

3.5.1.2. En vertu de C°(S; P)(e)=[] P(S), il est clair que C°(S; P)
iel
est trivial si, et seulement si, les S; — e trivialisent P, d’ou la proposition.

Proposition 3.5.3. (Effagabilité.) Soit T un U-topos admettant suffisam-
ment de foncteurs fibres, soit

x*: T—>X, X=]]U-ens, 1
xeX
le foncteur produit de ceux-ci (0 3.13) et soit x,.: X — T I'adjoint a droite
de celui-ci (foncteur image directe). Pour tout groupe non nécessairement
commutatif 4 de T, le morphisme d’adjonction 4 — x, x*(4) est un
monomorphisme de groupes de T et I'ensemble H'(T,x, x*(4)) est
réduit a son point marqué.

3.5.3.1. Par définition, x* est conservatif, donc F — x, x*(F) est un
monomorphisme pour tout FeOb(T), (0 3.9 (ii)). Par ailleurs, pour tout
groupe G de X, on a H'(X, G)=0 car X est équivalente au topos des
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U-préfaisceaux d’ensembles sur la catégorie discréte associée a I'ensemble
X des foncteurs fibres. Par (V 3.1.3) ci-dessous, on a

HY(T,x,(G)=H'(X, G)={0}
ce qui achéve la démonstration.
Remarque 3.5.4. (Cohomologie abélienne.) Soient E un U-site et E*°
la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur E. D’aprés [SGA 4V

§5.2.1], tout objet de £** admet un effacement injectif et I'on peut définir

les dérivés droits )
HL(E, ), ieN, (1)

du foncteur H°(E, %): E*®* - U —ab (2.4.1(1)). Par ailleurs, d’aprés (2.4.5),
la restriction a E** du foncteur H'(E, %) défini « géométriquement» par
(2.4.2) est un foncteur additif et d’aprés (3.1.3.1), (3.4.3) et (3.3.1 (i) les
opérateurs cobords munissent le couple (H®, H') d’une structure de
d-foncteur exact, limité aux degrés O et 1, de E*® dans U —ab. Le foncteur
H'(E, *) est effacable d’aprés (3.5.1), donc universel d’aprés ([17] 2.2.2).
Il existe donc un isomorphisme canonique de d-foncteurs

w;: HY(E,*)—>H'(E,x), i=0,1, )]

caractérisé par la condition d’étre I'identité en degré 0. Explicitons-le.

Proposition 3.5.5. Soient E un U-site,
1-4-—*>B—*>C—1 1)

une suite exacte de E*® et ce H°(E, C). Soit encore ¢'e HL(E, A) la classe
obtenue en plongeant (1) dans une résolution injective de A. L’image ¢”
de ¢’ par I'isomorphisme (2) est la classe du A-torseur obtenu en faisant
opérer A sur I'image inverse X de ¢ par v: B— C au moyen de

XxA—-X, (x,a)wx—u(a). 2)
3.5.5.1. Il revient au méme de dire que I'on a

c¢’'=—d(c) 3)

ou d est le cobord défini «géométriquement» (i.e. par (3.1.3)), ou encore
que, si B est injectif, le composé

H°(E, C)/H°(E, B)—2- H!(E, A) - H'(E, A), 4
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[ou w est I'isomorphisme contenu dans la définition de H? et a, celui de
(3.5.4(2))] est Popposé du morphisme induit par le cobord défini géomé-
triquement. Puisque a; est un morphisme de d-foncteurs il revient au
méme de montrer que w est 'opposé du morphisme induit par le cobord
défini par résolutions injectives, ce qui résulte de [4] chap.V §7.1.

Remarque 3.5.6. (Torseurs droits et torseurs gauches.) On aurait pu
faire la théorie de ce paragraphe en associant a tout faisceau de groupes 4
I’ensemble pointé

P H(E, 4) M)

des classes a isomorphisme prés de A-torseurs a gauche et a toute suite
exacte de faisceaux de groupes 1 - A4 —%>B—*»> C—1 le cobord
d,;: H°(E, C)— H}(E, A) (2)

obtenu en faisant opérer A par translations a gauche sur 'image inverse
par v: B— C d’une section ¢ de C. L’opération P P (1.1.3) définit un
isomorphisme d’ensembles pointés

pi: H'(E, A)—— Hy(E, A) (€)
qui est évidemment fonctoriel en A. Par ailleurs,
dg(c)=ﬂl(d(c_l)), CEHO(C)’ (4)

car le morphisme C— C, xws x~!, transforme I'image inverse de c en
celle de ¢! et les translations a gauche en les translations a droite.

3.5.7. Appliquons ce qui préceéde aux faisceaux abéliens. Un torseur
a droite est un torseur a gauche et ’on a donc

H}(E,A)=H'E, A) et d,=d, (1)
Par (2.4.5 (ii)), on voit que I'isomorphisme B, est alors le changement de
signe
B: HYE, A)— H'(E, 4), Bi(x)=—x, )

la formule (3.5.6(4)) exprimant simplement que (B,, ;) est un iso-
morphisme de d-foncteurs, ou

Bo: H°(E, A)—> H°(E, 4), fo(x)=—x. ©)

3.6. Cohomologie de Cech

Définition 3.6.1. Soient E un U-site ou les produits fibrés finis existent,
S={S;,— S}, iel, IeU, une famille couvrante de E et 4 un faisceau de
groupes sur E.
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(i) On appelle 1-cocycle de S a valeurs dans A une famille
u ;€ A(Sy), Sy=S:xsS;, (,jel? )]
telle que I'on ait [dans A(S;ji), ot S;j=S; X s5; X s8]
ude=uuy, (), kel )
(ii) On dira que deux cocycles u;; et v;; sont cohomologues s’il existe
une famille acA(S), el 3)
telle que I'on ait (dans A(S;))
vi=a/ - u;- (@), (,j)el* )

(iif) On désignera par
H'(S; A4) ()

I’ensemble des classes de 1-cocycles cohomologues, pointé par la classe
du cocycle unité.

3.6.1.1. Pour tout i=(iy, ..., i,)el", on pose
Si=8;, xS, ... x5S,
Soit x;€ A(S,), ieI", une famille, soit j=(jy, ..., ju41), JEI" ™! et soit r un
entier, 1 <r<n+1. Posons
U=(j1s-ees Jr_tsdrsts -oosdns)>  UEI,

et désignons par
p: §;— 38,

la projection évidente. On désignera par

X Jr (6)

Jseeosdr—1 Jr+tseeesn+1

I'image de x, par A(p): A(S,)— A(S;). En particulier, dans la formule (2),
on a posé )
u;; = A(p)(uy)

ou p: S;;,— S;; est la projection évidente. Nous utiliserons ce procédé
de notations jusqu’a la fin de ce numéro. Si E est le site des ouverts d’un
espace topologique, ou, plus généralement, si les S;— S sont des mono-
morphismes, on peut se dispenser d’écrire les indices supérieurs, mais
dans le cas général il faut étre plus prudent, comme on voit en supposant
la famille {S; — S} réduite a un seul morphisme.
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3.6.2. Si R est un raffinement d’un objet S de E, on désignera par
H'(E;s; AR (1)

I’ensemble des classes a isomorphisme prés de A-torseurs sur S qui sont
trivialisés par tous les changements de base T— S appartenant a R. Par

définition, on a
Hl(E/S;A)RcHl(E,S;A) )
et, puisque tout A-torseur est localement trivial,

HI(E/S;A)= ‘_I HI(E/S; AR, (3)

ReJ(S)

ou J(S) désigne I’ensemble des raffinements de S.

Proposition 3.6.3. Sous les hypothéses de (3.6.1), soit R le raffinement
de S engendré par S.

(i) En associant a tout A-torseur P sur S muni de sections p;e A(S)),
iel, le 1-cocycle défini par

Pij : uijzpij’ (i’j)EIz, (1)
on définit une bijection
is: H'(E;s; A —— H'(S; A) )

qui est fonctorielle en A et respecte le point marqué.

(ii) Si 1> 4—%>B—2> C—1 est une suite exacte de faisceaux de
groupes sur E, si ce H*(Es; C) et si b,eH(Ejs;; B), i€l, a pour image
par v: B— C la restriction de ¢ & E5,, on a d(c)e H'(E5; A)® et ig(d(c))
est la classe du cocycle u;; défini par

u(Sij)(uij):(bij)Al bij’ (3)

ou b/ est la restriction de b; suivant la premiére projection S;;— S;,
(cf. (3.6.1.1(6))).

3.6.3.1. Un calcul immédiat prouve que (1) définit bien un cocycle et
que sa classe de cohomologie est indépendante du choix des sections p;
donc ne dépend que de la classe a isomorphisme prés de P. Enfin, la
formule (1) définit bien un morphisme d’ensembles pointés (2), fonctoriel
en A.

3.6.3.2. On déduit (ii) de (i) en notant que les b; sont des sections sur
les S; de I'image inverse de ¢ par v: B— C, (3.1.3).
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3.6.3.3. Nous allons donner une démonstration de (i) en exhibant la

bijection inverse. Notons
Z\(S; 4) 4

I'ensemble des 1-cocycles de S a valeurs dans A, posons

C°(s; A)=I_!A(Si) )

et considérons I'application
f: COS; - ZX(S: A),  f(@);=(a))"-d;. (6)
Par localisation, on déduit de f un morphisme de faisceaux d’ensembles
sur le site Ejs f: CO(S; A)— Z\(S; A). (7)
Par ailleurs, on a un monomorphisme de faisceaux de groupes
a: AS—>C°%S;4), a(a);=d. ®)

Faisons opérer A5 sur C°(S; A) par translations a gauche. Il est inmédiat
que (7) induit un isomorphisme

AS\C°(S; 4)—> Z!(S; A). )]

Corollaire 3.6.4. Sous les hypothéses de (3.6.3), en associant a tout
cocycle ue Z\(S; A) la classe du symétrique P (1.1.3) de 'image inverse P
de u par f: C°(S; 4) — Z'(S; A),(3.6.3 (7)), on définit un monomorphisme
d’ensembles pointés

Jst H1(8§A)—*H1(E/S;A)- (1)

L’image de jg est égale & H'(E 5; A)® et 'application ig de (3.6.3 (2)) est la
bijection inverse de celle induite par js.

3.6.4.1. D’aprés (3.6.3 (9)), P est un A-torseur d gauche sur S et P est
donc bien un A-torseur a droite. Modulo le passage des torseurs a gauche
aux torseurs a droite, le cobord attaché au quotient (3.6.3 (9)) induit
d’aprés (3.2.3) un monomorphisme

H°(E;s; Z\(S; A)/H°(E;s5 C°(S; A)) — H'(Es; A). )]

Le premier terme s’identifie visiblement a H'(S; A4), ce qui fournit un
monomorphisme (1) qui s’explicite comme il est dit dans I’énoncé. D’apres
(3.2.3), 'image de jg est formée des classes des torseurs qui par extension
a C°(S; A) de leur groupe structural deviennent triviaux. Aux notations
pres, (3.5.1.2) prouve que ce sont ceux qui sont trivialisés par les S;— S
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et, par suite, jg induit un isomorphisme
Js: HY(S; 4)—— H'(E 5; A)*. )

3.6.4.2. Il reste a prouver que l'inverse de jg est ig; avec les notations
de I'énoncé, il suffit donc de prouver que le cocycle attaché a P est égal
a u. Or on a des sections,

pieCo(S; A)(S)~[] A(S;) )

jeI
(Pi)j =U;j- %)

Du fait que u est un cocycle on déduit que p;e P(S;), autrement dit que
limage de p; par f (3.6.3 (7)) est la restriction de u & S;. On conclut par
un petit calcul en utilisant a nouveau le fait que u est un cocycle et la
définition de ig (3.6.3 (1)).

définies par

Remarque 3.6.5. D’aprés ce qui précéde, les H'(S; A) ne dépendent, a
isomorphisme canonique prés, que du raffinement R de S engendré par S.
On peut expliciter ces isomorphismes grace a la notion de morphisme de
familles couvrantes. Soit encore T={T;— S}, jeJ, JeU, une famille
couvrante et soit un morphisme f: T— S:

fiJ—=1, fi: -8, jeJ, (1)
ou f est une application et ou les f; sont des S-morphismes. On a un
morphisme

H'(f; A): H'(S; A)— H'(T; A) )

induit par les morphismes naturels f;;: T,;— S, s, (i, j)eJ*. Si 'on
désigne par R (resp. R’) le raffinement de S engendré par S (resp. T),
ona R’ R et le morphisme (2) s’identifie par les isomorphismes (3.6.4 (3))

a I'inclusion ,
HI(E/S; A)RCHI(E/S; A)R > 3)

comme il résulte de (3.6.3(i)) ou de (3.6.4), au choix. L’application
H(f; A) est donc injective et ne dépend pas du choix de f; de plus, c’est
un isomorphisme lorsque R=R/, (i.e. lorsque S et T sont «équivalents»).

Enfin, si 'on pose - .
H'(E,s; A)=lim H'(S; 4), )

la limite inductive étant prise suivant la catégorie des familles qui
couvrent S, on a un isomorphisme canonique (induit par les jg)

HYE5; A)—> H'(E5; A), (3.62(3)). (5)
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Corollaire 3.6.6. Sous les hypothéses de (3.6.3), soient encore C un
E-champ, xeOb(Cy) et u: AS— Autg(x) un isomorphisme de fais-
ceaux de groupes sur E 5. Soit enfin ye Ob(Cg) et soient

a;: xX'—y, iel, 1)

des S;-isomorphismes entre les images inverses de x et y par les S;— S.
La classe de y dans H'(Es; A), (2.5.2), appartient & H'(E;s; A)® et son
image par ig, (3.6.3 (2)), est la classe du cocycle

uy=(a/)"'a'j,  uyeA(Sy), 2

ou a;/ (resp. a';) désigne I'image inverse de a; (resp. a;) par la premiére
(resp. seconde) projection de S;;.

En effet, par définition, la classe de y est celle du torseur Isomg(x, y)
et les a; sont des sections de celui-ci au-dessus des S;.

Proposition 3.6.6.1. Soient E un U-site et A un U-faisceau de groupes
sur E. L’ensemble H!(E, A) est isomorphe a un élément de U.

Par définition (2.4.2), ’ensemble H'(E, A) ne dépend que du topos
E, associé a E. En vertu de (0 2.6), on peut donc supposer que E est un
site standard (0 2.5.2) appartenant a U. Soit S un objet final de E. L’en-
semble J (S) des raffinements de S appartient a U. En vertu de (3.6.2(2)),
il suffit donc de prouver que, pour tout ReJ(S), 'ensemble H'(E5; A
est isomorphe & un élément de U. Puisque E est une catégorie €lément
de U, il existe une famille {S;— S}, iel, IeU qui engendre R (0 1.1.2),
d’ou la conclusion, par (3.6.3 (2)).

Remarque 3.6.7. (Le cas abélien.) Soient E un U-site ou les produits
fibrés finis existent et S={S;— > S}, iel, IeU, une famille couvrante
de E. A tout faisceau de groupes abéliens 4 sur E on associe classique-
ment ((SGA 4V §5.1.5] et [15] page 204) le complexe de faisceaux sur E g

CY(S; A(T/S)= [] A(T), neA, (1)
ou I'on a posé ettt
7;=TXsSiOXS“'XsSi", i=(i0,...,in)61n+1, (2)
la différentielle étant donnée par la «formule»
dxy= Y (=Dfx, i ©)
0<k=n+1

dont la signification est expliquée par (3.6.1.1(6)). On a de plus un

morphisme s o
a: A5—>C°S;4), (3.633(), 4)
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et celui-ci fait de (1) une résolution de AS dans la catégorie des faisceaux
de groupes abéliens sur le site E;s, ([15] chap.II, [17] 5.2.1). Ceci dit,

posons

C*(S; A)=H°(E5; C*(S; A)) (5)
et

H"(S; A)=H"(C*(S; 4)), ne . (6)

Un calcul immédiat montre que, pour n=1,0n a égalité entre ’ensemble
pointé H'(S; 4) sous-jacent a (6) et celui défini par (3.6.1 (5)). Par ailleurs,
en plongeant (1) dans une résolution injective de A%, on définit des mor-

hi
psmes Yo H'(S5 A) > Hi(Ejs: A),  net, ™
ou He(Es; A) désigne les foncteurs dérivés de H®(E 5; A) définis a I'aide

de résolutions injectives (3.5.4 (1)).

Proposition 3.6.8. Sous les hypothéses de (3.6.3) pour tout faisceau de
groupes abéliens A sur E l'isomorphisme o,: He(E5; A)—— H'(Es; A)
de (3.5.4 (2)) vérifie

o -y=js, (3.67(7)et (3.64.1(3)). 1)

En effet, d’aprés [4] chap. V prop.7.1, le morphisme y, est 'opposé
du morphisme
m: H'(S; A)— Hi(E5; A) )

induit par le cobord attaché (par résolutions injectives) a la suite exacte
0—>A4—-C%S;A4)—ZS;4)—0 (3)

ou Z'(S; A) désigne le faisceaux des cycles de degré 1 du complexe
C*(S; A). Puisque o, est un morphisme de J-foncteurs, il en résulte
que le composé a, - y; est 'opposé du morphisme

H'(S; A)— H'(E5; A) 4
induit par le cobord «géométrique» (3.1.3) attaché a la suite exacte (3).

Or (4) est 'opposé de jg par définition, (3.6.4).

Remarque 3.6.9. Sous les hypothéses de (3.6.3), considérons le mor-
phisme de topos f dont le foncteur image directe est le foncteur restriction

fu: (Es)—R, ()

ou le raffinement R de S engendré par S est considéré comme une sous-
catégorie de E,s (II1.1.1(iv)). La suite spectrale de Leray de f
[SGA 4V §55.3]

HP(R; Rf, () = H?*9(E5; A) 2
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s’identifie & la suite spectrale reliant la cohomologie de la famille cou-
vrante S a celle de S [SGA 4V §5.2.4], car toutes deux sont égales a la
suite spectrale des foncteurs composés

(E’;;)ab Je, Rab _HOR:®) \y_p
En vertu des isomorphismes
H"(R; f,(A)~H"(S,4), AecOb(R®), [SGA4V§521(19)], (3)
la suite spectrale (2) fournit des morphismes fonctoriels
e,0 H'(S; A)— H"(E)5; A), Ae€Ob(E ;). 4)

Proposition 3.6.10. Sous les hypothéses de (3.6.8), les morphismes ¢,
de (3.6.9 (4)) sont égaux aux morphismes y, de (3.6.7 (7).

La démonstration est essentiellement celle de [15] chap.II5.5. On
note que I'on peut définir C*(S; A) pour tout AcOb(R*) et que I'on
obtient ainsi un foncteur résolvant pour H°(R; *): R*® — U—ab. Ceci
explicite les isomorphismes (3.6.9 (3)) et permet, d’aprés [17] 2.5.3,
de calculer (2) comme la deuxiéme suite spectrale du bicomplexe
C*(S; f,(A4%)), ou A* est une résolution injective de AeOb(E5)*. On
conclut alors comme dans [15].

Corollaire 3.6.11. Sous les hypothéses de (3.6.8) I'isomorphisme
H'(E,s; A)—— H'(E,s; A)de(3.6.5 (5))estégal aceluide[SGA 4V §5.2.5].

En effet, (loc. cit.), le morphisme de [SGA 4] s’obtient par passage a
la limite inductive suivant les familles qui couvrent S a partir des mor-
phismes ¢, de (3.6.9 (4)), d’ou la conclusion par (3.6.10).

Remarque 3.6.12. (Cobord en cohomologie de Cech.) Les isomorphis-
mes du corollaire précédent munissent le couple (H®, H') d’une structure
de o-foncteur limité aux degrés O et 1. Les opérateurs cobords ainsi
obtenus s’explicitent immédiatement a I'aide de (3.6.3 (ii)), car les ig sont
les inverses des jg (3.6.4). En s’inspirant de [15] chap.11§5 n°11, on
vérifie directement que la structure de d-foncteur dont les isomorphismes
(3.6.5 (5)) munissent le couple (H°, H') est la méme que celle obtenue par
les isomorphismes de [SGA 4V §5.2.5]; on obtient ainsi une autre
démonstration du corollaire précédent.

3.7. Calculs galoisiens

Ce qui suit est bien classique (cf. [28]); nous n’y revenons que pour
faire le lien avec ce qui précéde et fixer nos conventions quant aux
cocycles et données de descente dans le cas galoisien.
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Proposition 3.7.1. (Cohomologie des groupes.) Soient G un groupe
appartenant 4 U, G le U-topos des ensembles appartenant 2 U ou G
opére d gauche et A un groupe de G. On pose

ZI(G’ A)= {(as)seGs aseAlast=as . S(at)’ S, tEG} (l)

et on note H! (G; A) )

le quotient Z!(G, A)/A, ou le groupe A opére par
a;xb=b""'-a,-s(b). 3)
En associant a tout A-torseur d droite P de G muni d’un peP le «1-
cocycle» (a,)e Z'(G, A) défini par
s(p)=p-a,, aeA, seqG, 4)
on définit une bijection
HYG; A)—— HY(G; A) )]
qui applique I’¢lément unité sur la classe du cocycle unité a,=1, seG.

La démonstration est laissée au lecteur. Grace a cet isomorphisme,
on peut transcrire en termes de cocycles les constructions exposées ci-
dessus. On retrouve celle de [28] que I'on consultera pour plus de détails.

3.7.1.1. On peut munir 'ensemble Z'(G, A) d’une structure de grou-
poide noté Z!(G, A) en décidant qu’une fléche m: a— b, ou a et b sont
deux cocycles, est un me A4 tel que

m-a,=b,-s(m), seq, 6)

et que la loi de composition est induite par la loi de composition de A.
Par ailleurs, soit T(A4) la catégorie dont les objets sont les couples (P, p),
ou P est un A-torseur et ou pe P, les morphismes étant tous les morphis-
mes des torseurs sous jacents. Bien entendu, T(A) est équivalente a
Tors(G, A). De plus, on a un foncteur

T(A)—=- Z'(G, A) )

dont l'action sur les objets est donnée par (4) et qui, a toute fléche m:
(P, p)— (Q, q) de T(A), associe la fleche m’ définie par

m(p)=q-m'. ®)

Il est immédiat que (7) est une équivalence qui, par passage aux classes
d’objets & isomorphisme pres, fournit la bijection (5). Nous utiliserons
cette remarque plus bas.
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Définition 3.7.2. (Sites a objets constants.) On dit qu'un U-site
standard E admet des objets constants si, pour tout IeU, le faisceau
associé au préfaisceau constant défini par I est représentable.

3.7.2.1. Tout U-topos admet des objets constants. Soit E un site stan-
dard qui admet des objets constants et soit e son objet final. Pour tout

IeU, on notera
1, (ou encore I) (1)

I’objet constant correspondant. Il est muni d’une famille de morphismes
s;: e—1,, iel, qui font de I, une somme directe de I copies de e; ceci
résulte de la définition du faisceau associ¢ a un préfaisceau. Puisque la
formation du faisceau associé commute a la localisation, les sites Ex,
X eOb(E), admettent également des objets constants et 'on a

Iy=XxI,=X", XeOb(E), @

ou X est la somme directe de I copies de X. De plus, la somme directe
XD est disjointe et universelle (02.6.2) car il en est ainsi de son image
dans le topos E.

On a une réciproque:

Proposition 3.7.3. Pour qu’un U-site standard E admette des objets
constants, il faut et il suffit que, pour tout IeU et tout XeOb(E), la
somme directe (s;: X — XP), iel, de I copies de X existe, soit disjointe
et universelle (0 2.6.2) et que la famille des s; soit couvrante.

3.7.3.1. On vient de voir que la condition est nécessaire. Elle est
suffisante car, par définition d’un faisceau, la famille (¢(s;): £(X) — &(X ")),
iel, ou ¢: E— E est le foncteur habituel, sera une somme directe. En
prenant pour X l'objet final de E, on en déduit que E admet des objets
constants.

3.7.3.2. La formule (3.7.2(2)) montre que, pour tout IeU et tout
couple (X, Y) d’objets de E, on a un isomorphisme canonique

XxY)WxxDxy. @

De plus, nous venons de voir que si E admet des objets constants, le
foncteur ¢: E— E respecte les objets constants.

Proposition 3.7.4. Soient E un site standard a objets constants,
S+ T— S une fléche de E et G un groupe opérant a droite sur T par S-auto-
morphismes. Les conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) T est un torseur sur S sous le Groupe constant G défini par G.

(i) Le morphisme f: T— S est couvrant et, pour tout entier n=0,
les morphismes

(idT’gls"'ﬁgn): T_)(T/S)n+la (gl,"'9gn)eG"’ (1)

font du produit fibré (7/S)"*! une somme directe de G" copies de T.

3.7.4.1. Sous les conditions de I'énoncé, on dira que (7/S) est galoisien
de groupe G.Example: E est le site €tale du spectre d’un corps K et T
est le spectre d’une extension galoisienne finie de K de groupe de Galois G.

3.7.4.2. La premiére condition est équivalente a la conjonction de
(a) f: T— S est couvrant
(b) pour tout entier n=1, le morphisme

T x G"— (T/S)"+! 2)
(t, g1y s ) (t, 81, ... 8,
est un isomorphisme.
En effet, par associativité¢ du produit, la condition (b) est vérifiée

dés que (2) est un isomorphisme pour n=1 et 'on reconnait la définition
d’un torseur. Or, d’aprés (3.7.2 (2)), les morphismes

T—TxG", t—(t,g1,-.-58n)> 3)

ou (g, ..., g,)eG" font de T x G" une somme directe de G" copies de T,
d’ou la conclusion.

Proposition 3.7.5. Soient E un site standard a objets constants,
f: T— S un objet galoisien de groupe G et F un E-champ. Soit encore ¢
un clivage de F (choix des images inverses).

(i) Pour tout X eOb(E) et tout IeU, le produit
FTxI_’HFT, x"‘”(si*(x)), 1)
iel

des foncteurs image inverse attachés aux morphismes structuraux
s;: X — X x I =X est une équivalence de catégories.

(ii) Pour tout x,€ Ob(Fy), le groupe G opére a gauche sur A =Auty(x),
ou x = f*(x,) est 'image inverse de x, par f: T— S. De plus, la catégorie
des données de descente sur x relatives a f: T— S est équivalente a la
catégorie Z'(G, A) de (3.7.1.1).

(iii) Sous les conditions de (ii), soit C(x,) la sous-catégorie pleine
de Fy dont les objets sont les y,e Ob(Fy) tels que f*(y,) soit T-isomorphe
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a x=f*(x,). On a une équivalence
C(xo)—>Z'(G, A4) )

obtenue en choisissant pour tout y,eOb(C(x,)) un T-isomorphisme
r: f*(xo) —— f*(y,) et en attachant a y, le cocycle

r-t.se 3)

3.7.5.1. Puisque la famille {s;: X — I} est couvrante et que cette
somme directe est disjointe, le foncteur (1) est une équivalence d’aprés
[D9.24] car F est un champ. Pour prouver (ii) et (iii) nous supposerons
que le clivage est un scindage (on a transitivité vraie des foncteurs image
inverse), le cas général étant laissé au lecteur. Pour tout seG, on a un
S-isomorphisme s: T— T défini par les opérations de G sur 7, d’ou un

foncteur image inverse
s¥: Fp— Fp. 4

Pour tout objet (ou fléche) x de F;, on posera
Sx = s*(x). )
Par transitivité des images inverse et puisque G opere a droite sur T, on a
Ix=%'x), se@G, teG, (6)

car T~ F; est contravariant en T. Par transitivit¢ de I'image inverse,
pour tout x,eOb(F) et tout seG, on a f*(x,)=s*f*(x,) car G opére
sur T par S-automorphismes; ceci s’écrit

x=x, s€G, x=f*(X), xo€Ob(Fy), (™

d’ou I'on déduit que lon fait opérer G a gauche sur A=Auty(x) par
(s, u)—*u. Pour achever de prouver (ii), notons que, d’aprés (3.7.4), les
morphismes

Do>P1: TXG:)’Tﬁ pO(t5g):t9 pl(t’g)ztg’ (8)

s'interprétent comme les deux projections du produit fibré T x 5T et,
d’aprés (i), les foncteurs image inverse correspondant s’écrivent

ps, pt: Fr3(Fp)° 9)
(PE(x)s=x, (pF(x))s="x, s€G.

Par définition, une donnée de recollement [D 9.2] sur un objet x de Fp
estun (T x sT)-isomorphisme p§(x) —— p§(x) et s’interpréte donc comme
une famille de T-isomorphismes

a;: 'x——>x, SseqG. (10)
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En interprétant grice a (3.7.4 (1)) les projections de T x 5T x 5T, on voit
que pour que (10) soit une donnée de descente [D 9.2], il faut et il suffit

que l'on ait a,,=a,-a,, seG, teG. (1)

Si x=f*(x,), xo€Ob(Fs), on a *x=x et une donnée de descente sur x
s'interpréte comme un 1-cocycle (a))e Z!(G, A). On procéde de méme
pour les morphismes, ce qui prouve (ii).

3.7.5.2. Prouvons (iii). Soit y, un objet de Fymuni d’un T-isomorphisme

ri f*(xo) = f*(¥o)-

Draprés [D 9.10], il lui correspond une donnée de descente naturelle
sur x= f*(x,) qui est

ps(r) " pt(r),
c’est-a-dire, d’apres (9),

a;=r"1.5r, (12)

Puisque F est un champ, on obtient ainsi une équivalence entre C(x,)
et la catégorie des données de descente sur x relatives a f: T— S, ce
qui prouve (iii) grace a (ii).

Proposition 3.7.6. Soient E un U-site standard et f: T— S un objet
galoisien de groupe G. Pour tout faisceau de groupes A4 sur S, on a une
équivalence de catégories

Tors(Ejs, A)T—=>Tors(G, A(T)), PwP(T), 1)

dont la source est la catégorie des A-torseurs sur S dont la restriction
a T est triviale et dont le but est la catégorie des torseurs sous le groupe
A(T) du topos G des G-ensembles a gauche.

Puisque G opére a droite sur T par S-automorphismes, il opére a
gauche sur X(T), pour tout faisceau d’ensembles X sur S. D’aprés
(3.7.1.1(7)), le but de (1) s’interpréte a équivalence prés comme la catégorie
Z'(G, A(T)) des 1-cocycles de G a valeurs dans A(T). La catégorie fibrée
des torseurs est un champ; d’aprés (3.7.5 (iii)), la source de (1) est donc
équivalente a Z'(G, A(T)), car les translations a gauche identifient A(T)
et le groupe Auty(A;) des T-automorphismes du A-torseur trivial A,
sur T On conclut en vérifiant que le 1-cocycle (q,), s€G, attaché par
(3.7.5(3)) a2 un A-torseur P sur S muni d’'un T-isomorphisme r: A, —— P|T
est égal au cocycle attaché par (3.7.1 (4)) au A(T)-torseur P(T) muni de
Fimage r(e)e P(T) de la section canonique e de A; par le morphisme r.
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Pour cela, on note que a, est caractérisé par la condition que la translation
a gauche L(a,) vérifie L(a))=r""-°r, ce qui équivaut a r(L(a) (e))="r(e).

Puisque ‘e=e, on a
) *r(e)="%(r(e))
et par ailleurs, on a
r(L(ay) (e)=r(a)=r(e-a)=r(e)-as,

d’ou ¥(r(e))=r(e) - a,, ce qui donne la conclusion.

Remarque 3.7.7. (G-objets tordus.) Soient G un groupe (abstrait) et 4
un groupe du topos B des G-ensembles, c’est a dire un groupe sur lequel
opére G. Soit encore F un objet de B sur lequel 4 opére a gauche et
soit P un A-torseur a droite de Bg;. Soit encore peP et soit (ay)s. le

cocycle correspondant. L’objet tordu °F —PAF défini au début de ce
chapitre n’est autre que I'ensemble sous-jacent & F muni des opérations

de G définies par
s-f=a,-s(f), seG, feF. (1)

On vérifie immédiatement que I'on a bien défini un G-objet F’ et, d’aprés
(2.3.6), pour vérifier que F'=F7, il suffit de construire un G-morphisme
r: PxF—F' qui fasse de F' un quotient de P x F par A opérant par
.f)a=p a,a=f), (p,a,f)ePx AxF. Pour tout (p’,f)ePxF, on
définit acA par p'=pa et on pose r(p’,f)=a- f, d’ou la conclusion. On
voit ainsi que I'objet tordu F? défini ici s’identifie a I'objet tordu ,F
attaché par [28] p. [—59, au cocycle a défini par le couple (P, p).



Chapitre IV

Liens et Gerbes. (Cohomologie de degré 2)

Les conventions d’univers sont celles de (I 3.1.1).
La lettre E désigne un U-site appartenant a V.

§ 1. Liens sur un site

1.1. Le champ des liens

1.1.1. Si deux objets X et Y d’une catégorie sont isomorphes il existe
un isomorphisme Aut(X)=x Aut(Y), unique modulo composition avec
un automorphisme intérieur de Aut(X) ou de Aut(Y). Etant donné un
site E, ceci nous conduit a introduire la catégorie obtenue a partir de
celle des faisceaux de groupes sur E en identifiant deux morphismes qui
sont congrus modulo un automorphisme intérieur. Bien entendu, il
faut pouvoir «recoller» les objets ainsi obtenus, autrement dit passer au
champ associ¢ que l'on appellera le champ des liens. Nous verrons
ensuite comment certaines constructions habituelles pour les faisceaux
de groupes se propagent aux liens.

1.1.2. Pour tout faisceau de groupes G sur E, nous noterons

Z(G) (resp. Int(G)) 1))
le centre de G (resp. le faisceau image de
Int: G—Aut(G), Int(g)(g)=gg'g™"). ?)
On a un isomorphisme canonique
G/Z(G)~Int(G). 3)

Une section de Int(G) sera appelée un automorphisme intérieur. Parmi
ceux-ci on prendra soin de distinguer ceux qui sont induits par une
section de G.

1.1.3. Pour tout couple (F, G) de faisceaux de groupes sur E, nous
noterons Hom(F, G) le faisceau des morphismes de faisceaux de groupes
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de F dans G et
Hex(F, G)=G\Hom(F, G)/F 1)

le faisceau d’ensembles quotient, ou F et G opérent par automorphismes
intérieurs. D’aprés (111 3.1.1 (i bis)), on a des isomorphismes canoniques

Hex(F, G)~ G\Hom (F, G)~ Int(G)\Hom(F, G) ?)
ou Int(G) opére par composition des morphismes. L’image dans

Hex(F, G) du faisceau Isom(F, G) des isomorphismes de faisceaux de
groupes de F dans G sera notée

Isex(F, G) 3)
et on posera
Autex(F)=Isex(F, B, (Out(F)). 4)
1.1.4. Pour tout SeOb(E), désignons par
LI(E)(S) (1)

la catégorie dont les objets sont ceux de la catégorie scindée
FAGRSC(E)s )

des U-faisceaux de groupes sur E (I 3.4.1.1(6)), 'ensemble des mor-
phismes étant I’ensemble

Hex(F, G)=H°(E s, Hex(F, G)) 3)

des sections sur E s du faisceau Hex(F, G) et dont la loi de composition
est définie par passage au quotient a partir de celle des morphismes de
faisceaux, ce qui est permis par (1.1.3 (2)). Il est immeédiat que les morphis-
mes inversibles de F dans G sont les éléments de

Isex(F, G)=H°(S, Isex(F, G)). 4

1.1.5. Si f: T— S est une fleche de E, la formation du quotient
Hex(F, G) commute a la restriction de S a T ce qui permet de définir
une E-catégorie scindée

LI(E). 1)
Par construction, on a un morphisme de catégories scindées
FAGRSC(E)— LI(E) (2

de la catégorie scindée des U-faisceaux de groupes sur E, (II 3.4.1.1 (6))
a valeurs dans LI(E). Celle-ci est un préchamp car, si F et G sont deux
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objets de LI(E)(S), SeOb(E), le préfaisceau Homg(F, G) des S-mor-
phismes de F dans G dans la catégorie LI(E) s’identifie au faisceau
Hex(F, G). Puisque LI(E) est un préchamp scindé, on obtient un champ
associé
LI(E)— LIEN(E) 3)
en posant
LIEN(E)=KS(LI(E)), cf. (I122.6.1). “4)

En composant (2) et (3) on obtient un morphisme de champs scindés

lien(E): FAGRSC(E)— LIEN(E). (5)

Définition 1.1.6. Soit E un U-site.

(i) Le E-champ scindé LIEN(E) sera appelé le champ des liens sur E,
[ou, si besoin est, le champ des U-liens].

(ii) On appellera lien sur E une section cartésienne du champ des
liens, c’est a dire un objet de la catégorie des liens sur E, définie par

Lien(E)=I(i_m(LIEN(E)/E). (1)
On notera encore lien(E) le foncteur
lien(E): Fagr(E)— Lien(E) 2)

déduit du morphisme de champs lien(E), (1.1.5(5)), par passage aux
catégories de sections cartésiennes et composition avec ’équivalence,
(I13.4.2 (i),

Fagr(E)—=- %ir_n(FAGRSC(E)/E). 3)

(iii) Pour tout Se Ob(E), on appellera lien sur S un objet de la catégorie
LIEN(E)g, fibre en S du champ des liens, elle-méme appelée catégorie
des liens sur S.

1.1.6.1. On sous-entendra parfois E dans la notation. Comme toujours,
si e est un objet final de E, on a une équivalence de catégories

Lien(E) - LIEN(E),. “4)

1.1.6.2. (Changement d’univers.) Soit U’ un univers contenant U. Par
définition, FAGRSC(E), est contenue dans FAGRSC(E), et, par
fonctorialité de la construction du champ des liens (I 2.4.5) (112.2.2.2),
on a un morphisme de champs

LIEN(E), — LIEN(E), 4
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tel que le diagramme
FAGRSC(E),— FARGSC(E)y
lien(E)y lien(E)r (5)
LIEN(E),— LIEN(E),

soit commutatif & isomorphisme canonique prés. Par passage aux
sections, on en déduit un foncteur

Lien(E),— Lien(E),.. 6)

Il est aisé de démontrer que (4) (donc (6)) est pleinement fidéle et que
I'image essentielle de (6) est formée des liens qui, localement, sont de la
forme lien(E), (A4) ou A est un U-faisceau de groupes.

Proposition 1.1.7. Soit E un U-site.
(i) Le morphisme de champs lien (E) de (1.1.5 (5)) est couvrant (I 1.4.1).
(ii) Pour tout SeOb(E) et tout couple (F, G) de faisceaux de groupes

sur E 5, le morphisme induit par lien (E) sur les faisceaux de S-morphismes
Hom (F, G)— Hom(lien(F), lien(G)) 1)

fait du second un quotient G\Hom(F, G).

1.1.7.1. Puisque LI(E) est un préchamp, le foncteur LI(E) — LIEN(E),
(1.1.5(3)), est pleinement fidéle, (11 2.1.3 (i) et 1.4.5) et I'assertion (ii)
résulte de la construction de LI(E).

1.1.7.2. Pour prouver (i) il reste a prouver que lien (E) est «localement
surjectif sur les objets» (condition II 1.4.1 (ii)) car (1) est évidemment un
épimorphisme. Or c’est le composé de LI(E)— LIEN(E) qui est bi-
couvrant (I 2.1.3 (ii)) et de FAGRSC(E)— LI(E) qui est bijectif sur les
objets, d’ou ce point.

Corollaire 1.1.7.3. Soit 4 un faisceau de groupes et soit L=Llien(A4)
le lien qu’il définit. On a un isomorphisme (1) de faisceaux de groupes
Aut(L)—> Out(4) 1)

ou Out(A) est le quotient de Aut(A) par A opérant par automorphismes
intérieurs. L’ensemble des liens localement isomorphes a lien(A) est

. h A
isomorphe a H! (E, Out(4)). @

Si B est un faisceau de groupes, pour que les liens lien(A4) et lien(B)
soient isomorphes il faut et il suffit qu’il existe un Int(A4)-torseur P tel
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que Bx*A4, ou Int(A) est le quotient de A par son centre et ou 74 est
obtenu en tordant 4 par P grace aux opérations de Int(A4) sur 4 définies
par les automorphismes intérieurs.

La premiére assertion est un cas particulier de (1.1.7 (ii)). La seconde
enrésulte par (111 2.5.2). Prouvons la troisiéme. La condition est suffisante;
en effet, si P est un Int(A)-torseur, on a un isomorphisme de liens
lien(PA) —— Plien (4) d’aprés (111 2.3.11) et un isomorphisme Flien (4) =
lien(A4) car Int(A) opére trivialement sur lien(A4). Elle est nécessaire, en
effet, si u: lien(4)— lien(B) est un isomorphisme de liens, le faisceau
P=Isom,(A, B) des isomorphismes de groupes qui induisent u est un
torseur sous Int(4) d’aprés (1.1.7 (ii)). D’aprés (III 2.3.2), ceci suffit a
assurer que B s’obtient en tordant 4 par P.

Corollaire 1.1.8. Soit E un U-site. Pour tout E-champ X le foncteur
de composition

Cartg(lien, X): Cartg(LIEN, X)— Cart;(FAGRSC, X) (1)

est pleinement fidéle. Son image essentielle est formée des morphismes
de champs x: FAGRSC(E)— X qui transforment tout automorphisme
intérieur en une fléche identique.

Puisque lien est couvrant, (1) est pleinement fidéle (II 1.4.2). D’autre
part, lien transforme tout automorphisme intérieur en une fléche
identique, car il en est ainsi de FAGRSC — LI. 1l reste & montrer qu’un
morphisme de champs x: FAGRSC — X ayant la propriété de ’énoncé
se factorise par LIEN, a isomorphisme prés. Par construction de LI, il
se factorise par LI, donc par le champ associé, c’est a dire LIEN.

Corollaire 1.1.9. Soit E un U-site et soit x: FAGRSC — X un mor-
phisme de champs. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) il existe une E-équivalence L: LIEN — X telle que L. Lien soit
E-isomorphe a x;

(if) x est couvrant et, pour tout SeOb(E) et tout couple (F, G) de
faisceaux de groupes sur S, le morphisme induit par x sur les faisceaux
de S-morphismes

Hom (F, G)— Homg(x(F), x(G)) (1)

fait du second un quotient G\Hom(F, G), (~Hex(F, G)).

1.1.9.1. D’apreés (1.1.8), sous les conditions de (i), L est unique a
isomorphisme unique prés. Par (1.1.7), on sait que (i)=>(ii). Inversement,
si on a (ii), x se factorise par LIEN d’aprés (1.1.8) et LIEN — X est
bicouvrant d’aprés (1.1.7), donc une équivalence.
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1.1.9.2. D’aprés ce qui précéde, on peut caractériser le champ des
liens a E-équivalence prés par les propriétés de (1.1.9) ou (1.1.8). Le lecteur
constatera a 'usage que ce sont les seules que nous utiliserons, le choix
que nous avons fait d’un champ scindé étant commode techniquement,
sans plus. Dans certains cas, le corollaire précédent nous permettra de
donner une description «géométrique» dun champ équivalent au
champ des liens, adaptée a la situation.

Remarque 1.1.10. (Extension a E.) Avec le champ des liens il simpose
de considérer son extension a E

LIEN(E)*, (13.2.2), (1)
dont la fibre en PeOb(E) est, par définition, la catégorie

LIEN (E)# = Cartg(Ep, LIEN(E)) ~Lim(LIEN(E)/E;p)  (2)

des sections cartésiennes de LIEN(E) au dessus de E . Un objet de (2)
sera appelé un lien sur P. Si P est représentable par un SeOb(E), on
retrouve a équivalence prés la catégorie des liens sur S. Plus précisément,
le foncteur «valeur en P»

LIEN(E)} — LIEN(E)s, LwL(id;), (P=n(S)), 3)

est une équivalence; de plus, celle-ci est compatible avec les foncteurs
images inverses associés a une fleche f: T— S de E et a son image #(f):
n(T)— n(S) dans E. En effet, comme pour tout E-champ (13.2.3), on a
une E-équivalence

LIEN(E)* x 3;E — LIEN(E) 4)

dont la restriction aux fibres en S n’est autre que (3).
Remarque 1.1.11. (Extension a E.) Pour tout E-champ F, posons

F*=F*xzE=i,(F*), (11333) (1)

d’ot un E-champ (pour la topologie canonique)
LIEN(E)*. 2

D’aprés (I 3.4.13 (3)), on a une E-équivalence

FAGRSC(E) —=> FAGRSC(E)*, 3)
d’ou, par composition avec le morphisme de champs

lien(E)*: FAGRSC(E)* — LIEN(E)* 4)
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déduit de (1.1.5(5)) par (1), un morphisme de champs
u: FAGRSC(E)— LIEN(E)*. (5)

Celui-ci vérifie les conditions de (1.1.9 (ii)), ce qui prouve P’existence d’'une
E-équivalence de champs

v: LIEN(E) —=- LIEN(E)* (6)
et d’'un isomorphisme N
l: y—>v-lien(E), )

le couple (v, ) étant unique a isomorphisme unique prés. Par passage aux
fibres en I'objet final de E, on trouve une équivalence

Lien(E)—=> Lien(E) ®8)
et, d’aprés (II 1.3.3), pour tout SeOb(E), on a une équivalence
LIEN(E)s, —=> LIEN(E)s, S'=¢(S), )
ou &: E — E est le foncteur habituel.
Corollaire 1.1.12. Soient E un U-site et Pe Ob(E). On a une équivalence
de champs sur E p (pour la topologie induite (0 3.1.4))
LIEN(E p) —=- LIEN(E),p 1)
et une équivalence de catégories

Lien(E,») — LIEN(E)} . Q)

1.1.12.1. La source de (1) est le champ des liens sur E p, (1.1.6 (1)), et
son but est le champ déduit de LIEN(E) par le changement de base
Ep— E, (13.2.1). Autrement dit, un lien sur P s’interpréte comme un
lien sur Ep. :

1.1.12.2. Remarquons d’abord que ’on a un isomorphisme de champs
scindés sur E,p
FAGRSC(E p)——> FAGRSC(E)p, (11342). 3)
Or il est immédiat que le morphisme de champs sur E

lien(E),p: FAGRSC(E),p — LIEN(E);p “4)

déduit de lien (E) par le changement de base E,, — E vérifie les conditions
de (1.1.9 (ii)), d’ou (3), puis (4) par passage aux fibres en I'objet final idp
de E;p. En fait on peut montrer que LIEN(E;;) et LIEN(E), sont
canoniquement isomorphes, mais cela n’a guére d’intérét.
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Terminologie 1.1.13. Soit f: T— S une fleche de E et soit L un lien
sur S. Par analogie avec le cas des faisceaux, 'image inverse de L par f
sera appelée la restriction de L a T; on la notera souvent L ou I/. De
méme, si L est un lien sur E, autrement dit une section cartésienne de
LIEN(E), pour tout SeOb(E), on appellera restriction de L a S la valeur
de L en S, notée L(S) ou encore I3. D’aprés (1.1.10), celle-ci s’interpréte
également comme la restriction a E g de la section cartésienne L, C’est a
dire, (1.1.12), comme un lien sur E ;s pour la topologie induite. Les compati-
bilités désirables sont résumées par les morphismes de champs décrits
ci-dessus.

1.2. Propriétés locales des liens

Définition 1.2.1. On appelle représentant d’un lien L sur E un couple
(A,a) ou A est un faisceau de groupes sur E et a: lien(4)—— L un
isomorphisme de liens. On dit qu’un lien L sur E est représentable s’il
existe un représentant de L. De méme un représentant d’'un morphisme
de liens f: L— M est un (4, a, g, B, b), ou (4, a) et (B, b) sont des représen-
tants de Let M et ou g: A — B est un morphisme de faisceaux de groupes
tel que b - lien(g)=f-lien(a).

On notera qu’un morphisme de liens u: L— M peut n’étre pas
représentable méme si L et M le sont. En effet, si F et G sont deux fais-
ceaux de groupes sur E, I'application

Hom (F, G) — Hex(F, G)~Hom(lien (F), lien(G))

induite par le foncteur lien(E) peut n’étre pas surjective car on sait
seulement que
Hom(F, G) — Hex(F, G)

est un épimorphisme de faisceaux, (1.1.7). Bien entendu, la méme termino-
logie est employée pour les diagrammes de la fibre LIEN (E)s en SeOb(E)
du champ des liens. Ceci dit, d’aprées (1.1.7), tout lien est localement
représentable ainsi que tout morphisme de liens.

Exemple 1.2.2. Prenons pour E la catégorie finale munie de la topolo-
gie discréte. Un E-champ est simplement une catégorie, le champ des
faisceaux de groupes n’est autre que la catégorie des groupes dont
'ensemble sous-jacent appartient & U a partir de laquelle on obtient le
champ des liens en identifiant deux morphismes congrus modulo un
automorphisme intérieur. Soit D, un diagramme de groupes:

A__>—du—>A—l—>B9 (DO))
ida
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ou A est invariant dans B, ou i est I'inclusion et ol u est un automorphisme
non intérieur de 4 induit par un automorphisme intérieur de B. Soit D
I'image de D, dans la catégorie des liens. Les deux composés possibles
sont égaux. L’on ne peut représenter D par un diagramme vérifiant la
méme condition, car cela signifie que u est intérieur. On notera au
passage que lien (i) n’est pas un monomorphisme.

Proposition 1.2.3. (Liens abéliens.)

(i) Pour qu’un lien soit représentable par un faisceau de groupes
abéliens il faut et il suffit qu’il le soit localement. On dit alors qu’il est
abélien.

(i1) Soit FABSC(E) le champ scindé des faisceaux de groupes abéliens
sur E (I1 3.4.1.1(6)). La restriction

FABSC(E) - LIEN(E) (1)

du morphisme lien(E): FAGRSC(E)— LIEN(E) induit une E-équi-
valence entre FABSC(E) et le sous-champ plein LIAB(E) de LIEN(E)
dont les objets sont les liens abéliens.

Il est immédiat que (1) est pleinement fidéle, que LIAB(E) est un
champ et que FABSC(E) — LIAB(E) est couvrant, d’ou (ii) puis (i).

Proposition 1.2.4. (Lien unité.) Le lien représenté par le groupe unité
est un objet unité de Lien (E) (C’est a dire a la fois initial et final).

Evidemment. On l'appelle lien unité et on le notera 1. Par abus de
langage, si L et M sont deux liens, on notera

L—1sM (1)

le morphisme unité, composé du morphisme initial 1 — M et du morphisme
final L— 1.

Remarque 1.2.5. (Opposé d’un lien.) En associant a tout faisceau de
groupes G son opposé G°, on définit un automorphisme de champs

Op: FAGRSC(E)— FAGRSC(E), Op(G)=G°, (1)

qui transforme tout automorphisme intérieur en un automorphisme
intérieur, (car Op est I'identité sur les faisceaux d’ensembles sous-jacents).
Donc Op induit un automorphisme de champs LI(E) — LI(E), d’ou, par
fonctorialité de (F/E)w~» KS(F), (1.1.5(4)), (12.4.5) et (11 2.2.2), un auto-
morphisme de champs

Liop: LIEN(E)— LIEN(E) (2
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tel que
Liop - lien(E)=Llien(E)- Op, 3)

(égalité de morphismes de champs). On appellera opposé d’un lien L et
on notera L? son image par le foncteur déduit de Liop par passage aux
sections cartésiennes. De plus, on a un isomorphisme de morphisme de

champs . ~
idpacrscry —— Op 4

obtenu enassociant a tout faisceau de groupes G I'isomorphisme G —— G°
défini sur les sections par x> x~'. D’ou, par (1.1.8), un isomorphisme
canonique de morphismes de champs

idy jgng —— Liop )

c’est a dire, pour tout lien L sur E un isomorphisme canonique («de

symétrie»
Y ) L—>10 ©)
fonctoriel et compatible avec la localisation.

Définition 1.2.6. Soit u: L— M un morphisme de liens. On dira qu’il
est injectif, ou surjectif, ou central, ou normal s’il existe un raffinement R
de E et, pour tout SeOb(R), un représentant u': A'— B’ de la restriction
u® de u a S, qui soit un monomorphisme de faisceaux de groupes, ou un
épimorphisme, ou qui applique A’ dans le centre de B’ ou qui soit tel que
u'(A’) soit invariant dans B'.

On notera que ces conditions sont stables par localisation et de
nature locale car si u vérifie 'une d’elles, tout représentant u” de u vérifie
la condition correspondante pour les faisceaux de groupes.

Proposition 1.2.6.1. Pour qu'un morphisme de faisceaux de groupes
soit un épimorphisme (resp. monomorphisme) il faut et il suffit qu’il en
soit de méme du morphisme de faisceaux d’ensembles sous-jacent.

Seul le cas des épimorphismes présente quelque difficulté; par le
raisonnement habituel, on voit qu’il suffit de traiter le cas des groupes
ordinaires. On utilise I’astuce que voici, qui m’a ét¢ communiquée par
P. Gabriel mais dont lauteur m’est inconnu. Montrons qu’un épi-
morphisme de groupes i: H— G qui est injectif est un isomorphisme.

Soit 4 un ensemble. On pose E=G/H U {h}. On définit deux mor-
phismesr, t: G 3 Aut(E), par r(g)(p(x))=p(g x), ou xe Getou p: G — G/H
est la projection, r(g)(h)=h, et t=srs, ou s est la permutation de E qui
échange les éléments h et p(e), ou e est 'é1ément unité de G. Les restrictions
de r et t 2 H sont égales, ce qui impose que H=G.
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Proposition 1.2.7. Un morphisme de liens u: L—» M
(i) quiest injectifet surjectif est un isomorphisme, et réciproquement,
(ii) qui est surjectif est un épimorphisme (et réciproquement (cf.
(1.3.4))),
(iii) qui est central est un monomorphisme si, et seulement si, il est
injectif.
L’assertion (i) est évidente. Prouvons (ii). Soit L—*> M _?N un

diagramme de Lien (E) avec vu=wu et u surjectif. Puisque LIEN(E) est
un champ, pour prouver que u=w on peut localiser et représenter le
diagramme ci-dessus par un diagramme de Fagr(E) A—“*B“_f,——’ C,
a ceci prés que I'on est seulement assuré de I'existence d’'un automor-
phisme intérieur I de C tel que I ca=>b a. Puisque a est un épimorphisme,
on en déduit Ic=b, donc v=w. Ceci prouve (ii), la réciproque étant
assurée par (1.3.4). Par descente, on déduit (iii) du lemme suivant qui
assure qu’un morphisme central dont la source et le but sont représentables
est uniquement représentable.

Lemme 1.2.8. Soient A et B deux faisceaux de groupes. L’application
induite par lien(E)

Hom (4, B)— Hom(lien(4), lien (B))

induit une bijection entre les sous-ensembles formés des morphismes
centraux.

Résulte de (1.1.7 (ii)).

Remarque 1.2.9. L’exemple (1.2.2) montre qu’un morphisme injectif
nest pas en général un monomorphisme de liens car le foncteur lien ne
transforme pas monomorphismes en monomorphismes. Il en résulte que
’on ne sait rien sur les monomorphismes de liens, voir cependant (4.1.7).

1.3. Quotients de liens

Nous commengons I’étude des catégories fibres du champ des liens
par référence a celui des faisceaux de groupes. Le lecteur nous par-
donnera d’omettre un sorite sur le recollement de solutions d’un «pro-
bléme universel de nature locale», les énoncés ci-dessous précisant

suffisamment ce qu’il faut entendre par la.

Proposition 1.3.1.
(i) Le conoyau d’un morphisme de liens u: L— M [i.e. celui du

couple L_—";_, M, ou 1 est le morphisme unité, (1.2.4 (1))] existe.
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(i) Un conoyau de u reste un conoyau aprés localisation.
(iii) Le foncteur lien: Fagr— Lien transforme un conoyau en un
conoyau.

Corollaire 1.3.2. Soit L—»> M —*—» N deux morphismes de liens. Les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) v est un conoyau de u
(ii) pour tout lien X le diagramme de faisceaux d’ensembles

Hom(N, X)—— Hom(M, X)::"—’_, Hom(L, X)

est exact,ou v, u et 1sont induits par la composition avec u, v et le morphis-
me unité.

1.3.3.1. Par passage aux sections, ’assertion (ii) du corollaire entraine
(i). La réciproque résulte de I'assertion (ii) de la proposition.

1.3.3.2. Prouvons (1.3.1 (iii)). Pour cela, considérons deux morphismes
de faisceaux de groupes 4 —2-» B—b- C tels que b soit le conoyau de a
et prouvons que leurs images

u=lien(a), v=lien(b), L—*>M-—>N, (1)

vérifient (1.3.2(ii)). Cette condition est locale car les Hom sont des
faisceaux et, dans Fagr, les conoyaux sont stables par localisation. On
peut donc supposer que X est représenté par un faisceau de groupes G.
Il reste a prouver que la suite de faisceaux d’ensembles

Hex(C, G)—> Hex (B, G)$ Hex (4, G) )

est exacte. On sait que b est un épimorphisme de faisceaux donc v un
épimorphisme de liens, donc b un monomorphisme, (cf. 1.2.7 (ii)). De plus,
si xe Hex (B, G) vérifie x u=1, tout représentant x de x vérifie xa=1, car,
localement, il existe une section g de G avec Int(g) xa=1. D’ou I’exacti-
tude de (2).

1.3.3.3. On en déduit. trivialement que le conoyau d’un morphisme
représentable existe et est stable par localisation. Prouvons maintenant
I’assertion (i) de la proposition. Par définition, u: L— M est un morphisme
de sections cartésiennes du champ des liens, LIEN(E). Soit R le raffine-
ment de E tel que, pour tout SeOb(R), la valeur en S de u, u(S): L(S)—
M(S) soit représentable. Pour tout SeOb(R) choisissons un conoyau
v(S): M(S)— N(S) de u(S) (dans la fibre LIEN(E)s). Pour toute fléche
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f: T— S de R on a un diagramme commutatif

L(S)—, M(S) 28, N(S)
L(I)I IM(I) (3)
L(T) > M(T) —55~> N(T)

ou L(f) et M(f) sont cartésiens. Puisque u(S) est représentable, 'image
inverse de v(S) par f est un conoyau de u(T), d’ou un unique morphisme

f-cartésien N(f): N(T)— N(S)

tel que N(f)v(T)=v(S)M(f). D’ou une section cartésienne N de
LIEN(E) sur R et un morphisme v: M® — N, dont on montre aisément
que C’est un conoyau (dans la catégorie Cartg(R, LIEN(E))) de la restric-
tion uR: IR - M® de u & R. Puisque LIEN(E) est un champ, le foncteur
restriction

Cart,(E, LIEN(E)) — Cart,(R, LIEN(E))

est une équivalence, d’ou la conclusion, i.e. (1.3.1(i)). Ce dernier argu-
ment prouve également (1.3.1 (ii)) car on en déduit que v est un conoyau
de u pourvu qu’il en soit ainsi localement.

1.3.34. On remarquera que le conoyau d’un couple quelconque
L":u;M de morphismes de liens n’existe pas en général, cf. la fin de
(1.3.3.2).

Corollaire 1.3.4. Soit u: L— M un morphisme de liens. Les conditions
suivantes sont équivalentes
(i) u est un épimorphisme de liens
(ii) u est localement un épimorphisme de liens
(iii) u est surjectif.
De plus, sous ces conditions, u est normal.
Considérer le conoyau de u.

Corollaire 1.3.5. Soient A un faisceau de groupes et u: L—M,

M =lien(A), un morphisme de liens. Le foncteur qui, a tout faisceau de
groupes X, associe

{xeHom(4, X)ilien(x) - u=1}
est représentable (par un faisceau de groupes, évidemment).

Le probléme est de nature locale et ’on peut supposer que u est repré-
senté par un morphisme a: B— A4; auquel cas la condition lien(x) - u=1
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équivaut a xa=1 ce qui prouve que le foncteur est représentable par
le conoyau de a.

Corollaire 1.3.6. (Plus grand quotient abélien.) Soit L un lien. Le
foncteur qui, a tout faisceau de groupes abéliens A4, associe ’ensemble

Hom (L, lien(4))

est représentable (par un faisceau de groupes abéliens, évidemment).

Méme démonstration (1.2.3) et (1.2.8); on peut également invoquer
le corollaire ci-dessous.

Corollaire 1.3.7. Soit L un lien. Supposons donnés un raffinement R
de E et, pour tout SeOb(R) et tout représentant (A4, u: lien(4) —— L)
de la restriction de L a S, un sous-faisceau de groupes A, de A, de telle
sorte que

(i) pour tout SeOb(R) et tout isomorphisme i: (A4, u)— (A4, u') de
représentants de IS on ait

i(4o)= Ao, 1)

(ii) pour toute fléche f: T— S de R et tout représentant (4, u) de I3,
le sous-faisceau de groupes attaché a la restriction (A7, u") de (4, u)a T
soit la restriction de celui attaché a (A, u).

Alors le foncteur qui, a tout lien X associe ’ensemble
M(X) (2

des xeHom(L, X) tels que, pour tout SeOb(R) et tout représentant
(4, u) de I3, le composé

lien(A4)—tient , J5_ x% , xS 3)
soit le morphisme unité, est représentable, (par un lien, évidemment).

1.3.7.1. Bien entendu, le probléme est de nature locale et ’on peut
supposer L représentable, auquel cas le corollaire résulte aisément de
(1.3.1(iii)), car le quotient lien(4/4,), ou A représente L, convient
évidemment, (noter que A, est invariant dans A d’aprés (i)).

1.3.7.2. Soit (S;);c; une famille d’objets de E engendrant le raffinement
R et soit, pour tout i€, un représentant A’ de la restriction L' de L 4 S;.
Les sous-faisceaux de groupes A} attachés aux A° suffisent a déterminer
le foncteur (2) et donc le lien qu’il représente. Nous laissons au lecteur
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le soin de traduire les conditions (i) et (ii) en termes des A’ et de leurs
restrictions aux produits §; x S; et §;x §; X S;.

1.4. Produits finis de liens

Proposition 1.4.1. (i) Les produits finis existent dans la catégorie des
liens (et dans les fibres du champ des liens).

(ii) Le foncteur restriction a4 un objet du site (1.1.13) commute aux
produits finis.

(iii) Le foncteur lien: Fagr — Lien commute aux produits finis.

Commentaire 1.4.1.1. L’assertion (ii)) montre que, si L et M sont des
liens, pour tout lien X, les projections structurales du produit L x M
définissent un isomorphisme de faisceaux

Hom(X, L x M)-—=»Hom(X, L)x Hom(X, M). (1)

Bien entendu, inversement, cette propriété caractérise le produit. Si
(a,b)eHom(X, L) x Hom (X, M), on désignera encore par

(a,b): X >LxM )

le morphisme correspondant. Comme a l'ordinaire, si a: L—L et
b: M — M’ sont des morphismes de liens, on désignera par

axb: LxM—->LxM (3)

le morphisme défini de maniére évidente.

1.4.1.2. Prouvons (iii). Soient F et G deux faisceaux de groupes, L
et M les liens qu’ils représentent et L x M le lien représenté par le produit
F x G. Nous devons prouver que, pour tout lien X, le morphisme (1)
est un isomorphisme. Pour les faisceaux, le foncteur restriction a un
objet du site commute aux produits finis. On peut donc localiser et
supposer X représentable. Il est immédiat que (1) est un épimorphisme
de faisceaux. Pour prouver que c’est un monomorphisme (donc un

isomorphisme) il suffit de noter que si a,b: A 3 F x G sont deux mor-
phismes de faisceaux de groupes et s’il existe des sections f et g de F
et G telles que

Int(f)-pry-a=pry-b  Int(g)-pry-a=pr,-b

on a trivialement Int(f, g) a=b. On en déduit (ii) pour des liens représen-
tables, d’ou (i) et (ii) par descente.

1.4.1.3. Il est immédiat qu’un diagramme L« P — M est un produit
si, et seulement si, il en est ainsi localement.
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Remarque 1.4.2. (L,);;, I fini, est une famille de liens, par la propriété
universelle on a des morphismes

inj;: Li— [] Li, (1)
définis par el
prj-inj;=1 si i%j, pr;-inj;=idg, 2)

ou 1 est le morphisme unité. Si L, M et X sont des liens, on a ainsi une
application
Hom(L x M, X)— Hom(L, X) x Hom (M, X) 3)

mais elle nest pas toujours injective, et la propriété habituelle pour les
morphismes de groupes ne s’étend pas
On a cependant un résultat partiel.

Proposition 1.4.3. Soient u: L— X et v: M — X des morphismes de
liens. Supposons que u soit central. 11 existe un unique morphisme de liens

u+v: LxM—-X (1)
tel que
(u+v)-inj;=u  (u+v)-inj,=v. )

Si, de plus, u et v sont centraux il en est de méme de u+v.

La preuve est immédiate en localisant: utiliser (1.2.8).

1.5. Centralisateur d’'un morphisme de liens

Définition 1.5.1. Soit u: L—M un morphisme de liens. On appelle
centralisateur de u un représentant du foncteur (contravariant) qui, a
tout lien X, associe ’ensemble

C,(X)={xeHom(L x X, M), x - inj; =u}. 1)

1.5.1.1. Un centralisateur de u est donc un couple (C,, c,), ou C, est un
lien et c,: L x C,— M un morphisme de liens, tel que, pour tout lien X,
P'application

¢: Hom(X, C,)—»Hom(Lx X, M), c(x)=c,-({id,xXx), )
induise une bijection

Hom(X, C,)— C,(X). 3)

1.5.1.2. Bien entendu on a une application

d: C,(X)»Hom(X,M), d(x)=x-inj,, 4)
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et d(x) «commute» & u en un sens que le lecteur précisera. Mais cette
application n’est pas injective en général (1.4.2). On se gardera donc de
croire qu’'un morphisme X — C, est défini par un morphisme X —M
qui «commute & u». De méme, y, ne détermine pas c,, (1.5.2 (2)).

Proposition 1.5.2. Soit u: L— M un morphisme de liens.
(i) I1 existe un centralisateur (C,, c,: Lx C,— M) de u. On a

¢, inj;=u (1)
et le morphisme
Yut Cu_’M’ '))u=Cu'il‘lj2, ()
est injectif.
(ii) Pour tout SeOb(E), la restriction de (C,, c,) a S est un centrali-
sateur de celle de u.

(iii) Si a: A— B est un représentant de u, si C, est un centralisateur
de a, (au sens des faisceaux de groupes), si

Va: Ca—B (©)
est 'injection canonique et si I'on pose

c,=u+v,, ¢, AxC,—B, 4)
alors
(C., c)=(lien(C,), lien(c,)) (5)

est un centralisateur de u.

(iv) Pour que (C,, ¢,) soit un centralisateur de u il faut et il suffit
qu’il en soit ainsi localement.

Par un raisonnement facile de descente, il suffit de prouver (iii). Soit
X un lien. Par passage aux faisceaux, 'application (1.5.1 (3)) fournit un
morphisme de faisceaux

Hom(X, C,)— C,(X). (6)

Nous devons prouver que c’est un isomorphisme. La question est
locale, on peut donc supposer que X est représentable par un faisceau
de groupes G. Prouvons que (6) est un monomorphisme. Cela résulte
aisément de I’énoncé suivant que nous allons prouver. Soient x, y: G 3 C,
deux morphismes de faisceaux de groupes tels qu’il existe une section m
de B avec

Int(m)-c,-(id, x x)=c,-(id, x y) (7)
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alors il existe une section n de C, telle que

Int(n)- x=y. (8)

G—=—GC,

Par composition avec inj, : A — A x G on déduit de (7) que Int(m) - a=a.
Puisque C, est le centralisateur de a, il en résulte I'existence d’une
section n de C, telle que m=1y,(n). Par composition avec inj,: G > A x G,
on en déduit

Int(y,(n) - 74~ X=%4", )
d’ou la conclusion, car y, est un monomorphisme de faisceaux de groupes.
Prouvons maintenant que (6) est un épimorphisme de faisceaux. Soit
« une section de C,(X), nous devons prouver qu’elle appartient locale-
ment 4 'image de (6) et nous pouvons donc supposer qu’elle est représen-
table par un morphisme de faisceaux de groupes x: 4 x G — B tel qu’il
existe une section m de B avec

Int(m)-x-inj;=a (inj;: A—>AxG). (10)

En fait, Int(m) x représente aussi = et I’on peut supposer que X - inj; =a.
Il en résulte immédiatement que x -inj, (inj,: G— A4 x G) centralise a
donc qu’il existe un morphisme

x: G—C, 11)

tel que y,-x=x-inj,. Puisque x et a commutent on en déduit que
x=a+(y, - x)=c, - (id 4 x x), d’ou la conclusion.

Corollaire 1.5.3. (Centre d’un lien.) Soit L un lien.

(i) Le foncteur qui, a tout lien X associe 'ensemble C,(X) des morphis-
mes centraux de X dans L est représentable.

(ii) Soit (Cy, y.: Cr— L) un représentant du foncteur C,(X). Le lien
C, est abélien et le morphisme y, est injectif et central. De plus, si on pose

cp=id; +v;, c¢p: LxCp—L, (1)

(ce que (1.4.3) autorise), le couple (Cy, c;) est un centralisateur du mor-
phisme identique de L.

(iii) Si L est représenté par un faisceau de groupes G, le centre de G
représente C; .
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1.5.3.1. Ce corollaire peut se démontrer directement mais on le
déduit immédiatement de la proposition précédente en considérant le
centralisateur (Cy, ¢;) de id;, en posant

YL=Cr-inj, 2
et en utilisant (1.4.3).

1.5.3.2. Sous les conditions de (ii), on dit que (C,,c.) est le centre
de L. Dapres (1.2.3), «c’est» un faisceau de groupes abéliens. Plus
précisément, le foncteur qui, a tout faisceau de groupes abéliens A4,
associe 'ensemble C,(lien(4)) des morphismes centraux lien(4)— L
est représentable par un faisceau de groupes abéliens C; et 'on a un
isomorphisme canonique lien(Cy) —— C,.

Corollaire 1.5.4. (Fonctorialit¢t du centralisateur.) Soient L—%-
M —> N des morphismes de liens et soient respectivement (C,, c,),
(C,,c,) et (C,,,c,,) des centralisateurs de u, v et vu.

(i) Par la propriété universelle de C,,, le composé

Cu X idcu

LxC,xC, MxC,~=>N (1)
détermine un morphisme de liens
Cpvi CuxC,—C,,. )
(ii) On a un diagramme commutatif
M—25N
J o
C.—Ch—5—-C,
ou l'on a posé
i=c, ,-inj, et j=c, ,-inj,. “4)
De plus, j est injectif.
La preuve est évidente. Si u et v sont représentés, on décrit aisément

le diagramme qui représente (3). Notons que pour tout morphisme de
liens u: L— M on a un diagramme commutatif

LM

g

©)
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ou [ (resp. m) est 'analogue de i (resp.j) pour le composé u-id; (resp.
ldM M u).

Corollaire 1.5.5. Soit u: L— M un morphisme de liens.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes

(a) u est central

(b) y,: C,— M est un isomorphisme

(c) M, pr,: Lx M — M) est un centralisateur de u.

(ii) Si u est normal il en est de méme de y,: C,—»M

(iii) Si u est un épimorphisme (i.e. surjectif), pour tout morphisme
de liens v: M — N le morphisme C,— C,, est un isomorphisme et, en
particulier, C,; — C, est un isomorphisme.

La démonstration est laissée au lecteur.

Remarque 1.5.6. On dira qu’un morphisme de liens u: L— M respecte
les centres s’il existe un morphisme v: C, — Cy, tel que yp -v=u-y,,
(1.5.3). On notera que v est nécessairement unique car y,, est un mono-
morphisme (1.2.7); on dira que v est le morphisme induit par u sur les
centres.

Lemme 1.5.7. Soit u: L— M un morphisme de liens, soit (C,, c,:
Lx C,— M) le centralisateur de u, soit x: X — C, un morphisme de
liens et soit enfin

s=c,-(id,xx), s:LxX—->M, (1)

le morphisme correspondant a x par la propriété universelle de C,. On
a un isomorphisme

i: C,—C; 2
caractérisé par

cs'(ideXx i)=cu'(idecx), (3)
ou (C,, ¢y et (C,, c,) sont les centralisateurs de s et x.

1.5.7.1. Ce lemme n’est que la généralisation aux liens de la formule
Cois=C,nC,, o0 a+b: AXxB—D est un morphisme de groupes
(ordinaires), ou C, et C, sont les centralisateurs de a: 4 >D et b: B—D
et ou C,,, est le centralisateur de a+b.

1.5.7.2. Par définition, C, représente le foncteur qui, a tout lien V
associe
C,(V)={v: XxV—-C,, v-injy=x}. 4)
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Par la propriété universelle de C,, on a un isomorphisme de foncteurs
enV .
Ci(V)—> C(V),  vwe,-(idyx), ®)
ou l'on a posé
Ci(V)y={w: LxXxV—>M, w-inj,=u,w-inj,, y=s}. 6)

En effet, la seconde condition de (6) traduit la condition de (4) comme
on voit immédiatement. Or il est immédiat que la premiére condition
de (6) résulte de la seconde donc C; est égal au foncteur représenté par
C,. D’ou l’existence de 'isomorphisme i qui vérifie (3) d’aprés (5). Enfin
(3) caractérise i d’aprés la propriété universelle de C;.

1.6. Le produit contracté L AM de deux liens

Définition 1.6.1. Soient u: C — L et v: C— M deux morphismes de
liens. On appelle produit contracté et 'on note LAM le conoyau du

1
couple (u,1),(1,v): C3LxM, (1)
ou 1 désigne le morphisme unité et L x M le produit.

1.6.1.1. Le conoyau d’un couple n’existe pas toujours. Pourtant, si
I’on suppose que v est central il est immédiat que le conoyau de (1) est
égal a celui du morphisme

(u,v™Y): C>LxM, ?)

ou v~ ! est défini par référence au cas des faisceaux (ou I'on pose v~ (x)=
v(x)~"). Le produit contracté existe donc si v (ou u) est central.

1.6.1.2. Bien entendu, la notation L A M est abusive car le conoyau
comporte également la donnée d’'un morphisme

n: LxM>LAM. ?)

Si v est central, pour tout morphisme de liens x: Lx M — X tel que
x(u, v~')=1, il existe un unique morphisme y: L AM — X tel que ym=x.

1.6.1.3. Bien entendu, si v est central, le produit contracté est stable
par localisation, car il en est ainsi du produit et du conoyau. De plus,
sia: Z—A et b: Z— B sont des morphismes de faisceaux de groupes
représentant u et v on a un isomorphisme canonique

lien(AXB)xLAM, )
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en définissant de maniére analogue le produit contracté A B pour des
faisceaux de groupes. On se gardera de croire que le produit contracté soit
une somme amalgamée. Ceci est pourtant vrai si L, M et C sont des
liens abéliens.

Exemple 1.6.2. Soit u: C — L un morphisme de liens central. Le mor-
phisme u+id;: C x L— L induit un isomorphisme

CRL—>L, 1)

ou le produit contracté est relatif au couple (id¢, u).

Puisque u est central, le morphisme u+id; existe, (cf. 1.4.3) et il suffit
de prouver que c’est un conoyau de (idc,u'): C— Cx L, ce qui est
trivial par réduction au cas des faisceaux.

Proposition 1.6.3. Soient u: C— L et v: C — M deux morphismes de
liens.

(i) Si u et v sont centraux, (u,v="): C— L x M. est normal. La réci-
proque est vraie si u et v sont injectifs.

(i) Si u ou v est central, la symétrie L x M~ M x L induit un iso-

morphisme
LAMAMKXL. (1)
(iii) Siv est central et si w: C— N est un morphisme de liens, on a un
isomorphisme canonique
(LXKM)XN~LKX(MXN) Q)
ou le composé

C42, [ xM-25LRM [resp. C—=D5 M xN—25MKN]
sert a définir le premier (resp. second) produit.

Bien entendu, (i) est locale et se prouve pour des morphismes de
faisceaux de groupes. (ii) résulte du fait que LRM est le conoyau du
couple (1.6.1(1)). Quant a (iii), il suffit de prouver que les deux termes de
(3) s’identifient a la limite inductive du diagramme

w1,1), 1,v,1), 1,1,w): CBLxMxN.
Proposition 1.6.4. Soit un diagramme commutatif de morphismes de

liens
L% C—2*5sM

{1 g

Lege C—pr M
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tel que a et b soient centraux et injectifs et tel que le produit contracté

L A M’ existe et reste un produit contracté aprés localisation (par exemple
a’ ou b’ est central). Le morphisme naturel

C,AC,—C, )

est un isomorphisme, ou w: L AM SLAM est le morphisme déduit de
uxv:LxM —LxMetouC,, C,et C, sont les centralisateurs de u, v
et w.

1.64.1. Soient p: LxM — L AM et pP:LxM—-L AM les projec-
tions naturelles. Le morphisme w est défini par

w-p'=p-(uxv). (3)
Si I’on note ¢ le composé (3), on a des morphismes

Cyuyo— C,<=—C,, Q)

celui de gauche étant induit par p et celui de droite par p/, (1.5.4 (ii)); ce
dernier est un isomorphisme car p’ est surjectif. Par ailleurs, on a un iso-
morphisme évident C, x C,«~— C,, ,, d’olil un morphisme canonique

c,xC,—»C,,. %)
Puisque a et b sont centraux, on a des morphismes centraux
a: C>C, et B: C—>C, (6)
et il reste & démontrer que (5) est le conoyau du morphisme

(@ p7"): C—C,xC,. ()

1.6.4.2. D’apreés (1.3.1) et (1.5.2), on peut localiser, représenter (1) par
un diagramme commutatif de Groupes (noté de la méme fagon), tel que
a et b soient des monomorphismes centraux et il reste 4 montrer que le
morphisme de Groupes (5) est un conoyau du morphisme de Groupes (7),
ou 'on a noté de la méme fagon les constructions précédentes effectuées
dans la catégorie des Groupes. Il est immédiat que le noyau de (5) est (7)
et il suffit de prouver que (5) est un épimorphisme.

Soit s une section de C,, =L AM. Puisque p est un épimorphisme, il
existe localement une section (x, y)de L x M telle que p(x, y)=s. Montrons
que x appartient nécessairement a C,. Pour toute section (x’, 1)de L x M’,
on doit avoir

plxu(x)x 'u(x)"',1)=1 (dans LA M),
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donc il existe une section ¢ de C telle que
b(c)=1 et a(c)=xu(x)xtu(x)*;

puisque b est un monomorphisme, on a c=1, donc x est une section de C,
et, par symétrie, y est une section de C,. D’ou la conclusion.

Remarque 1.6.5. La derniére partie de la démonstration prouve que,
si v est central, on peut abandonner ’hypothése que a est injectif.

Corollaire 1.6.6. Soient a: C— L et b: C— M deux morphismes de
liens. Supposons les centraux et soient a’: C— C et b': C— C), leurs
factorisations naturelles par les centres de L et M.

(i) Si b est injectif, le composé
L, [ xM—2>LAM, (1)
ol p est la projection, est injectif et son centralisateur est C, AM.
(ii) Le morphisme naturel

CLACy—LAM @)

est central. Si a et b sont injectifs, il induit un isomorphisme entre
CL/C\ C, et le centre de LAM.

11 est immédiat que (1) est injectif; par ailleurs, il s’identifie au mor-
phisme L AC—oLAM grace a I'isomorphisme L~ L K Cde (1.6.2), d’ou
’on déduit (i) par (1.6.5). De méme, (ii) résulte immédiatement de (1.6.6).
On notera que (ii) signifie que le centre d’un produit contracté est le
produit contracté des centres. L’hypothése que a et b sont injectifs est

alors essentielle car, si M=1 et si C=C;, on trouve LAM =L/C et
C. A C,,=1, mais L/C peut avoir un centre non trivial.

§ 2. Gerbes liées

2.1. Opérations d’un lien sur un champ

2.1.1. Soit F un E-champ vérifiant (U — P), c’est & dire dont les fibres

sont des U-catégories. En composant les morphismes de champs
(I13.5.2 (@) et (1.1.5(5))

Fet , FAGRSC(E) "®, LIEN(E)
on obtient un morphisme de champs

liau(F): F***— LIEN(E) 1)
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qui, a tout objet x de F de projection SeOb(E), associe
liau(F)(x)=lien(Autg(x)), 2

c’est a dire le lien représenté par le faisceau des S-automorphismes de x,
et a tout S-isomorphisme m: x — y de F, Se Ob(E), le morphisme

liau(F)(m)=Llien(Int(m)), (I13.5.2(3)). 3)

Par définition du champ des liens, si m, n: x =3 y sont deux S-isomorphis-

mes de F, on a
liau(F)(m)=Lliau(F)(n), 4)

car le foncteur lien transforme tout automorphisme intérieur en une
fleche identique.

2.1.2. Soit m: F — G un morphisme de champs. On a un morphisme
de morphismes de champs
liau(m): liau(F)— liau(G)- m*", (1)

ou m®™: F'— G est le morphisme induit par m sur les champs de
groupoides sous-jacents et ou

liau(m)=lien(E)* AUT(m)  (I13.5.3(2)). )

Pour tout xeOb(F;), SeOb(E), le foncteur m induit un morphisme de
faisceaux de groupes '

1y Autg(x) > Autg(m(x)) 3)

et, par définition de (1), le morphisme liau (m)(x) est le morphisme de liens
représenté par . :

m,=lien(y,), m,: lien(Autg(x))— lien(Autg(m(x))). 4

2.1.3. Soit encore P un objet de E. D’aprés (II 3.2.7) on sait que
FpxF x gE,p est un champ sur E,, pour la topologie induite (0 3.1.4) et
I'on a donc un morphisme de champs sur E

liau(Fp): Fp— LIEN(E ). (1)

Par ailleurs, par le changement de base E , — E, le morphisme (2.1.1(1))
définit un morphisme

liau(F),p: Fp— LIEN(E)p 2
et enfin, d’aprés (1.1.12), on a une (E p)-équivalence

p: LIEN(E,»)—=> LIEN(E) . 3)
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Ceci dit, on a un isomorphisme canonique

@: p-liau(Fp)— liau(F)p “4)

qui exprime savamment les propriétés de compatibilité de la formule
1

banale Auts(x/) x> Autg(x),  (12.62.1(5)), 5)

ou x/ est I'image inverse par une fléche f: T— S de E d’un objet x de K.

Définition 2.1.4. Soient F un E-champ dont les fibres sont des U-
catégories et L un lien sur E, c’est & dire une section cartésienne L:
E — LIEN(E) du champ des liens. Une action de L sur F est un morphisme
de morphismes de champs

a: L-f—liau(F), ou f: F*' L E 1)

est la projection
Feert ~—H““‘F\’ LIEN(E)

a

s / (1 bis)
E

2.1.4.1. On dira aussi que L opére sur F si I'on s’est donné une action
de L sur F. Si 'on veut préciser, on dira que (L, a) est un lien opérant
sur F ou encore que (L, a, F) est un champ a lien d’opérateurs. Cette
définition ne fait intervenir que le champ de groupoides F°** sous-
jacent a F.

2.1.4.2. Par définition, a est un E-morphisme de E-foncteurs (I 1.1.1)
autrement dit une famille

]

a(x): L(S)—lien(Autg(x)), xeOb(Fs), SeOb(E), 2

de morphismes de liens sur S vérifiant des conditions évidentes de
compatibilité avec la restriction & un ouvert et avec la composition des
morphismes.

2.1.4.3. (Action induite.) Soit (L, a, F) un champ a lien d’opérateurs et
soit u: L — L un morphisme de liens sur E. On appelle action induite
par a et u le morphisme

b=a-(u=xf), b:L-f—liau(F), (3)

(cf. (2.1.4 (1 bis))). Donc b est Iaction telle que, pour tout xeOb(F),
SeOb(E), b(x) soit le composé

L(S) —“&0, 1(S)—%, liau (F)(x). )
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Définition 2.1.5. Soient (L, a, F) et (M, b, G) des champs a lien d’opéra-
teurs. Soient encore m: F — G un morphisme de E-champs et u: L—- M
un morphisme de liens sur E. On dira que m et u sont compatibles (ou
que m est un u-morphisme, ou que (u, m) est un morphisme de champs a
lien d’opérateurs) si I'on a

liau(m)-a=(b*m=") (uxf) (1)

avec les notations de (2.1.2(1)).

2.1.5.1. Par définition, (1) signifie que, pour tout SeOb(E) et tout
xeODb(Fy), le carré

lien(Autg(x)) —2"%2, lien (Autg(m(x)))
a(x)I b(m(x)) )

L(S) —— M(S)

est commutatif, autrement dit que u(S) est compatible avec le morphisme

de liens m,, (cf. 2.1.2(4)) représenté par le morphisme Autg(x)—
Autg(m(x)) induit par m.

2.1.5.2. On notera que si n: F— G est un morphisme de champs
isomorphe d m et si m est compatible avec u il en est de méme de n. En
effet, si i: m—=> n est un isomorphisme, pour tout SeOb(E) et tout
xeOb(Fs), I'isomorphisme

I(x): Autg(m(x))— Autg(n(x)), I(x)=Int(i(x)), (3)
vérifie
lien(I(x))-m,=n,, (2.1.2(4)), 4)

car i est un morphisme de morphismes de champs, et
lien(I(x)) - b(m(x))=b(n(x)) (5)

car b est un morphisme de morphismes de champs. D’ou la conclusion
en se reportant a (2).

2.1.6.1. (Localisation.) Soit P un objet de E. Soit (L, a, F) un champ a
lien d’opérateurs sur E. Par le changement de base

Ep—E

on obtient un triple (Lp, a;p, Fp) dans lequel Fp est un champ sur E p,
cependant que L p est une section de LIEN(E),p sur E,p et s’interpréte
comme un lien sur le site E;p d’aprés (1.1.12). En vertu de (2.1.3), a;p
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s'interpréte comme une action de Ly sur Fp. On dira que (Lp, ap, Fjp)
est le champ a opérateurs obtenu par restriction d P. Par transitivité du
changement de base, on a transitivité de la restriction.

2.1.6.2. Pour préciser I'abus de langage, disons que L, n’est pas un
lien sur le site E p mais il existe un lien L, sur E;p et un isomorphisme
ip: Lp— p(Lp), (pour p, cf. 2.1.3(3)). Puisque p est une équivalence, il
existe une unique action

ap: Lp- fip— liau(Fp) (1)
ou fp: Fp— Ep est la projection, telle que
@-(pxap)-(ip*xfip)=ap 2

ol ¢ est isomorphisme de (2.1.3 (4)).

2.1.6.3. Soit encore (u,m): (L,a, F)— (M, b, G) un morphisme de
champs a opérateurs sur E. Le couple (up, m;p) déduit de (u, m) par
restriction a P (i.e. par le changement de base E,, — E) est un morphisme
de champs a opérateurs sur le site E . En effet, la formule déduite de
(2.15 (1)) par le changement de base E;p— E donne la conclusion car
le morphisme liau(m),, s’identifie a liau(m,p) par I'isomorphisme ¢ de
(2.1.3(4)) et I'analogue 7y relatif 2 G.

2.1.6.4. Soient (L, a, F) et (M, a, G) deux champs a opérateurs. Soient
encore m: F — G un morphisme de champs et u: L— M un morphisme
de liens. L’égalité (2.1.5(1)) qui exprime que m est compatible avec u
est 'égalité de deux morphismes dans le champ CART (F, LIEN(E)).

C’est donc une condition locale. Donc, pour que m et u soient compa-
tibles il faut et il suffit qu’il en soit ainsi localement, c’est a dire qu’il existe
une famille (S;) d’objets de E engendrant un raffinement telle que les
restrictions de m et u a chacun des S; soient compatibles.

Définition 2.1.7. (Opposé d’'un champ a lien d’opérateurs.)
Soit (L, a, F) un champ a opérateurs et soit

it [°—> L (1)

lisomorphisme de (1.2.5(6)), ou L° est 'opposé du lien L. On appelle
opposé de (L, a, F) le champ a lien d’opérateurs (I°, a’, F) ou

ad=a-(i*f) (f: F*">E) )

est I'action induite par a et i.
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2.1.7.1. Supposons que F soit un champ de groupoides scindé. En
I'interprétant comme un préfaisceau de catégories, on définit de maniere
évidente son opposé F°, dont les fibres sont les opposées de celles de F,
et un isomorphisme de champs scindés

I: F°>F, (3)

qui est I'identité sur les objets et qui, a tout morphisme d’une fibre,
associe son inverse. Il est immédiat qu’il existe une unique action de
0 sur F°, soit a°, telle que (i, I): (L, a°, F°) — (L°, &', F) soit un morphisme
(donc un isomorphisme) de champs a lien d’opérateur.

2.1.7.2. Si L est un lien abélien, donc uniquement représentable par
un faisceau abélien A, il existe un isomorphisme canonique de champs a
lien d’opérateurs
(j,idp): (I°,a,F)—(L,a", F)

ou a” est 'action de L sur F induite par a et 'automorphisme de symétrie
s: L— L (ou s est représenté par 'automorphisme xw» — x de A). En effet,
A est égal a son opposé, d’ou un isomorphisme canonique j: L’ — L qui
vérifie ji=s, d’ou la conclusion, par transitivité de I’action induite.

2.2. Lien d’une gerbe

Proposition 2.2.1. Soit F une E-gerbe dont les fibres sont des U-caté-
gories.

(i) Soit (L, a) un lien opérant sur F. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(@) a est un isomorphisme

(b) pour tout lien L sur E et toute action b de L sur F, il existe un
unique morphisme de liens u: L' — Ltel que b soit I'action induite (2.1.4.3)
par a et u.

(ii) Ilexiste un lien (L, a) opérant sur F et vérifiant les conditions de (i).

Définition 2.2.2. On appelle lien d’une gerbe F un lien opérant sur F
et vérifiant les conditions de (2.2.1 (i)).

2.2.2.1. Malgré une formulation désuéte on aura remarqué que
(2.2.1(i)(b)) caractérise le lien d’'une gerbe par une propriété universelle.
Par abus de langage, si (L, a) est le lien d’une gerbe F on sous-entendra
souvent a et on dira que L lie F ou que F est liée par L. Inversement, si L
est un lien sur E, on appellera L-gerbe un couple (F, a) tel que F soit une
gerbe et (L, a) le lien de F.
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2.2.2.2. Le lien d’une gerbe F s’explicite d’aprés (2.1.4.2) comme un
lien L et une famille d’isomorphismes de liens sur S

a(x): L(S)—>lien(Auts(x)), xeOb(F;), SeOb(E), (1)

(qui font donc de Autg(x) un représentant de la restriction de L a S), cette
famille étant assujettie a étre «compatible» avec la restriction et aussi
a la condition que, si i: x — y est un S-isomorphisme de F, le morphisme
de faisceaux de groupes

Int(i): Autg(x)— Autg(y)

représente le morphisme identique de L(S).

2.2.2.3. Prouvons la proposition. Puisque F est une gerbe, la projection
f: F—E est couvrante (comme morphisme de E-champs (II 1.4.1)).
Drapreés (11 1.4.2), 'application

Hom(L, L)—>Hom(L f,Lf), wur>uxf, 2)

est donc bijective. Ceci prouve que (a) = (b) puisque 'on impose b=
a-(ux*f). Montrons que, pour toute gerbe F, il existe un lien L et un

. h'
isomorphisme a: Lf— liau(F). 3)

On en déduira trivialement (ii); et aussi que (b) = (a), puisque (b) déter-
mine L a isomorphisme unique prés. Soit I la catégorie image de liau(F).
Il est immédiat que c’est une sous-catégorie fibrée de LIEN(E) et que le
foncteur induit par liau(F)

L: F-I

est cartésien. Par ailleurs, la projection I — E est un morphisme bi-
couvrant (II 1.4.1), comme il résulte trivialement du fait que F — E est
couvrant et de (2.1.1 (4)). D’apres (IT 2.1.3 (ii)), E est donc le champ associé
a I et, par la «propriété universelley, il existe une section cartésienne
Ly: E— I de I et un isomorphisme a,: L, f—— L. D’ou la conclusion,
en posant L=iLy et a=ix*ag, ou i: [ - LIEN(E) est I'inclusion.

Corollaire 2.2.3. Soient m: F — G un morphisme de gerbes et (L, a)
(resp. (M, b)) le lien de F (resp. de G). Il existe un unique morphisme de
liens u: L— M tel que m soit un u-morphisme (2.1.5).

2.2.3.1. On dira également que m est lié par u. Par définition, u doit
vérifier

liau(m)-a=(b*m)u=*f), f: F—E. (1)

Cette condition détermine (u = f) car b est un isomorphisme, donc aussi
b*m. Par ailleurs f est couvrant, donc u = f détermine u (cf. 2.2.2.3 (2)).
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2.2.3.2. Par la propriété universelle du lien d’une gerbe (2.2.1(b)), le
corollaire signifie également que si (L, a) est un lien opérant sur une
gerbe F, tout morphisme de gerbes m: F — G permet de faire opérer L
sur G, le morphisme

b: Lg—liau(G), (g: G—-E),

étant caractérisé par
bxm=liau(m)-a.

Sous cette forme, I’énoncé du corollaire garde un sens mais devient faux
si F et G sont des champs (mais non nécessairement des gerbes).

2.2.3.3. Pour qu’'un morphisme de gerbes m: F — G soit lié par un
morphisme de liens u: L— M, il faut et il suffit que, pour tout SeOb(E)
et tout xe Ob(F), le morphisme de faisceaux de groupes

Autg(x)— Autg(m(x)) 1))

représente la restriction de u a S, compte tenu des isomorphismes de
(2.2.2.2), cf. (2.1.5.1(2)).

Proposition 2.2.3.4. (Gerbes abéliennes.) Soit G une E-gerbe telle que,
pour tout Se Ob(E) et tout xe Ob(Gy), le groupe Autg(x) soit commutatif.
Alors le lien de G est abélien (1.2.3). De plus, pour tout faisceau de groupes
abéliens A4 sur E on a une bijection entre ’ensemble des actions de lien(A4)
sur G (2.1.4) et ’ensemble des familles de morphismes de groupes

a(x): A(S)— Autg(x), SeOb(E), xeOb(Gy) (1)
telles que

(i) pour tout SeOb(E) et tout S-morphisme m: x — y on ait
Int(m)-a(x)=a(y), ou Int(m)(u)=mum1, 2

(ii) pour toute fléche f: T— S de E, tout xeOb(Gy) et toute image
inverse m: x/ — x de x par f, on ait

Int(m)- a(x)=a(x’)- A(f), 3)
ou Int(m): Autg(x) —>Autg(x’) est défini par
m-Intm)(u)=u-m, ueAutg(x). 4)

Notons pour commencer que les applications Int(m) de (2) et (4) ne
dépendent pas de m, car les Autg(x) sont abéliens. La démonstration de
la proposition est essentiellement triviale et repose sur le fait que le
foncteur lien induit une équivalence entre la catégorie des faisceaux de
groupes abéliens et celle des liens abéliens (1.2.3).
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Corollaire 2.2.4. Soient F une gerbe, L son lien et PeOb(E).

(i) Il existe un isomorphisme canonique entre le lien de la gerbe Fp
(sur E p) et la restriction de L a P.

(ii) Si, de plus, m: F — G est un morphisme de gerbes, la restriction
m;p: Fp— G;pde ma E p est liée par la restriction du morphisme qui lie m.

En effet, d’aprés (2.1.6.1), la restriction de L a P opére sur F et il
est immédiat que la condition de (2.2.1(a)) est vérifiée, d’on (i). Pour
prouver (ii) on peut par exemple utiliser (2.2.3.3).

Corollaire 2.2.5. (Lien d’une gerbe trivialisée.) Soient F une gerbe,
L son lien, s une section de F et
A=Aut(s) 8

le faisceau des automorphismes de s. On a un isomorphisme canonique
de liens sur E Lxlien(A). Q)

2.2.5.1. En effet, si f: F — E désigne la projection, on a, par définition
du lien d’une gerbe, un isomorphisme
a: L-f—liau(F), 3)
d’ou un isomorphisme
axs: L—liau(F)-s, )

car L-f-s=L, puisque s est une section. Par ailleurs, d’aprés (II 3.5.4),
on a un isomorphisme canonique b: AUT(F)-s—A’, ou A’ désigne la
section de FAGRSC(E) définie par 4, d’ou un isomorphisme

lien(E) * b: lien(E)- AUT(F)- s — lien(E)- 4’,
qui, par définition de liau(F), (2.1.1 (1)), et de lien(A4), (1.1.6 (2)), s’écrit
également
liau(F)-s— lien(4)

et qui, composé avec (2), donne la conclusion.

2.2.5.2. I1en résulte que, si r est une section de F, on a un isomorphisme
canoni
nomiaue lien (Aut(s)) — lien (Aut(r) )

et que, pour tout isomorphisme de sections i: s— r, le morphisme de
liens représenté par 'isomorphisme Aut(s)— Aut(r) induit par i n’est
autre que (5).
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Enfin on vérifie sans que, si m: F — G est un morphisme de gerbes
et si t=ms est la section image de s par m, le morphisme induit par m

Aut(s)— Aut(t) (6)

représente, (grace aux isomorphismes (2)), le morphisme de liens qui lie
m: F—-G.

Proposition 2.2.6. Soit m: F—G un morphisme de gerbes et soit
u: L— M le morphisme de liens qui lie m.

(1) Pour que m soit fidele il faut et il suffit que u soit injectif, (1.2.6).

(ii) Pour que m soit couvrant, (II 1.4.1), il faut et il suffit que u soit
surjectif (C’est & dire un épimorphisme, (1.2.7)).

(iii) Pour que m soit pleinement fidéle il faut et il suffit que u soit un
isomorphisme, auquel cas m est une E-équivalence.

Pour que m soit fidéle, il faut et il suffit que, pour tout SeOb(E)
et tout couple (x, y) d’objets de Fy, le morphisme de faisceaux d’ensembles
ndutParm - Homg(x, y)— Homs(m(x), m(y)
soit un monomorphisme. Deux objets d’une méme fibre étant localement
isomorphes, la condition signifie que

Autg(x) - Autg(m(x))

est un monomorphisme de faisceaux de groupes. Or ce morphisme
représente la restriction de u 4 S. D’ou (i), car I’ensemble des Se Ob(E)
tel que Ob(Fg) soit non vide est un raffinement de E. On prouve de méme
(ii) et (iii). Noter simplement que, de toutes fagons, m est localement
surjectif sur les objets (II 1.4.1(ii)) et que, sous les conditions de (iii),
m est bicouvrant donc une équivalence, (II 1.4.5).

Corollaire 2.2.7. Soient L un lien et F et G deux L-gerbes. Tout
L-morphisme F — G (i.e. lié par id;) est une E-équivalence.

Résulte de (2.2.6 (iii)). Inversement, on peut dire que le lien d’une
gerbe est invariant par E-équivalence. On dira souvent L-équivalence
pour L-morphisme.

Corollaire 2.2.8. Soient F, et P, des gerbes et soit P=F x g P, leur
produit (dans la catégorie des champs cf. II 1.2.4). Les morphismes
L—L,; qui lient les deux projections de P font de L un produit L, x L,,
(dans la catégorie des liens sur E).

2.2.8.1. Soit xeOb(Fs), S€Ob(E), et soit x; son image par la i-€éme
projection. Par construction du produit fibré de deux E-catégories fibrées
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les morphismes Autg(x)— Autg(x;), 1

induits par les projections, font de Autg(x) un produit Autg(x,)x
Autg(x,). Orles morphismes (1) représentent les morphismes L(S) — L;(S),
d’ou la conclusion, d’aprés (1.4.1.3) car la projection de Iensemble
d’objets de P est un raffinement de E.

2.2.8.2. Par la propriété universelle (2.2.1(b)) du lien d’une gerbe, le
corollaire signifie également que «faire opérer un lien dans un produit
fini de gerbes revient a le faire opérer dans chacun des facteurs». Cette
assertion est incorrecte pour des champs: prendre le produit d’une
gerbe par le champ vide.

Corollaire 2.2.9. Soit u;: L,—M; un morphisme de liens et soit
m;: BE— Q; un (u;)-morphisme de gerbes (i=1, 2). Le morphisme de gerbes

myXgmy: BXgP—0XgQ,
est lié par
Uy Xuy: LiyxL,>M;xM,.

Résulte aisément du corollaire précédent et de (2.2.3.3).

2.3. La gerbe des morphismes liés

La théorie des torseurs utilise essentiellement deux constructions:
le produit contracté et le faisceau Hom, (P, Q) des u-morphismes, qui
se rameénent I'une a l'autre par (III 1.6.4). Dans une certaine mesure,
toutes deux se laissent transcrire en termes de gerbes. Nous commen-
cerons par la seconde qui est la plus utile.

Définition 2.3.1. Soient u: L —M un morphisme de liens, P une
L-gerbe et Q une M-gerbe. On désigne par

Hom,(P,Q) (resp. Hom,(P, Q)) 1)

la sous-catégorie pleine de Cartg (P, Q) dont les objets sont les u-morphis-
mes de gerbes, (resp. son ensemble d’objets). On désigne par

HOM, (P, Q) )

la sous-E-catégorie scindée de CART (P, Q), (I 3.3.1), dont les objets de
projection S sont les
m: Bs— Qs

qui sont liés par la restriction u,s de u a S.
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2.3.1.1. On a donc, pour tout S
HOMu(P’ Q)S= Homu/s (P/S’ Q/S)' (3)

Ce qui a un sens car, en vertu de (2.2.4 (i)), L 5 lie Pg et M s lie Q5. De plus,
on obtient bien une sous-catégorie scindée (i.e. un sous-préfaisceau de
catégories sur E) car les foncteurs images inverse de CART (P, Q) sont
induits par les changements de base

. .o E/T - E/s
et 'on applique (2.2.4 (ii)).

2.3.1.2. En vertu de (II 2.1.5), CART(P, Q) est un E-champ. Puisque
HOM, (P, Q) en est une sous-E-catégorie fibrée pleine, c’est un préchamp
(cf. les préfaisceaux de S-morphismes). Pour prouver que c’est un champ,
il suffit d’aprés (II 1.2.5)de montrer que la condition d’€tre un u-morphisme
est locale et stable par isomorphisme, ce qui résulte de (2.1.5.2) et de
(2.1.6.4).

2.3.1.3. Les changements de base E,;s— E induisent des foncteurs
Hom,(P, @) — Hom,, (Ps, 0,)=HOM, (P, Q);
d’ou des foncteurs
Hom, (P, @) > lim (HOM, (P, Q)/E) —> Lim (HOM, (P, Q)/E), (4)

ou i est 'inclusion habituelle. Le premier est un isomorphisme et le second
une équivalence de catégories. Les foncteurs de (4) sont induits par

Cartg(P, Q) — lim (CART (P, Q)/E) > Lim (CART(P, Q)/E) (5)

et, d’aprés (I3.3.5), a est un isomorphisme et b une équivalence. D’ou
la conclusion, par (2.1.6.4). On notera que, si e est un objet final de E,
on a un isomorphisme

Hom, (P, Q) — HOM,(P, Q)., (6)

car E, — E est un isomorphisme, ce qui évite pratiquement d’utiliser
(4) et, par 13, la pénible démonstration de (I 3.3.5).

Théoréme 2.3.2. Soient u: L— M un morphisme de liens, P une L-gerbe
et Q une M-gerbe.

(i) HOM, (P, Q) est une gerbe; c’est un sous-champ strictement plein
(II 1.2.5) de CART (P, Q).

(ii) Soit C, le lien de HOM,,(P, Q) et soit
¢: LxC,—»M (1)
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le morphisme de liens qui lie le morphisme

V: PxgHOM,(P,Q)—Q

)
Vip,m=m(p) (13.3.2(5)).
Le couple (C,, ¢,) est un centralisateur de u (1.5.1).
(iii) Supposons de plus que L=M et que u=id; et posons
HOM, (P, Q)=HOM,(P, Q). @)

La gerbe HOM, (P, Q) est liée par le centre de L (1.5.3.1).

2.3.2.1. On peut traduire (ii) en disant que I'on identifie canonique-
ment le lien de HOM, (P, Q) et le centralisateur de u en imposant que
(2) soit lié par (1).

2.3.2.2. Nous avons déja démontré que HOM,, (P, Q) est un champ,
et méme un sous-champ strictement plein de CART (P, Q) (2.3.1.2).

Par ailleurs, puisque les fibres de Q sont des groupoides, tout E-mor-
phisme entre E-foncteurs a valeurs dans Q est un isomorphisme et
HOM, (P, Q) est un champ de groupoides. Pour prouver (i) nous devons
encore prouver que, localement, il existe un u-morphisme m: P— Q.
La question étant locale, nous pouvons supposer que P et Q admettent
des sections p et g, moyennant quoi les faisceaux Aut(p) et Aut(q)
représentent L et M d’apreés (2.2.5). Quitte a localiser encore, nous pouvons
supposer que u est représentable par un morphisme de faisceaux de

groupes
a: Aut(p)— Aut(g).

Drapres (III2.2.2), (morphismes d’une gerbe triviale dans un champ),
il existe un morphisme de gerbes

m: P—Q
et un isomorphisme i: mp—— q tel que le composé ci-dessous soit
égalaa
Aut(p) > Aut(mp)—1- Aut(q),

ou u est induit par m et I par i. D’aprés (2.2.5.2), il en résulte que m est
un y-morphisme.

2.3.2.3. Pour prouver que HOM, (P, Q) est une gerbe il nous reste a
prouver que deux objets d’'une méme fibre sont localement isomorphes.
Soient donc m,n: P 3Q deux u-morphismes de gerbes. Nous devons
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prouver que 'ensemble des SeOb(E) tels que les restrictions de m et
de n a S soient isomorphes est un raffinement de E. Quitte & localiser,
nous pouvons supposer que P admet une section p et méme que mp
et np sont isomorphes, (en effet, E,; admet un objet final et deux objets
de Qg sont localement isomorphes). Soit

i: mp—np
un isomorphisme de sections. Le triangle ci-dessous
Aut(p) —™— Aut(mp)
ll I=Int(i) 4)
Aut(np)

n

ou m’ est induit par m et n’ par n, est commutatif a automorphisme
intérieur prés car m’ et n’ représentent u’, puisque m et n sont liés par u
(2.2.2.2 et 2.2.3.3). En localisant, on peut modifier i de telle sorte que
le triangle ci-dessus soit commutatif. La conclusion résulte alors de
(II12.2.4).

2.3.2.4. Avant de prouver (ii), notons que le lien d’'un produit étant
le produit des liens (2.2.8), cette assertion a un sens. Ceci dit, d’aprés
(1.5.2 (iv)), pour que (C,, c,) soit un centralisateur de u il faut et il suffit
qu’il en soit ainsi localement. Soit donc Se Ob(E), pe Ob(Ps) et m: Bs— Qs
un u,-morphisme de gerbes. Par définition, ¢, est représenté par le
morphisme de faisceaux de groupes sur S induit par V

v: Autg(p) x Autg(m) — Autg(m(p))

(ou Autg(m) est calculé dans le champ HOM, (P, Q). On vérifie que
I’on a

v(a, i)y=i(x)m(a)=m(a) i(x)
la seconde égalité résultant du fait que i: m — m est un morphisme de
foncteurs. Dapres (111 2.2.3), le composé v - inj,: Autg(m) — Autg(m(p))
identifie Autg(m) au centralisateur du morphisme

v-inj;: Autg(p) — Autg(m(p))

lequel n’est autre que le morphisme induit par m. D’ou la conclusion,
par (1.2.5 (iii)).

Corollaire 2.3.3. Soient u: L— M un morphisme de liens sur E, P une
L-gerbe et Q une M-gerbe. Il existe localement un u-morphisme P— Q.

En particulier, deux L-gerbes sont localement L-équivalentes.
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Corollaire 2.3.4. Pour que deux morphismes de gerbes m,n: P 3Q
soient liés par le méme morphisme de liens il faut et il suffit qu’ils soient
localement isomorphes.

Ces deux corollaires expriment en partie que HOM, (P, Q) est une
sous-gerbe maximale de CART (P, Q) (I11 2.1.3).

Corollaire 2.3.5. Soient u: L— M un morphisme de liens sur E, P
une L-gerbe et Q une M-gerbe. Pour qu’il existe un u-morphisme
m: P—Q il faut et il suffit que la gerbe HOM, (P, Q) soit neutre, (i.e.
admette une section).

Cela est trivial si E admet un objet final e. Sinon, cela résulte de
I’équivalence

Hom, (P, Q) — Lim(HOM, (P, Q)/E,  (23.13(4)). (1)
Remarque 2.3.6. Soient P une gerbe et L son lien. Soit encore SP
le champ des sections cartésiennes de P, (I2.4.5). On munit SP d’une

structure de L-gerbe en imposant que I’équivalence VP: SP — P soit
un L-morphisme. Par ailleurs, on a évidemment

SP=HOM,,(E, P) (1)

ou 1: 1— L est le morphisme unité et ou E est la catégorie base, qui est
évidemment une gerbe liée par le lien unité. Par le théoréme ci-dessus,
on en déduit une nouvelle structure de L-gerbe sur SP, en identifiant
de maniére évidente L et le centralisateur de 1: 1— L. Elle coincide
avec la précédente comme on voit en notant que le morphisme

ExHOM,(E P)—>P, (232(2), 2

composé avec I'isomorphisme SPx~E x SP~E x HOM, (E, P) redonne
le morphisme vP: SP — P.

Proposition 2.3.7. (Morphismes a valeurs dans HOM, (P, Q).) Soient
P et Q deux gerbes, L et M leurs liens et

u: L-M (1)
un morphisme de liens. Soit
x: X—C, )

un morphisme de liens et soit

s: LxX->M, s=c,-(1d;xx),
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le morphisme qui correspond & x par la propriété universelle de C,.
Soit enfin G une X-gerbe.

(i) On a une E-équivalence de gerbes
F: HOM, (G, HOM, (P, Q))—=> HOM,(P x G, Q) 3)
F(f)(p.8)=/(g)(p) (3 bis)

et une équivalence de catégories

Hom, (G, HOM, (P, Q)) —=> Hom,(P x G, Q). 4)
(i) Cette équivalence est liée par I'isomorphisme

i: C,»>C, de (15.7). )

2.3.7.1. Il nous suffira de construire un E-foncteur cartésien (3) puis
de prouver qu’il est li€ par i, car ce sera nécessairement une E-équivalence
puisque i est un isomorphisme. Par passage aux sections cartésiennes
(ou aux fibres en I'objet final de E s’il en existe) on déduira (4) de (3)
(cf. (2.3.1.3 (4))).

2.3.7.2. Soit
f: G—>HOM,(P, Q)

un x-morphisme. On en déduit un (id; x x)-morphisme
idpxpf: Px;G—Px HOM,(P,Q), (229), (6)
d’ou, par composition avec le ¢,-morphisme
V: PxHOM,(P,Q)—Q, V(p,m)=m(p), ()

un morphisme de gerbes
Px,G—Q @®)

qui est lié par c,-(id, x x)=s. Cette construction, que 'on a résumé
dans I’énoncé par la formule (3 bis), fournit évidemment un E-foncteur
cartésien (et méme un morphisme de catégories scindées) tel que (3),
puisque I'on a vu que (8) est lié par s.

2.3.7.3. Il nous reste a prouver que (3) est lié par i. Le diagramme de
morphismes de gerbes
P x ;G x (HOM, (G, HOM, (P, Q)) —£> P x ;G x ;HOM,(P x .G, Q)
/| ;
Px ;HOM, (P, Q) Q




§2. Gerbes liées 223

est commutatif a isomorphisme pres, ou ’on a posé

F'=idp, ¢xF, F(p.gf)=[/pgF(f),
W'=idp x W, W' (p.g.f)=(p.f(2)),

etou U, Vet W sont les morphismes de gerbes qui figurent dans (2.3.2 (2)),
donc sont liés respectivement par c,, c, et c, avec les notations évidentes,
(1.5.1et 1.5.7). Sil'on désigne par i': C, — C,le morphisme qui lie F (cf. (3)),
on en déduit, par (2.2.9), que le composé¢ UF"’ est li¢ par c;- (id, , x x i)
et le composé VW' par c, - (id; x c,). Puisque le carré est commutatif a
isomorphisme prés, ces deux morphismes de liens sont égaux (2.1.5.2),
ce qui assure que i=i' par (1.5.7(3)). C.Q.F.D.

Remarque 2.3.8. On notera que la proposition précédente est une
variante de la définition habituelle des objets Hom dans une catégorie,
a ceci prés que les gerbes sont les objets d’une 2-catégorie et que I'on
tient compte en plus des liens. Nous allons exploiter cette analogie dans
les corollaires qui vont suivre. Les morphismes de gerbes qui y seront
introduits seront définis en termes du seul morphisme «structural»
P xHOM, (P, Q) — Q a l'aide de la proposition précédente. Les formules
données en bis sont des procédés de calcul que nous ne justifierons pas
car ils sont sans intérét pour la suite.

Corollaire 2.3.9. Sous les hypothéses de (2.3.7), soit encore f: G x P
— Q un s-morphisme. Le morphisme

F(f):G—>HOM,(P,Q), F(N)@@)=/(g p), 1)
estlié par x: X —» C,,.

A servi pour prouver la proposition, (2.3.7.2).

Corollaire 2.3.10. Sous les hypothéses de (2.3.7), le morphisme

A: G x gHom(P x ;G, Q)— Hom, (P, Q) 1)
Alg, f))=1(p,8) (1 bis)
est lié¢ par le morphisme
t: XxC,—C, )
caractérisé par
c,=c,-(d; xt), ¢ LxXxC,—M. 3)

On applique la proposition (2.3.7) en y remplagant G par

G x (Hom(P x G, Q)
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et en notant que I'on a un morphisme P x ;G x HOM(P x G, Q)— Q,
ce qui définit A puisque (2.3.7 (4)) est une équivalence.

Corollaire 2.3.11. Soient P et Q deux gerbes de liens L et M. Posons

u=inj;=(d,;,1), wu:L—>LxM. (1)
On a un morphisme de gerbes
A: Q—>HOM, (P, P x Q) 2)
Al@) )=/, q) (2 bis)
qui est li¢ par
inj,: M—>C,xM, 3)

si 'on identifie canoniquement C, et C, x M.

Par (2.3.7 (4)), pour définir A il suffit de noter que 'on a un morphisme
de gerbes P x ;Q — P x (Q, ('identité!). L’assertion sur le morphisme
qui lie A4 en résulte par un calcul facile.

Théoréme 2.3.12. Soient

L—*>M-—">N (1)

des morphismes de liens sur E et soient (C,, c,), (C,,¢c,) et (C,,,c,,) les

centralisateurs de u, v et vu, (1.5.1). Soient encore P, Q, R des gerbes li¢es
par L,M,N.

(i) Le morphisme de gerbes
S: HOM, (P, Q) x HOM, (Q, R)— Hom,_,(P, R) (2)

S(m,n)=nm, (2 bis)
est lié par le morphisme

Cun: CuxC,—>C,,, (1.54(2), 3)
(ii) Pour tout u-morphisme m: P — Q, le morphisme de gerbes
m: HOM,(Q, R)—»HOM,,(P,R), m(n)=nm, 4)

est lié par le morphisme
j: C,—>C,,y  (1.54(3)). 5)

(iii) Pour tout v-morphisme n: Q — R le morphisme de gerbes
n: HOM,(P,Q)—HOM, (P,R), n(m)=nm, (6)

est lié par le morphisme
i: C,>C,,, (1.54(3). (M
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2.3.12.1. Bien entendu, dans cet énoncé on identifie le lien de
HOM, (P, Q) et le centralisateur de u comme il est dit dans le théoréme
(2.3.2). Pour prouver (i), désignons par

s: C,xC,—C,, (8)

le morphisme que lie S. Par la propriété universelle du centralisateur
C,,, nous devons prouver que le composé

LxC,xC,x5 [ x C,,— >N )

est égal au composé

Cu X idcu

LxC,xC, MxC,~>N, (1.54(1)). (10)

Considérons le diagramme de morphismes de gerbes
P x HOM, (P, Q) x HOM, (Q, R) —4-> P x HOM, (P, R)
B c
0 xHOM,(Q,R)—5~R,
ou 'on a posé
A(p,m,n)=(p,nm),  B(p, m,n)=(m(p), n),
C(p,n)=r(p), D(g,n)=n(q).

Il est immédiat que ce diagramme est commutatif & isomorphisme prés
(cf. 13.3.2(5)). Les composés CA et DB sont donc liés par le méme
morphisme, d’ou la conclusion car, par usage répété du théoréme (2.3.2)
et de (2.2.9), on prouve que CA est lié par (9) et DB par (10).

2.3.12.2. On prouve (iii) par le méme raisonnement en considérant
le diagramme de morphismes de gerbes:

P x HOM, (P, 0)—4> P x HOM,,(P, R)
5 XC
Q——— R
Ap,m)=(p,nm),  B(p,m)=m(p), Cp,)=r(p).
I1 suffit de noter que i est caractérisé par
¢,y (dy xi)=v-c,.

On prouve de méme (ii).



226 Chapitre IV. Liens et Gerbes. (Cohomologie de degré 2)

Corollaire 2.3.13. Soient P, Q, R des gerbes et L, M, N leurs liens. Soit

encore
u=(a,b), u: Lo>MxN (1)

un morphisme de liens. Les projections de Q x R induisent un iso-
morphisme de gerbes

HOM, (P, Q x ;R)—— HOM, (P, Q) x HOM, (P, R) 2
lié par I'isomorphisme de liens induit par les projections de M x N
C,—/— C,xC,. 3)

Que (2) soit un isomorphisme résulte de (I3.3.2(1)) et de (2.29) et la
seconde assertion résulte du théoréme précédent.

Corollaire 2.3.14. Sous les hypothéses de (2.3.12), supposons que
j: C,—»C,, (1)
soit un isomorphisme (par exemple, u est surjectif ou N est abélien).
Soit m: P— Q un u-morphisme.
(i) Le morphisme
m: HOM, (Q,R)—HOM, ,(P,R), m(n)=nm, 2)
est une E-équivalence de gerbes.
(i) Le foncteur
m’: Hom,(Q, R)— Hom,  (P,R), m'(n)=nm 3)
est une équivalence de catégories.
(iii) Pour tout vu-morphisme p: P— R il existe un v-morphisme

n: Q — R et un isomorphisme i: p—nm.

La premiére assertion résulte de (2.2.6 (iii)), car m est lié¢ par j qui est
un isomorphisme. La seconde en résulte par passage aux catégories de
sections cartésiennes (2.3.1.3 (4)) et la troisiéme n’est qu’un commentaire.

Corollaire 2.3.15. Soit u: L— M un morphisme de liens tel que le
morphisme C,,— C,, (1.5.4(5)), du centre de M dans le centralisateur
de u soit un isomorphisme. Soient encore m: P— Q un morphisme de
gerbes li€ par u et Q' une M-gerbe.

(i) On a une C,,-équivalence de C,,-gerbes
n: HOM,(Q,Q)—>HOM,(P,Q’), m(n)=nm, (1)
et une équivalence de catégories
m’: Hom,(Q,Q)— Hom,(P,Q), m'(n)=nm. )
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(i) Pour que Q' soit M-équivalente a Q il faut et il suffit qu’il existe
un u-morphisme m’: P — Q'.

11 suffit d’appliquer le corollaire précédent en prenant v=id,,.

Corollaire 2.3.16. Soient P et Q deux gerbes de liens L et M.
(1) On a une équivalence de M-gerbes

Q~HOM,(P, Q) 1)

ou 1: L— M est le morphisme unité (1.2.4).
(i) On a une équivalence de catégories

Lim(Q/E)—=>Hom,(P,Q), sws", @

ou s*=sp, (p: P— E est la projection).

En effet, par (2.3.15), la composition avec p: P— E induit une
équivalence HOM,(E, Q) —» HOM,(P, Q). Or Q est E-équivalente a la
gerbe SQ des sections cartésiennes de Q et 'on a SQ=HOM,(E, Q),
(2.3.6).

Remarque 2.3.17. («Extension du lien structural.»)

Soient u: L— M un morphisme de liens et P une L-gerbe. On cherche
a «étendre» la gerbe P de L a M, c’est a dire a trouver une M-gerbe Q
et un y-morphisme m: P — Q tels que, pour toute M-gerbe Q', le foncteur
(2.3.15(2)) induit par la composition avec m soit une équivalence de
catégories. Le corollaire (2.3.15 (ii)) fournit une assertion d’unicité pour
Q, du moins si I'on a C,=C,,. Nous verrons plus bas, sous la méme
hypothése, une assertion d’existence (VI 2.4), mais I’on notera que I’on ne
peut espérer un résultat analogue si C,#+ C,,. En effet, il est raisonnable
d’imposer de plus que I'extension du lien structural soit stable par
localisation, auquel cas, si 'on a une solution m: P — Q, le morphisme de
gerbes (2.3.15 (1)) induit par la composition avec m sera une équivalence
et le morphisme C,,— C, qui le lie sera un isomorphisme. Cette cir-
constance est liée 4 la non existence en général du produit contracté de
deux gerbes. Elle explique en particulier que H?(L) ne soit pas fonctoriel
en L (3.1.4).

Nous traiterons directement un cas particulier.

Proposition 2.3.18. («Fonctorialité surjective.»)
Soit u: L— M un épimorphisme de liens.

(i) Pour toute L-gerbe P il existe une M-gerbe Q et un u-morphisme
m:P— Q.
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(ii) Pour tout u-morphisme de gerbes m: P — Q, tout morphisme de
liens v: M — N et tout vu-morphisme p: P — R il existe un v-morphisme
n: Q — R, unique a isomorphisme unique prées, tel que nm=p.

2.3.18.1. Bien entendu la seconde assertion résulte de la «propriété
universelle» plus précise énoncée dans (2.3.9) et (2.3.10), car on a ici
C,=CyetC,=C,,.

2.3.18.2. Nous déduirons Q de P par un procédé qui a déja été utilisé
pour construire le champ des liens, (1.1.4). Nous pouvons remplacer P
par une gerbe E-équivalente, donc supposer que P est scindée. Pour
tout SeOb(E) et tout xeOb(R), on a un morphisme de liens sur S

u(S)a(x)=': lien(Autg(x)) > M(S), noté v(x), 1)

ou a désigne l'action de L sur P qui définit sa structure de L-gerbe,
(2.1.4 (2)). Désignons par K(x) le sous-faisceau de groupes de Autg(x)
défini par la condition d’étre localement le noyau de tout morphisme
de faisceaux de groupes qui représente v(x). Bien entendu, K(x) est
normal. Pour tout couple (x, y) d’objets de B, soit

H(x, y)=K(y)\Homs(x, y)/K(x) @

le faisceau quotient, ou K(y) et K(x) opérent par composition des mor-
phismes. Du fait que la catégorie fibre B, est un groupoide et que, pour
tout S-isomorphisme i: x — y le morphisme Int(i): Autg(x)— Autg(y)
représente le morphisme identique de L(S), (2.2.2.2), on déduit que
I'image de K(x) par Int(i) est K(y), d’ou des isomorphismes

H(x, y)~ K(y)\Homs(x, y)~ Homg(x, y)/K(x). A3)

On en déduit que les accouplements de composition
Homg(x, y) x Homg(y, z) > Homg(x, z) 4)

passent au quotient et induisent des accouplements
H(x, y)x H(y, z) — H(x, z). (5)

D’ou, pour tout SeOb(E), une catégorie Q,(S) qui a mémes objets que
la fibre B, dont les morphismes de x dans y sont les sections du faisceau
H(x, y) et dont la loi de composition est définie par les accouplements
de (5). Les Q (S) définissent une E-catégorie scindée Q. En effet, comme
on a choisi P scindée, pour toute fleche f: T— S et tout couple (x, y)
d’objets de F; on a

Homg(x, y) = Homg(x/, y/) (6)
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d’ou, puisque I'action a de L sur P est un morphisme de sections carté-
siennes (i.e. compatible avec la restriction de S a T) K(x/)=K(x)’ et
H(x, y) =H(x/, 7). (7
D’ou un morphisme de E-catégories scindées
mo: B —Q, ®)

qui est I'identité sur les objets et qui, pour tout SeOb(E) et tout couple
(x, y) d’objets de B, induit sur les faisceaux de S-morphismes la projection
structurale du quotient Homg(x, y) — H(x, y). On désigne enfin par

m: P—Q 9)

le composé de my: P — Q, et du morphisme m’: Q, — Q de Q, dans son
champ associé. Il est immédiat que m est couvrant car m, I'est et m’ est
bicouvrant. Donc Q est une gerbe. Soit u': L— M’ le morphisme qui
lie m. Pour conclure il nous reste a trouver un isomorphisme

i: M—>M telque iu=u'. (10)
Or, pour tout SeOb(E) et tout xeOb(R), le composé
Autg(x) —2> Autg(my(x)) —2> Autg(m(x))

est un quotient Autg(x)/K(x). En effet, Q, est précompléte, donc m':
Q, — Q est pleinement fidéle, donc b est un isomorphisme et par construc-
tion, Autg(m,(x))=H(x, x)=Autg(x)/K(x). D’ou la conclusion, par
(1.3.1 (iid)).

2.4. Le produit contracté P )3 Q de deux gerbes

Proposition 2.4.1. Soit (u,v): C— L x M un morphisme de liens tel
que le produit contracté

n LxM—>LAM (16.1) (1)

existe. Soient encore P et Q deux gerbes de liens L et M.
(i) Ilexiste une gerbe P X Qdelien L K Metun n-morphisme de gerbes

@: Px,0>PRQ. )

(ii) Pour tout morphisme de liens x: L AM — N et toute N -gerbe R,
on a une C,-équivalence de gerbes

p: HOM_ (PR Q,R)—>HOM, (P x ;0,R), p(m=am, 3)
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(ou C,=C,, est le centralisateur de x), et une équivalence de catégories
Hom, (P A Q, R)— Hom__(P x 30, R). @)

(iii) Pour toute E-gerbe R on a une équivalence de catégories
p: Cart,(PAQ,R)>C(R), p(m=mw, (5)

ou C(R) est la sous-catégorie pleine de Cartz(P x Q, R) dont les objets
sont les morphismes de gerbes m: P x ;Q — R tels que le morphisme de
liens associé w: L x M — N vérifie

wu, )=w(l,v), [i.e. w-(u,v~Y)=1 si v est central]. (6)

2.4.1.1. On dira parfois que P A Q est le produit contracté de P et de Q
munies des opérations de C. On rappelle que le produit contracté des liens,

C . . . . . .
L A M, existe en particulier si I'un des morphismes u ou v est central. Si

L X M existe, le morphisme 7 est un épimorphisme et I’assertion (i) résulte
de (2.3.18) (fonctorialité surjective). L’assertion (ii) résulte de (2.3.14) et

(iii) résulte de (ii) et de la définition de L AM comme un conoyau. On
notera que P X Q est définia (L AM )-équivalence unique pres (cf. 2.3.15).

2.4.1.2. On notera que si P et Q sont neutres il en est de méme de
PX Q car la composition avec la projection @ de (2) induit un foncteur

Lim (P x ;0/E)— Lim (P X Q/E) (7)
et 'on a un isomorphisme canonique
Lim (P x ;Q/E) — Lim (P/E) x Lim(Q/E).
Corollaire 2.4.2. Sous les hypothéses de (2.4.1),
(i) on a une E-équivalence
PAQaQRP (1)

liée par isomorphisme canonique L AM~MAKL (1.6.3(1));
(i) si, de plus, w: C — N est un morphisme de liens central et R une
N-gerbe, on a une équivalence

(PRO)RRAPR(QAR) )

liée par I'isomorphisme (L AM ) AN~LR (M AN ) (1.6.3(2)).
Appliquer (2.4.1 (ii)).
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Exemple 2.4.3. Soit u: C — L un morphisme de liens central. Soient X

une C-gerbe et P une L-gerbe. On désignera toujours par X APle produit
contracté obtenu en faisant opérer C sur X x P par (id.,u): C— Cx L.
D’aprés (1.6.2) on obtient ainsi une L-gerbe caractérisée a L-€quivalence

unique prés par la donnée d’un morphisme X x (P —» X AP lié par
u+id;: CxL—L.

Si Y est une C-gerbe et si C est abélien, on peut effectuer le produit
XKY ou C opére par (id¢,idg): C— Cx C et, d’aprés le corollaire
précédent, 'on a une L-équivalence

(X RY)RP X K(YRP). (1)

Par ailleurs, si v: L— M est un autre morphisme central, et si Q est une
M-gerbe (on ne suppose plus que C soit abélien), on a une M-équivalence

(XKP)RQaXA(PKOQ), )

dont la définition est laissée au lecteur, (2.4.1 (ii)).

Proposition 2.4.4. Soient L un lien, C son centre, P et Q deux L-gerbes.
On a une L-équivalence

PXHOM, (P,0)— Q. (1)

Rappelons que 'on identifie le lien de HOM, (P, Q) au centre de L
en imposant que le morphisme

PXEHOML(P’ Q)_>Q’ (p’ m)""’m(P)’

soit lié par id, +¢: Lx C— L, ou c: C— L est «l'inclusion», cf. (2.3.2)
et (1.5.3). D’ou la conclusion, par définition du produit contracté, cf.
(2.4.3).

Proposition 2.4.5. Soient u: C — L un morphisme de liens central, X
une C-gerbe et P une L-gerbe.
(i) 11 existe une L-équivalence

X AHOM, (X, P)— P. (1)
(ii) Il existe une L-équivalence
P—HOM,(X, P K X). )

(i bis) Pour qu’il existe un u-morphisme X — P A X il faut et il suffit
que P soit neutre.
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(iii) Soit encore x: C— C; le morphisme caractérisé par y, - x=u,
ou (Cp,y.: C,— L) est le centre de L. 11 existe un x-morphisme

X > HOM, (P,P A X). 3)
(iii bis) Si X est neutre il existe une L-équivalence P>PARX.SiC
est le centre de L, la réciproque est vraie.
2.4.5.1. Pour prouver (i), par définition du produit contracté, il suffit
de trouver un morphisme
X x HOM, (X, P)—> P
lié par
u+id;: CxL—L.
C’est ce que fournit le théoréme (2.3.2), si 'on note que, puisque u est
central, (L, u+id;) est un centralisateur de u.
2.4.5.2. Pour prouver (ii), notons que, d’apres (2.3.11), on a un mor-
phisme de gerbes
a: P>HOM;(X,Px ;X), a(p)x)=(p,x) 4)

li¢ par le morphisme o
j: L»LxC', j=inj, (5)

ou i=inj,, i: C—Lx C, et ou C’ est le centre de C. Par définition du
produit contracté, on a un morphisme de gerbes @: P x ;X — P X , lié
par id,+u: LxC—L. ©6)

La composition avec @ induit, d’aprés (2.3.12 (iii)), un morphisme de
gerbes c
HOM,(X, Px ;X)—>HOM,(X,PRX), fwwa/, 0

car on a (id, +u) - i=u; de plus, (7) est li€ par
id,+u: LxC'—L, 8)

qui est le morphisme induit par (6) sur les centralisateurs de i et de u.
Le composé de (7) et de (4) se trouve donc lié par (id, +u') - j=id; donc
est une L-équivalence, ce qui prouve (ii). D’ou (ii bis), par passage aux
sections, cf. (2.3.1.3).

2.4.5.3. On prouve (iii) de maniére analogue. Tout d’abord, d’aprés
(2.3.11), on a un morphisme de gerbes

b: X >HOM,(P,Px ;X), b((x)(p)=(p,x), )
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lié par le morphisme .
inj,: C—>C._ xC, (10

ou k=inj,;, k: L—>Lx C, et ou x: C— C, est défini par
yL-x=u, 7y, C,—L. (11)
La composition avec @: P x ;[ X — P A X induit un morphisme de gerbes
HOM, (P, P x ;X)—»HOM, (P, Pk X), (12)
car (id; +u) - k=id, ; de plus, (12) est lié¢ par
ide, +x: C,x C—Cy, (13)

qui est le morphisme induit par (id; +u) sur les centralisateurs de k
etid; . En composant (12) et (9), on trouve donc un morphisme de gerbes

X —HOM/, (P, P x ;X), (14)
lié par le composé (id., +x) inj,=x, x: C— C, ce qui prouve (iii).
2.4.5.4. La premiére assertion de (iii bis) en résulte par (2.3.5). Si C

est le centre de L, x est un isomorphisme et, par suite, (14) est une équi-
valence, ce qui achéve de prouver (iii bis). C.Q.F.D.

Proposition 2.4.6. Soient u: L — M un morphisme de liens, P une
L-gerbe, Q une M-gerbe et (C,, ¢,) le centralisateur de u.

(i) Soient a: A — L un morphisme central et X une A-gerbe. On a
une C,-équivalence

X AHOM, (P A X, 0) > HOM, (P, Q). (1)

(ii) Soient b: B— M un morphisme central et Y une B-gerbe. On a
une C,-équivalence

HOM, (P, Q) A Y—>HOM,(P,Q A Y). )
2.4.6.1. Le morphisme a: A — L étant central, le produit contracté
P A X est défini comme il est dit dans (2.4.3). De plus, on a un morphisme
id,+a: LxA—L (aestcentral, 1.4.3)
d’ou, par la propriété universelle de C,, un morphisme central
a: A—->C, telque c,-(id,xa)=u-(d +a). (3)

En faisant opérer A sur HOM,, (P AX, Q) grace a a’ on achéve de définir
le premier membre de (1), (2.4.3).
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2.4.6.2. Par la définition du produit contracté, pour prouver (i) il
nous suffira de trouver un morphisme de gerbes

X x ;HOM, (P A X, Q) > HOM, (P, Q) @)

lié par le morphisme
a+id.: AxC,—C,, )]

ou encore, par la propriété universelle de P x ;X —2->P AX (2.4.1(3)),
un morphisme de gerbes

X x (HOM,(P x zX,0)—HOM, (P, Q), (6)
ou s=u-(id, +a)=c,- (id, x a’), qui soit li¢ par le morphisme
t: AxC,—C, (7

déduit de (5) en identifiant C, et C, par I'isomorphisme (cf. 1.5.4 (3) et
2.3.14)
i: C,—C, (®)
caractérisé par
Cs* (ide aX l)z Cy* ((ldL + a) x idCu)' (9)

Le corollaire (2.3.10), (ou le morphisme x: X — C, est remplacé ici par
a': A— C,) fournit un morphisme de gerbes (6) li€ par le morphisme

t: Ax C,—C,, (10)
ou t' est caractérisé par

c,=c,-(id, xt), ¢ LxAxC;—M. (11)
Il reste a vérifier que ¢'=t, autrement dit que I'on a
¢-(d,xi)=a'+idc,, (cf. (5) et (7). (12)
Par la propriété universelle de C,, la formule (12) s’écrit
c,(id, x (¢ - (id, x D)) =c, - (id, x (@' +id ), (13)
ou encore, par définition de ¢,
¢, (idy, 4 x )=, (id, x (@' +ide,),
ou encore, par définition de i,
¢, ((id +a)xidc)=c,- (id, x (a'+id. ).

Cette derniére égalité (entre morphismes de liens) se prouve aisément,
par réduction au cas des faisceaux de groupes.
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2.4.6.3. Puisque b est central, le produit contracté Q Ry qui figure
dans (2) est défini comme il est dit dans (2.4.3). De plus, on a un mor-
phisme deliens o\ IxBoM, (143), (14)

d’ou, par définition de C,, un morphisme central
b': B—C, telque c,-(id,xb)=u+b. (15)

On définit le produit contracté du premier terme de (2) grice au mor-
phisme central b, (cf. 2.4.3). Pour prouver (ii), il suffira donc de trouver
un morphisme de gerbes

HOM,(P, Q) x ;Y— HOM,(P,Q R Y) (16)

ui soit lié pa
d par idg, +b': C,xB—C,. (17)

2.4.6.4. D’apres (2.3.2) et (2.2.9) on a un morphisme de gerbes

V xgidy: Px (HOM,(P,Q)x ;Y —>Q x Y, (18)
qui est lié par
s=c,xidg, s§s: LxC,xB—MxB, (19)
ou V: Px ;HOM, (P, Q) — Q est le morphisme de (2.3.2). Posons
u=w1), u:L—->MxB. (20)

D’aprés (2.3.7) et (2.3.9), on déduit de (18) un morphisme de gerbes

S: HOM,(P, Q) x ;Y—>HOM,.(P,Q x ;Y) (21)
SN P)=(fP),y), (cf.238), (21 bis)

qui est lié par le morphisme
x: C,xB—>C, (22)

correspondant a s, qui est défini par
¢, - (id, x x)=s. (23)

Ceci dit, la projection Q x EY—»Q/'i Y est liée par idy,+b: MxB—>M
et induit, d’aprés (2.3.12 (iii)), un morphisme de gerbes

HOM,,(P, Q x ;Y)—>HOM,(P,Q R Y), 24)
(en effet, (id; x x) u'=(id, x x) (u, 1)=u), lequel est lié¢ par le morphisme

k: C,—C, (25)
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«induit par I'égalité» u=(id; x x) u, (1.5.4), qui est caractérisé par
¢, (id; xk)=(idp+b)-c,. (26)

En composant (24) et (21) on trouve le morphisme (16) qui prouve (ii).
En effet, il suffit de vérifier que I'on a

kx=id. +b', C,xB—C, (27)
ou encore, par la propriété universelle de C,,
¢, (id, xkx)=c,-(id, x (idc_ +b"). (28)
Le premier membre de (28) s’écrit également
¢, - (id, x k) (id, x x)
ou encore, par définition de k, (26),
(idp +b) c,.(id x x).
Par définition de x, ((23) et (19)), I'égalité (28) s’écrit encore
(idy +b) (c, xidp)=c, - (id, x (id¢, +b")). (29)

On prouve cette dernicre égalité en notant que les deux membres sont
égaux a c¢,+ b, ce qui a un sens car b est central (14.3). C.Q.F.D.

2.5. La gerbe des relévements d’une section
2.5.1. Soient F et G deux E-catégories fibrées,
m: F—->G (1)

un E-foncteur cartésien et seOb(Lim(G/E)). Pour toute E-catégorie
fibrée X, XeFib(E), on notera

s¥: X -G (2)
le composé de s et de la projection X —E et
s(X) (©)

I'ensemble des couples (x, &), ou x: X —F est un E-foncteur cartésien
et &: mx—>s* est un E-isomorphisme. Bien entendu on définit un
foncteur

K

K,: Fib(E)° — V-ens @)
en associant de plus a tout E-foncteur cartésien w: X — Y I’application

K (): K{(Y) =K (X), K @)y, n=yo,n*w). ©)
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Par ailleurs, on définit une E-catégorie
K(s) (7
en prenant pour objets de projection SeOb(E) les ¢léments de
{(a, 0), aeOb(Fy), aelsomg(m(a), s(S))}, 8)

pour morphismes de projection f: T—S, feFI(E), de source (b, ) et
de but (a, o) les ¢léments de

{peHom (b, a), s(f) f=am(e)}, ©)

et en composant les morphismes grace a la loi de F. Nous allons voir
que K (s) représente le foncteur K.

Théoréme 2.5.2.Soient m: F — G un E-foncteur cartésien, F, Ge Fib(E),
et seOb(Lim (G/E)).
(i) K(s) est une E-catégorie fibrée.
(ii) On a un E-foncteur cartésien fidéle et conservatif (0 3.8.1)
k(s): K(s)—F, k(s)(a,x)=a, (1)

et un E-isomorphisme de foncteurs

k(s): m-k(s)— K& k(s)(a,0)=a, ?)

ou (a, x)e Ob(K(s)s), S Ob(E).
(iii) Pour toute X e Fib(E), I'application
Cartg(X, K(s)) > K (X), kw(k(s)k,k(s) x k), (3)
est bijective.
(iv) Soiti: s — t un isomorphisme de sections de G. On a un E-foncteur

K(i): K(s)—K(t), K(i)(a,o)=(a,i(S)a),(a,0)eOb(K(s)s), (4)

caractérisé par
k(t) K(i)=k(s), x(t)* K(@i)=i*® - k(s). (5)

De plus, K(i) est une E-isomorphisme.

2.5.2.1. Les trois premicres assertions sont aisées a démontrer. Bien
entendu, (iv) résulte formellement de (iii). On notera que l’on peut
deéfinir K (i) par le morphisme de foncteurs K, — K, qu’il définit, qui est
donné par (x, &) ws (x, i¥ &), comme on voit trivialement.



238 Chapitre IV. Liens et Gerbes. (Cohomologie de degré 2)

2.5.2.2. Pour tout X eFib(E), I’ensemble K (X) est 'ensemble d’objets
d’une catégorie
K (X) (6)

dont les fleches de source (x, &) et de but (x', £') sont les E-morphismes
x: x — x' (de E-foncteurs cartésiens) tels que

&-(mxy)=¢, ()
(égalité entre fleches de Cartg(X, G), (I 1.1.1)). On définit ainsi un foncteur
K,: Fib(E)° — V-cat 8)

qui, par passage aux ensembles d’objets, redonne (2.5.1 (4)).

Corollaire 2.5.3. Sous les hypothéses de (2.5.2), on a, pour toute
X eFib(E), un isomorphisme de catégories

Cartg(X, K(s)) — K (X), (1)
dont l'action sur les objets est donnée par (2.5.2(3)) et qui, a toute fléche

k: k—k' de Cartg(X, K(s)), (k,k': X 3 K(s)), associe la fléche k(s) * k
de K,(X).

2.5.3.1. On sait déja que (1) est bijectif sur les objets. Dire qu’il est
pleinement fidéle signifie que, pour tout couple k,k': X 3 K(s) de
E-foncteurs cartésiens et tout E-morphisme

x: k(s)k—k(s)k' )
vérifiant
(r(s) * k) (m * x) =k (s) * k, 3)

il existe un unique E-morphisme k: k — k’ tel que
k(s)*xk=y. 4

La démonstration est évidente grace aux formules explicites donnant
K(s), k(s) et k(s).

2.5.3.2. 11 est immédiat que les isomorphismes (1) définissent un
isomorphisme entre foncteurs définis sur Fib(E)° et 4 valeurs dans V-cat.
Donc le corollaire renforce la propriété universelle (2.5.2 (iii)).

Proposition 2.5.4. Sous les hypothéses de (2.5.2),

(i) Si F est un champ et G un préchamp, K(s) est un champ.
(i1) Si, de plus, m: F — G est couvrant (11 1.4.1) et conservatif (1 1.5.1),
K(s) est une gerbe.
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2.5.4.1. Sous les conditions de (ii), on dira que K(s) est la gerbe des
relévements de s relativement @ m: F — G. En faisant X =E dans l'iso-
morphisme (2.5.3 (1)), on trouve un isomorphisme

Lim(K()/E)—> K,(E),  (2.52.2(7)), (1)

qui identifie la catégorie des sections de K(s) a celle des relévements
de s, dont les objets sont les couples (¢, 7), ou t est une section cartésienne
de F et t: mt —— s un isomorphisme de sections cartésiennes.

2.5.4.2. Pour prouver que K(s) est un champ, il faut montrer que,
pour tout SeOb(E) et tout raffinement R de S, le foncteur restriction

Cart,(E 5, K(s)) > Cartg(Ez, K(s), (II12.1),

est une équivalence de catégories. Or, d’aprés le corollaire précédent,
ce foncteur s’identifie au foncteur restriction K (E 5) — K (E g). D’aprés
la définition de K (*), on en déduit (i) en remarquant que le foncteur
restriction Cartg(E s, F) — Cartg(E g, F) est une équivalence, car F est
un champ, et que I'analogue relatif & G est pleinement fidéle, car G est
un préchamp.

2.5.4.3. On sait déja que k(s) est conservatif (2.5.2 (ii)). Donc m - k(s)
est conservatif si m I’est et alors K(s) est un champ de groupoides. Si m
est couvrant, s se reléve localement et on en déduit immédiatement que
K(s) est un gerbe.

2.5.4.4. Soit G(s) la sous-gerbe maximale de G engendrée par s
(II1 2.1.3.2). Puisque m est couvrant et conservatif, il est immédiat qu’il
existe une sous-gerbe maximale F’ de F dont les objets de projection S
sont les xeOb(F;) tels que m(x) soit localement S-isomorphe a s(S);
de plus, m induit un morphisme de gerbes m': F'— G'. 11 est maintenant
clair que K(s) ne dépend que m': F'— G'. La situation générale est donc
essentiellement celle de la proposition suivante.

Proposition 2.5.5. Soient m: F — G un morphisme de gerbes lié¢ par
un épimorphisme de liens v: M — N et seOb(%iE(G/E)). Soit
u(s): L(s) > M (1)
le morphisme de liens qui lie le morphisme de gerbes k(s): K(s) = F,
(2.5.3 (1)), ou K(s) est la gerbe des relévements de s.
(i) Le morphisme u(s) est injectif et normal (1.2.6) et v: M — N est un
conoyau de u(s) (1.3.1). [On dira que la suite de morphismes de liens

1> L(s) 95 M 25N 1 )
est exacte.]
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(ii) Le faisceau
C(s)= Aut(s) ©)

des automorphismes de la section s opére (III 2.2.1) sur L(s). Si I'on fait
opérer C(s) trivialement sur M, le morphisme u(s) est un morphisme
d’objets a opérateurs.
(iii) Pour tout C(s)-torseur P, on a un isomorphisme canonique de
liens
L("s)—=>FL(s) 4

ou Ps (resp. PL(s)) désigne la section de G (resp. le lien) obtenue en tordant
s (resp. L(s)) par P (II1 2.3.3). De plus, (4) identifie u("s) et Fu(s).

2.5.5.1. Notons déja que m est couvrant car v est un épimorphisme
(2.2.6). Donc K(s) est une gerbe (2.5.4) car m est conservatif puisque F
est un champ de groupoides. Pour tout SeOb(E) et tout xeOb(K(s)s),
par définition de K(s), la suite de groupes

1 Autg(x) - Autg(k(s) (x)) - Autg(mk(s) (x)) ()
est exacte, d’ou 'on déduit que la suite de faisceaux de groupes
1— Autg(x)— Autg(k(s) (x)) = Autg(mk(s) (x)) > 1 )

est exacte (III 3.3.0), car on sait de plus que v: M — N, qui représente v/,
est un épimorphisme. D’ou I’'on déduit (i) car les conditions qui y figurent
sont locales (loc. cit.). [N.B.: par définition du lien d’une gerbe, (2)
représente localement (2.5.5 (2)). ]

2.55.2. Soit i: s——t un isomorphisme de sections de G. L’iso-
morphisme

L(i): L(s)—— L(¢) (1)
qui lie "isomorphisme K (i): K(s) —— K(z) (2.5.2 (4)) vérifie
u(t) - L()=u(s), #))

car on a k(t)- K(i)=k(s) (2.5.2(5)). Retenons seulement pour l'instant
que, si s et ¢ sont deux sections de G, on a une application

Isom(s, £) > Isom(L(s), L(z)), i L(i). 3)

La formation de K(s) commute a la localisation, (c’est & dire aux change-
ments de base E s — E, SeOb(E)), ce qui permet de localiser et de déduire
de (3) un morphisme de faisceaux d’ensembles

Isom (s, t) —Isom(L(s), L(2)), 4
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qui, en fait, prend ses valeurs dans le sous-faisceau Isom™(L(c), L(t))
dont les sections sont définies par la condition (2).

2.5.5.3. Pour s et ¢ variables, les morphismes (4) sont compatibles
avec les accouplements de composition définis par la composition des
morphismes, d’ou, pour s=t, un morphisme de faisceaux de groupes

Aut(s)— Aut(L(s)) (5)

qui fait donc opérer le faisceau de groupes C(s) sur la section L(s) du champ
des liens. En vertu de (2), u(s) est un morphisme d’objets & opérateurs si
I'on fait opérer C(s) trivialement sur M, ce qui achéve de prouver (ii).

2.55.4. Pour la méme raison que plus haut, le morphisme (4) est
compatible avec (5) et les opérations définies par la composition des
morphismes. Par définition d’un objet tordu, ceci signifie que (4) munit
L(t) d’une structure d’objet tordu de L(s) par le Aut(s)-torseur Isom(s, 1).
En vertu de (2), on déduit de (I112.3.3.1 (2)) que u(t) est le morphisme
obtenu en tordant u(s) par Isom(s, t), ce qui achéve la preuve de (iii).
C.Q.F.D.

11 est utile de savoir reconnaitre a équivalence prés la gerbe des reléve-
ments de s.
Corollaire 2.5.5.5. Soient K —*— F —™» G des morphismes de gerbes
tels que la suite de morphismes de liens
l1-L—4M-—-*>N-—1 (1)

soit exacte, ou u lie k et ou v lie m.

(i) I1 existe une section s de G, (unique a isomorphisme unique prés),
et un isomorphisme

k: mk—sX, (s¥=smn, n: K—E). ‘ )

(i) Il existe une E-équivalence a: K — K(s) entre K et la gerbe des
relévements de s.

(iii) L’isomorphisme A: L— L(s) qui lie a vérifie u(s) A=u.
(iv) On a une E-équivalence
Lim(K/E) —— K(E) 3)
dont le but est la catégorie des relévements de s.

D’aprés (2.3.16 (ii)), puisque mk est lié par le morphisme nul, il se
factorise canoniquement par une section de G, d’ou (i). D’apres (2.5.2 (iii)),
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on a un morphisme a: K — K(s) défini par
k(sya=k k(s)*xa=k. 4)

Le morphisme A qui lie a vérifie donc u(s) A=u, ce qui prouve que c’est
un isomorphisme, ce qui prouve que a est une équivalence, (2.2.6 (iii)).
D’ou (ii) et (iii). Ceci dit, (iv) résulte de (2.5.4.1) et prouve que K est
triviale si, et seulement si, s se reléve a F.

La proposition (2.5.5 (ili)) permet dans certains cas de calculer le
lien de la gerbe K(s) des relévements d’une section. Ainsi:

Proposition 2.5.6. Sous les hypothéses de (2.5.5), soient k une section
de K(s), r=k(s) (k) son image et p: mr —— s I'isomorphisme canonique
(2.54.1).

(i) On a une suite exacte de faisceaux de groupes
1— Aut(k) —%> Aut(r) —2> Aut(s) — 1 (1)

ol a et b sont induits par les morphismes de gerbes K(s) L Fm, 6.

(ii) Les automorphismes intérieurs de Aut(r) font opérer Aut(s) sur
lien(Aut(k)). Par I'isomorphisme

lien(Aut(k) —=>L(s), (22.5), @)

ces opérations s’identifient a celles de (2.5.5 (ii)).
(iii) Pour tout Aut(s)-torseur P, on a un isomorphisme canonique

L(*s)——"lien (Aut(k)). 3)

(iii bis) Si Aut(k) est abélien, les automorphismes intérieurs de
Aut(r) font opérer Aut(s) sur Aut(k) et, pour tout Aut(s)-torseur P
on a un isomorphisme canonique

L(fs)—— lien(PAut(k)). 4)

(iii ter) Supposons que Aut(k) soit central dans Aut(r). Pour toute
section t de G, il existe sur K(t) une unique structure de Aut(k)-gerbe
telle que k(t): K(t) — F soit lié par lien(a): lien (Aut(k)) — lien (Aut(r)).

2.5.6.1. L’exactitude de la suite (1) résulte de la définition de K(s)
et de 'hypothése que v: M — N est un épimorphisme (2.5.5.1). Prouvons
(ii). D’aprés (2.2.5), la suite (1) représente la suite de liens (2.5.5(2)).
Soit je Aut(r), soit i=m(j), icAut(mr), son image par m: F — G et soit
enfin i =pip~' son image dans Aut(s). D’aprés (2.5.2 (4)), 'image par
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K(i'): K(s)—=> K(s) de la section k=(r, p) de K(s) est égale a (r,i p).
Or, par définition de K(s), on a un isomorphisme de sections de K(s):

ji (i p)——(r, p). &)
On a donc deux morphismes de faisceaux de groupes
Aut(r, p) > Aut(r, i’ p)— Aut(r, p) (6)

ou p est induit par le morphisme de champs K(i’) et g par I'isomorphisme
j [q(x)=jxj']. D’aprés (2.2.5.2), p représente le morphisme L(i') qui
lie K(i') et g représente le morphisme identique de L(s). Le composé
(6) représente donc I'automorphisme de L(s) attaché a je Aut(r) par les
opérations de (2.5.5(ii)). Or le morphisme de gerbes k(s): K(s)—F
vérifie k(s) (r, p)=r=k(s) (r,i p) et, comme il est fidéle, il identifie les
faisceaux de (6) a des sous-faisceaux de groupes de Aut(r). Il est immédiat
que ces trois sous-groupes sont égaux a I'image de Aut(k) par Aut(k) ——
Aut(r) et que p s’identifie au morphisme identique et g au morphisme
induit par 'automorphisme intérieur défini par j, ce qui prouve (ii).

2.5.6.2. Dapres (ii), I'assertion (iii) ne fait que répéter (2.5.5 (iii)). La
premiére assertion de (iii bis) est triviale et la seconde en résulte par (iii)
et le principe de compatibilité (III 2.3.11). Prouvons (iii ter). Les opéra-
tions de Aut(s) sur Aut(k) sont triviales, ce qui prouve par (2.5.5 (iii))
Iexistence d’une action de lien(Aut(k)) (c’est a dire de Aut(k), (2.2.3.4))
sur K(s) telle que k(s) soit li¢ par lien(a). Toute autre action de Aut(k)
est déduite de celle-ci par un automorphisme w de Aut(k) (2.2.1); pour
cette nouvelle action, k(s) sera li¢ par lien(w) si, et seulement si,
lien(a) - lien(w)=lien(a), ce qui entraine que w est I'identité car a est un
monomorphisme de liens puisqu’il est injectif et central (1.2.7). C.Q.F.D.

Remarque 2.5.7. Sous les hypothéses de la proposition précédente,
désignons par 1+ A —%» B—-» C — 1 la suite exacte (1). D’aprés (2.2.6),
la suite de morphismes de gerbes

K(s)—*9 > F-",G

s’écrit a équivalence prés
TORS(E; A)—%- TORS(E; B)—2-» TORS(E; C)

ou a’ et b’ sont les foncteurs extension du groupe structural (III 1.4.6)
définis respectivement par a et b, les sections k, r et s devenant respective-
ment les sections définies par les torseurs triviaux Ay, B; et C,. La situa-
tion générale est donc essentiellement celle de la proposition suivante.



244 Chapitre 1V. Liens et Gerbes. (Cohomologie de degré 2)

Proposition 2.5.8. Soient
1-4A—>B-bt,C—1 (1)

une suite exacte de faisceaux de groupes (III 3.3.0), P un C-torseur et
K(P) la E-catégorie dont la fibre en Se Ob(E) est la catégorie des reléve-
ments 4 B de la restriction de P a S (III 3.2.0).

(i) K(P) est une gerbe liée par "lien (A4) (resp. lien(PA4) si A est abélien)
(resp. lien(A) si C opére trivialement sur lien(A4)).

(ii) Pour qu’il existe un relévement de P a B il faut et il suffit que
K(P) soit triviale.

2.5.8.1. Pour plus de précision, on définira K(P) comme la gerbe des
relévements de P par rapport au foncteur extension du groupe structural

TORS(E; b): TORS(E; B)— TORS(E; C).

On conclut en appliquant la proposition (2.5.6), ou 'on prend pour
k,r et s les sections définies par les torseurs triviaux. Les opérations
de C sur lien(4) qui permettent de définir Flien(A) sont alors induites
par les automorphismes intérieurs de B.

Remarque 2.5.9. Si 4 est abélien, on trouve ainsi, d’aprés (3.4.2)
ci-dessous une classe d(P)e H*(*A) dont la nullité est nécessaire et
suffisante pour que I’on puisse «restreindre a B le groupe structural de P»
Gréace aux calculs de (3.5.4) ci-dessous, on vérifie que d(P) est la classe
définie dans [9] et [19] en topologie et dans [28] en cohomologie
galoisienne.

Proposition 2.5.10. (Compatibilité.) Soit
F-"5G

1T

F/ T Gl
un diagramme de morphismes de gerbes tel que m (resp. m’) soit lié par
un épimorphisme
v: M—>N (resp.v': M'—>N’). ()
Soient encore un isomorphisme de morphismes de gerbes
a: mf—->gm (3)

et s une section de G. Posons s'=gs.
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(1) 11 existe un unique morphisme entre les gerbes des relévements

desetdes
k: K(s)—K(s'), (2.5.5), “4)
tel que le carré
K(s)—2>F
| ©
K(s)—e F'

soit commutatif et tel que (9) soit vérifiée.
(ii) On a un morphisme de suites exactes de liens

1- L(s) 9> M 25N -1

1 q,l ly . (2550) ()

15 L) —er M —— N' —1

ouk, ¢etylientk, fetg.

(iii) Soit ¢: C(s) > C(s') le morphisme induit par g sur les faisceaux
d’automorphismes de s et s'. Le morphisme « est compatible avec ¢ et
les opérations de C(s) sur L(s) et C(s') sur L(s'), (2.5.5 (ii)).

(iv) Si f'et g sont des équivalences, il en est de méme de k, et k, ¢ et y
sont des isomorphismes.

2.5.10.1. Par la propriété universelle de K(s'), (2.5.2 (iii)), pour définir
un morphisme k: K(s) — K(s'), il suffit de trouver, pour toute E-catégorie
fibrée X une application

k(X): K{(X)—Kq(X), (251(3), (7)
de sorte que les k(X) forment un morphisme de foncteurs. Il est immédiat
que

k(X) (x, &)=(fx, (g+&) (axx)) ®)

convient. D’ou (i), le morphisme k étant caractérisé par la commutativité
de (5) et la relation

K(s)xk=(gxx(s)) (axk(s)), (2.5.2). )

2.5.10.2. Par définition, u(s) lie k(s) et (ii) résulte donc de la commuta-
tivité de (5) et du fait que (1) est commutatif & isomorphisme preés, (2.3.4).

2.5.10.3. Pour prouver (iii), par définition, (III 2.2.1), il suffit de montrer
que, pour tout isomorphisme i: s—s, si I'=gx*i, i': s — 5/, est I'image
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de i par g, on a
L(i")- k=x - L(i), (10)

ou L(i) lie K(i): K(s)— K(s), (2.5.2). Pour cela il suffit de vérifier que
k- K(i)=K(i") - k. Par la propriété universelle de K(s'), il suffit de vérifier
que, pour toute X e Fib(E), et tout (x, £)e K(X), on a

(fx, (g% &) (@*x)=(fx, (I'*) (g*&) (axx)), (11)

(cf. (8), (2.5.2(4)), et (2.5.1 (2))).
En notant p: X — E la projection, il suffit donc de prouver

g+((i*p) &)=((g*D)*p) (g*2), (12)

qui est une relation classique.

2.5.10.4. Si f et g sont des équivalences, ¢ et y sont des isomorphismes,
donc aussi k, donc k est une équivalence.

Proposition 2.5.11. (Compatibilité avec le produit.) Soient deux
morphismes de gerbes m;: F,— G;, liés par des épimorphismes de liens
v;:M;— N;,i=1, 2etsoients; eOb(le(G ;/E))des sections. Le morphisme

de gerbes
m: F—>G égala m;xgm,: F,xF,—>G, x G, (1)

est li€ par I'épimorphisme v: M — N, v=0v, x v,, (1.4.1 (3)). De plus, si
s=(sy, S,) désigne la section de G définie par la propriété universelle
du produit fibré, on a des diagrammes commutatifs

K(s)— F-—m,G
p.l fsl 1&-’ i=1,2, )

dans lesquels f; et g; sont les projections. Les p;, i=1,2, induisent un

E-isomorphisme 5
K(s) —— K(s,) x gK(s). 3)

2.5.11.1. La premicre assertion résulte de (2.2.8), étant entendu que
v est un épimorphisme car il en est ainsi localement comme on voit
par réduction au cas ou les liens sont représentables. Les diagrammes (2)
sont ceux de (2.5.10) et enfin la derniére assertion résulte immédiatement
du calcul des K(s) (2.5.1).

2.5.11.2. Appliquant a nouveau (2.2.8), on voit donc que les mor-
phismes qui lient les p; induisent un isomorphisme de liens L(s)——
L(s;) x L(s,) et que u(s) est égal a u(s,) x u(s,) (2.5.5 (1)).
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§3. L’ensemble H? (L) attaché a un lien L

3.1. Définition, «fonctorialité»
Définition 3.1.1. Soient E un U-site et L un U-lien. On désignera par
H?(E,L) ou H?*(L) (1)

I’ensemble des classes a L-équivalence prés (2.2.7) de L-gerbes (2.2.2.1).
On dira qu’une classe est neutre si I'un (donc chacun) de ses représentants
admet une section; on désignera par

H2(E,Ly ou H2*(Ly )

le sous-ensemble de H?(L) dont les éléments sont les classes neutres.
Si H%(L) est non vide, on dira que L est réalisable. Pour tout SeOb(E),

on désignera par
H*(Ejs,L) et H?(Es, L) 3)

les ensembles H*(E5, [F) et H*(E5, L’) ou L’ désigne la restriction
(1.1.13) de L au site obtenu en munissant E de la topologie induite
(03.1.4).

3.1.1.1. D’aprés nos conventions, (I 3.1), une L-gerbe est un élément
de I'univers V. On en déduit que H?(L)e W, pour tout univers W tel
que Ve W. Nous verrons plus bas que H2(L)e U (3.4.4).

3.1.1.2. Soit P une L-gerbe dont la classe est neutre (si E admet un
objet final e, cela signifie également que la catégorie fibre P, est non vide).
Soit s une section cartésienne de P. D’aprés (2.2.5), on a un isomorphisme
canonique lien(Aut(s)) —— L qui fait donc de Aut(s) un représentant
de L. Inversement, soit (4,u: lien(4)— L) un représentant de L. La
gerbe TORS(E, A) des A-torseurs est munie canoniquement d’une structure
de L-gerbe. En effet, si s désigne la section définie par le A-torseur trivial
A,,lestranslations a gauche de A définissent un isomorphisme 4 ~ Aut(s),
d’ou la conclusion par (2.2.5). Par suite:

Proposition 3.1.2. Pour qu’un lien L soit représentable (1.2.1) il faut
et il suffit que H2(L) +0.

Nous verrons plus bas, (3.2), une description de H?(L)' et une condi-
tion pour qu’il soit non vide.

Définition 3.1.3. Soient E un U-site et 4 un U-faisceau de groupes
sur E. On pose
H?(A)=H*(L) et H?*(A)=H?*(L), 1)
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ou L=lien(A) désigne le lien représenté par 4. On appelle classe unité
celle de la gerbe A-torseurs. On notera que la classe unité est neutre.

Remarque. Si u: L— M est un morphisme de liens tel que L soit
réalisable (par exemple le lien unité) et tel que M ne le soit pas, il n’existe
pas d’application H?(L) — H?(M). Donc H?(L) n’est pas fonctoriel en L.

Définition 3.1.4. («Fonctorialité».) Soit u: L— M un morphisme de
liens sur E. Soient pe H?(L) et ge H*(M). On notera

p—4q (1)

la relation «il existe des représentants P et Q de p et q et un u-morphisme
m: P—Q».

3.1.4.1. Cette propriété est évidemment indépendante des représen-
tants choisis (2.3.12). On désignera par

H*(L)—*— H*(M) )]

la correspondance ainsi définie. Si 4 et B sont deux faisceaux de groupes
tels que L=lien(4), M =lien(B), on notera

H?*(A)—2 - H?*(B) (2 bis)

la correspondance (2). Si, de plus, a: A — B est un morphisme de faisceaux
de groupes tel que u=lien(a), on écrira

p—i-oq et H?*A)—2 - H?*B) (2 ter)
au lieu de (1) et (2). Dans ce cas, on a
a—ao B9 (3)

ou a et B sont les classes unité de H?(A) et H?(B). En effet, le foncteur
extension du groupe structural

TORS(E;a): TORS(E; A)>TORS(E;B), (II11.4.6(1)),
est lié par u=Llien(a).

3.1.4.2. On notera que, si p est neutre et si p—*— q, alors q est neutre.
De plus, si v: M — N est un morphisme de liens, sip—%—-ogetsig—>—or,
on a p—2Y-r. Enfin, si u est le morphisme identique de L, le graphe de
la correspondance u® est celui de P'application identique de H?(L),
comme il résulte aussitdt de la définition.
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3.1.4.3. Prenons pour u le morphisme unité 1: 1—L. On a H?>(1)=
H?*(1) ={e}, ou e est la classe de la catégorie base E liée par 1 de maniére
évidente. En effet, pour toute 1-gerbe P, la projection P—E est bi-
couvrante, donc une équivalence (II 1.4.1 et 5). De plus, pour tout
peH?*(L), la relation e ——o p équivaut a pe H*(L)'. En effet, si P est un
représentant de p, un morphisme E — P 1ié par le morphisme unité est
simplement une section de P.

Remarque 3.1.4.4. On a en fait une structure plus riche que la relation
u'® ci-dessus, a savoir un accouplement

H?(L)x H*(M)—"->H?*(C,)

que I'on étudiera ci-dessous (3.3.8). On notera que le graphe de la relation
u® est 'image inverse par h de I’ensemble des classes neutres H2(C,).

Proposition 3.1.5. («Fonctorialité».) Soit u: L—M un morphisme
de liens sur E tel que:

(a) le morphisme naturel C,,— C, du centre de M dans le centrali-
sateur de u (1.5.4 (5)) est un isomorphisme,

(b) M est réalisable ou bien L ne I’est pas.

Alors la relation (3.1.4 (1)) est fonctionnelle en p. De plus, I'application
ainsi définie, notée

u®: H*(L)—H*(M), (1)

applique H*(L) dans H*(M).

3.1.5.1. Nous démontrerons plus bas (VI2.4) que la condition (b)
est conséquence de (a). En revanche, la condition (a) est fort raisonnable,
cf. (2.3.17).

3.1.5.2. Si v: M — N est un morphisme de liens et si u, v et v u vérifient
les conditions (a) et (b), on a évidemment

V2 P =py?, )

3.1.5.3. La seconde assertion est évidente (3.1.4.2). Pour prouver la
premiére on peut supposer que H2(L)=+0 et, d’aprés (b), choisir une M-
gerbe Q. Soit alors pe H*(L). D’apres (a) et (2.3.15(ii)), il existe au plus une
classe ge H?(L) telle que p—“— q. Montrons qu’il en existe une et pour
cela choisissons un représentant P de p, une M-gerbe Q, et posons
H=HOM,(P, Q). D’aprés (2.3.2), le lien de H est A ou I'on a posé
A=C,~ Cy, lequel est un lien abélien. Pour toute A-gerbe X, on a,

d’aprés (2.4.6 (i), une A-équivalence HOM,(P,QAX)xHAX et,
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d’aprés (2.3.5), il suffit donc de trouver une A-gerbe X telle que H AX
soit neutre. Soit T la gerbe des A-torseurs; d’aprés (2.4.5(i)), ou I'on
remplace C et C, par 4, il existe une A-équivalence

HAHOM,(H,T)—>T 3)

et, puisque T est neutre, on conclut en prenant X =HOM ,(H, T).

Corollaire 3.1.6. Les conditions (a) et (b) de (3.1.5) sont vérifiées si
u: L— M est surjectif (Cest-a-dire un épimorphisme, (1.3.4)).

3.1.6.1. Pour (a) cela est clair et (b) résulte de (2.3.18).

3.1.6.2. Si u: L— M est un isomorphisme, I'application u?: H%(L) —
H?(M) est l'isomorphisme obtenu par transport de structure. En effet,
si P est une L-gerbe et si a: Ln— liau(P) est 'action de L sur P qui la
lie,[(2.1.4)et(2.2.1), ou : P— E est la projection], son image par transport
de structure est P sur laquelle M agit par a-(u~'*n): M — liau(P).
D’ou la conclusion, en notant que le morphisme identique de P est un
u-morphisme.

Corollaire 3.1.7. Soient L un lien, Z son centre et v: Z — Z' un mono-
morphisme de liens abéliens. Le morphisme naturel

u: L»L, L=LXZ (1)

vérifie les conditions (a) et (b) de (3.1.5). De plus si P est une L-gerbe et
si pe H?(L) est sa classe, 'image de p par l'application

u®: H*(L)— H*(L) )
est la classe de P X T, ou T est une Z'-gerbe triviale.

3.1.7.1. Le morphisme (1) est le composé

L, xz =, RZ, 3)

ou 7 est la projection (1.6.1.2(3)). D’aprés (1.6.6) le centralisateur de u
est le centre de L, et il est égal a Z’, d’ou (a). Par ailleurs, si s est une
section de T [on peut prendre pour T la gerbe des A'-torseurs, ou A’
est un représentant de Z'] le composé

P9 ,pyT-2,PAT, @)

ou @ est la projection (2.4.1(2)), est lié par (3) d’aprés (2.2.8), ce qui
achéve la démonstration.
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Corollaire 3.1.8. Les conditions (a) et (b) de (3.1.5) sont vérifiées si M
est abélien. Si P est une L-gerbe, I'image de la classe p de P par I'applica-

i
fon u®: H?(L)— H(M) )
est la classe de P A T, ou T est une M -gerbe triviale.

Le produit contracté P A T est effectué comme il est dit dans (2.4.3)
et la conclusion résulte de (2.4.5 (ii bis)), car la premiére assertion est
évidente.

Corollaire 3.1.9. Soient L, et L, deux liens. Les projections du produit,
pi: Lyx L,— L;, (i=1, 2), sont surjectives et 'application

a: H?(L,x L,)—~> H*(L,)x H*(L,) (1)
dont les composantes sont les p{?, (3.1.5 (1)), est bijective et induit une

biiecti
ijection o«: H*(L,x L,) —> H*(L,) x H3(L,) . @)

3.1.9.1. Par référence au cas des faisceaux (1.4.1), on prouve aisément
que les p; sont surjectives, ce qui définit (1) par (3.1.6). Inversement, si P,
est une L;-gerbe, (i=1,2), le produit fibré P=P, x B est une gerbe que
’on lie canoniquement par L, x L, en imposant que les projections de P
soient liées par celles de L, x L,, (2.2.8). On définit ainsi une application

B: H?(L,) x H*(L,)— H?(Ly x L) )

et, par définition de (1), le composé B a est I'identité. Il en est de méme du
composé o f, par la propriété universelle du produit fibré de gerbes et
par celle du produit de liens. Donc (3) est la bijection inverse de (1).

3.1.9.2. Par (3.1.5), on sait déja que (1) induit une application (2) et
il reste a montrer que celle-ci est bijective. Il suffit de montrer que f
respecte les ensembles de classes neutres. Ceci est clair, car, sous les
hypothéses de (3.1.9.1), on a un isomorphisme

Lim (R, 3 B)—=> Lim(P,) x Lim (),
(propriété universelle du produit fibré).

Corollaire 3.1.10. (Produit contracté.) Soient u: C—L et v: C—>M
deux morphismes de liens tels que le produit contracté LR M existe

(1.6.1). La projection n: Lx M — L X M étant surjective on a une applica-
tion 2
H2(L)x H*(M)—2> H?(L x M)—=2— H2(L A M), (1)
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ou B est la bijection inverse de (3.1.6 (1)), (C’est-a-dire (3.1.6.1 (3)). Soient
peH?*(L) et ge H*(M). Limage de (p, q) par (1) est la classe du produit
contracté P K 0, (24.1), ou P et Q sont des représentants de p et q.

En effet, par définition du produit contracté, on a un n-morphisme
w: Px Q—-P A Q et la conclusion résulte de la définition de (1).

3.2. La gerbe des représentants d’un lien L; description de Pensemble
H? (L)’ des classes neutres
3.2.1. Soit L un lien, on appellera gerbe des représentants de L et on

notera REP(L) 1)

le gerbe des relévements (2.5.4) de L relativement au morphisme de
champs [qui va du champ des faisceaux de groupes dans celui des liens].

lien(E): FAGRSC(E)— LIEN(E), (1.L5(5)), )

ce qui est licite, car L est par définition une section cartésienne de LIEN (E)
et car (2) est fidéle et conservatif d’aprés (1.1.7). Par ailleurs, on notera

Rep(L) (resp. Rep(L)) 3)
la catégorie des représentants de L (1.2.1) (resp. son ensemble d’objets).

Proposition 3.2.2. Soit L un lien.
(i) REP(L) est une gerbe et on a une équivalence

Rep(L) —*> Lim (REP(L)/E). (1)

(i) REP(L) est liée par le quotient Int(L) de L par son centre (1.3.1
et 1.5.3).

(iii) Pour toute L-gerbe (F, a), ou a définit ’action de L sur F, (2.2.2.2),
on a un morphisme de gerbes

F—REP(L), (x/S)w(Autg(x),a(x)™!), )
lié par la projection L— Int(L).

3.2.2.1. L’assertion (i) résulte de (2.5.4.1) et (11 3.4.2 (i)). Prouvons (ii).
Par définition de REP(L) (2.5.1), un objet de REP(L) de projection
SeODb(E) est un faisceau de groupes A sur le site E;s muni d’un isomor-

-
phusme u: lien(4)—— I5. 3)
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Autrement dit, (4, u) est un représentant (1.2.1) (1.1.13) de la restriction I3
de L a S (1.1.13). Il est immédiat que les automorphismes de (A4, u) sont
simplement les automorphismes intérieurs de A (1.1.7). Autrement dit,
on a un morphisme de Groupes

Int(4): A— Aut(4,u) 4)

qui identifie son but au quotient de A par son centre. D’ou, par passage
aux liens, des morphismes

5+ lien(4) — lien(Aut(4, u)). (5)

Draprés (1.5.3 (i) et (1.3.1(iii)), leur composé identifie son but au
quotient de IS par son centre. Pour prouver (ii), il reste & montrer que
les morphismes (5) définissent une action de L sur la gerbe REP(L),
(2.1.4), (2.2.2.2), autrement dit un morphisme de morphisme de champs.
Ceci résulte immédiatement du fait que les morphismes (4) définissent
un morphisme entre les morphismes de champs

REP(L)3FAGRSC(E) (6)
(A,u)»»A et (A,u)~ Aut(4,u).

3.2.2.2. Il reste a prouver (iii). Si F est une L-gerbe, on a un morphisme
de champs AUT(F): F > FAGRSC(E), (2.1.1(1)), et, par définition du
lien de F, un isomorphisme a: L-f—>lien- AUT(F), (2.14), ou
f: F—E est la projection de F. Par la propriété universelle de REP(L),
(2.5.2 (iii)), on en déduit un morphisme de gerbes

¢: F>REP(L). (7

En explicitant, on trouve que celui-ci associe a tout xe Ob(Fg), SeOb(E),
le représentant (Autg(x), a(x) 1), a(x): I — lien(Autg(x)), de L’ défini
par le fait que L est le lien de F, (2.2.2.2). Enfin, (7) fait opérer L sur
REP(L), (2.2.3.2), et il reste a prouver que cette action est celle décrite
plus haut, ce qui est immédiat.

Corollaire 3.2.3. Si L est un lien, le quotient Int(L) de L par son
centre est réalisable.

On notera
r.e H*(Int(L)) (1)

la classe de la gerbe des représentants de L.

Corollaire 3.2.4. Soient L un lien, Int(L) le quotient de L par son
centre et : L— Int(L) la projection.
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(i) Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) L est représentable.

(b) H*(L) +9.

(c) e H*(Int(L)).

(ii) Sous les conditions de (i), 'image de I’application

A®: H(L)—> H*(Int(L)), (3.16), )

est égale a {r,}. De plus, Int(L) est représentable.

L’équivalence de (a) et (b) a été vue dans (3.1.2), celle de (a) et (c)
est évidente (3.2.2(i)). La premiére assertion de (ii) résulte de (3.2.2 (iii))
et (3.1.6); la seconde résulte de (1.5.3 (ii)) et (1.3.1 (iii)).

Lemme 3.2.5. Soient 4 un faisceau de groupes et P un A-torseur. On

dési
ésigne par i lien(4)—— lien(ad(P)) .

Iisomorphisme de liens obtenu par (2.2.5), en identifiant A (resp. ad(P))
au faisceau des automorphismes de la section de la gerbe des A-torseurs
définie par le torseur trivial (resp. par P).

(i) le morphisme de gerbes
Op: TORS(E, A)—>TORS(E,ad(P)), ©,(Q)=Q AP°, 2)

de (II 2.6.1) est 1ié par i.
(ii) Soit L=Llien(A). La section (ad(P), i~ ') de la gerbe des représen-
tants de L s’obtient en tordant par le A-torseur P la section (A4,id,).

3.2.5.1. L’isomorphisme (1) s’explicite comme la section image du

composé .
P—">1som (A4, P)—>Isom(4, ad(P)) o
—% 1som(lien(A), lien(ad(P))),

ou 7 est I'isomorphisme de (III 1.2.7 (i)), j le morphisme «défini par la
formule» j(x)(@)=xax~! et A le morphisme induit par le morphisme
de champs lien. En effet, par définition du lien d’une gerbe, (1) est la
section image du composé Aj et, par ailleurs, # est un isomorphisme.

3.25.2. Le composé jn est le morphisme qui munit ad(P) d’une
structure d’objet tordu de A par P dans le champ des faisceaux de
groupes (II12.3.7). Par définition de la gerbe REP(L), le fait que le
composé (3) ait pour image i signifie donc que jz munit (ad(P),i~")
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d’une structure d’objet tordu de (4, id;) par P dans la gerbe REP(L),
ce qui prouve (ii).

3.2.5.3. 1l reste a prouver (i). Comme on I’a déja remarqué (3.1.1.2),
la gerbe TORS(E, A) (resp. TORS(E, ad(P))) est liée par lien(A) (resp.
lien(ad(P))), ce qui donne un sens a (i). D’aprés (II1 2.6.1), on a @p(P)=
ad(P), et le morphisme induit par @, sur les faisceaux d’automorphismes
n’est autre que I'identité de ad(P). Ceci prouve (i), par définition de i et
par (2.2.5.2).

Proposition 3.2.6. Soit L un lien.

(1) En associant a tout représentant (4, u) de L la gerbe des A-torseurs,
liée par L comme il est dit dans (3.1.1.2), on définit une application

surjective cl (Rep (L)) L H? Ly (1)

dont la source est I’ensemble des classes a isomorphisme prés de représen-
tants de L.

(ii) Pour que deux représentants (4, u) et (B,v) de L définissent la
méme classe dans H?(L)Y il faut et il suffit qu’il existe un A-torseur P
tel que (B, v) soit isomorphe au représentant f(4,u) de L obtenu en
tordant (A, u) par P (3.2.5 (ii)).

(iii) Pour tout représentant (4, u) de L, on a une suite exacte d’en-
sembles pointés

H'(A4) 2 H' (Int(4)) —— HX(4) —>1, @)

ou a'V est déduite de a: A — Int(4) et ou t est déduite de (1) grace a
I'isomorphisme canonique

Cl(Rep(L))—— H'(Int(4)) 3)

obtenu en notant que Int(4)= Aut(4, u).

3.2.6.1. Notons que (iii) est une conséquence immédiate de (i) et (ii),
(III 2.5.2). Par ailleurs, (1) est surjective car pour toute L-gerbe G munie
d’une section s, on a une équivalence m: G — TORS(E, 4), A= Aut(s),
(IIT 2.2.6). Or, par construction, m(s) est la section définie par le torseur
trivial 4, et le morphisme induit par m sur les faisceaux d’automorphismes
est I'identité de Aut(s). Donc m est une L-équivalence.

3.2.6.2. Prouvons (ii). D’aprés (3.2.5(i)), la condition est suffisante
car le foncteur torsion par P, noté @p, est un L-morphisme. Elle est
nécessaire. En effet, si

m: TORS(E, B)—TORS(E, A)
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est une équivalence, le foncteur m induit un isomorphisme ¢: B— ad (P
ou P=m(B,). De plus, d’apres (2.2.5.1), m est lié par le morphisme u j~
lien(r)v~', ou j: lien(4)—>lien(ad(P)) est le morphisme de (3.2.5 (i)
Pour que m soit une L-équivalence, il faut et il suffit que u j=* lien () v~ ! =
id,, ce qui, d’aprés (3.2.5 (ii)) signifie que ¢ identifie (B, v) et le représentant
obtenu en tordant (A, u) par P.

),
1
).

3.3. Comparaison entre la cohomologie d’un lien et celle de son centre

3.3.1.1. En vertu de (3.1.8), on définit un foncteur E°®— W-ens,
(01‘1 W est un univers tel que VeW, cf. (3,1.1.1)), en associant a tout
faisceau de groupes abéliens A 'ensemble H?(A). De plus, d’aprés (1.4.1)
et (3.1.9), ce foncteur commute aux produits finis. Tout objet de E*®
étant muni canoniquement d’une structure de groupe dans cette catégorie,
il en résulte que le foncteur ci-dessus se factorise canoniquement en un

foncteur additif _
E*®* W —ab, AwH?(A). (1)

3.3.1.2. Nous expliciterons ci-dessous (4.3.4) un isomorphisme
canonique entre ce foncteur et le second foncteur dérivé de A ws H°(E, A).

Proposition 3.3.2. Soit 4 un faisceau de groupes abéliens et soit
L=Llien(A4). L’ensemble H?(A)=H?(L), (3.1.3), est muni d’une loi de
groupe abélien (notée additivement) dont I’élément neutre est la classe
unité. De plus, si P et Q sont deux L-gerbes et si p et g sont leurs classes
dans H?(A), on a ce qui suit.

(i) p+q est la classe du produit contracté P X 0 (24.3),
(i) g—p est la classe de HOM, (P, Q), (2.3.2),
(iii) —p est la classe de l'opposée de P, (2.1.7), et aussi celle de
HOM, (P, TORS(E, A)).

3.3.2.1. La loi de groupe étant définie par la fait que A« H?(A)
commute aux produits finis, la somme p+q est 'image de (p, q) par le

composé ,
H?(A) x H*(4)—— H?*(4 x A) ", H2(4), (1)

ou m: AxA—A est le morphisme dont I'action sur les sections est
définie par m(x, y)=x+y. D’ou (i), par définition du produit contracté
PXQ,(2423), et par (3.1.10). On en déduit (ii) par (2.4.5(i)), ou I'on prend
pour u le morphisme identique de L.

3.3.2.2. Si 0 désigne I'objet nul de E°?, ’élément neutre du groupe
H?(A) est I'image de I'application H?(0) — H?(A) associée au morphisme
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nul 0 - A. D’aprés (3.1.4.3), c’est la classe unité de H2(A) et celle-ci est
la seule classe neutre (3.1.4.3).

3.3.2.3. La seconde assertion de (iii) résulte de (ii) et du fait que la
classe de TORS(E, A) est I’élément neutre du groupe H?(A). La premiére
assertion résulte de (2.1.7.2), car —p est I'image de p par 'application
s?: H%(A)— H?(A), ou s: A— A, s(x)= —x, est la symétrie.

3.3.2.4. On remarquera que I’explicitation de la structure de groupe
de H?(A) ne fait intervenir que le lien L représenté par A. Or, d’aprés
(1.2.3), le foncteur lien: Fagr— Lien induit une équivalence entre la
catégorie E°? des faisceaux de groupes abéliens et celle des liens abéliens.
La proposition précédente est donc valable sans changement pour un
lien abélien L. Pour le voir en évitant les arguments «fonctoriels»
utilisés jusqu’ici, on définira pour tout lien abélien L une loi de composi-
tion sur H2(L) par le procédé de (i) et 'on prouvera que c’est une loi
de groupe abélien en modifiant 1égérement le raisonnement ci-dessus et
en utilisant de plus (2.4.2) et (2.4.5 (ii bis)). Si 'on adopte ce point de vue,
on devra encore vérifier que, si u: L— M est un morphisme de liens
abéliens, Iapplication
u?: H*(L)—»H?*(M), (3.1.8), )

est un morphisme de groupes, ce qui résulte de (2.4.2 (ii)). Bien entendu,
cette vérification est inutile du point de vue que nous avons adopté.

Théoréme 3.3.3. Soient L un lien et C son centre.
(i) L’application

H*(C)xH*(L)>H*(L),  (x,p)—>xp, (1)

(ou x p est la classe du produit contracté X X P, X et P étant des représen-
tants de x et p), fait opérer le groupe abélien H?(C) librement et transi-
tivement sur H2(L).

(ii) Soient P et Q deux L-gerbes, p et q leurs classes dans H?(L) et
he H?(C) la classe de HOM, (P, Q) (2.3.2 (iii)). On a

hp=q. @)

3.3.3.1. Soit ¢: C — L le morphisme naturel (1.5.3). D’aprés (1.6.2),
le morphisme c+id;: Cx L— L identifie L et le produit contracté
CcK L, ce qui donne un sens a (1) par (3.1.10). D’aprés (2.4.3) et (3.3.2 (i)),
lapplication (1) fait opérer H?(C) sur H?(L). D’aprés (2.4.5 (iii bis)),
H?(C) opére librement. Enfin, (2.4.4) prouve (ii) qui assure que H?(C)
opére transitivement.
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Corollaire 3.3.4. Soit u: L—M un morphisme de liens qui respecte
les centres et soit v: C— D le morphisme induit par u sur les centres
(1.5.6).

(i) Si pe H*(L), ge H*(M), xe H*(C) et si p—*—ogq, on a
xp—*-oyq, ot y=v?(x). M
(ii) Si, de plus, u vérifie les hypothéeses de (3.1.5), on a
uP(xp)=v@(x)u®(p), xeH*(C), peH*(L). )

3.3.4.1. Prouvons (i). Soient P, Q, X, Y, des représentants de p, g, x et y.
Par hypothése, il existe un u-morphisme m: P— Q et un v-morphisme
n: X—Y, dou un (uxv)-morphisme n xm: X>1§ P-Yx Q. Par la
«propriété universelle» du produit contracté (2.4.1 (iii)), on en déduit un

. (o} D .
u-morphisme X A P— Y A Q, ce qui prouve (1).

3.3.4.2. Bien entendu, (ii) en résulte immédiatement et signifie que
Papplication u® est compatible avec v'? et les opérations de (3.3.3).

Remarque 3.3.5. Soit u: L— M un épimorphisme de liens. Par (3.3.4 (ii)),
I’étude de la surjectivité de I'application u'®: H?(L)— H?*(M), (3.1.6),
est ramenée a celle de I'application v?: H?(C)— H?*(D), ou v: C—D
est le morphisme induit par u sur les centres, et a la question «si M est
réalisable, en est-il de méme de L?». Par (VI 2.3) et (3.4.2), ces questions
sont ramenées a des questions d’algébre homologique commutative.

Remarque 3.3.6. Soit u: C— L un morphisme central. Le produit

contracté C A L étant identifié a L par (1.6.2), on a, d’apres (3.1.10), une

application
H*(C)x H*(L)—>H*(L), (x,p)—xp, (1)

qui, lorsque C est le centre de L définit les opérations de (3.3.3) et qui,
lorsque C=L (donc L est abélien), définit la loi de groupe de H?(L). Si
¢: C— Cy, est le morphisme naturel de C dans le centre de L, par as-
sociativité du produit contracté (2.4.3 (1)), on a:

xp=c?(x)p, xeH?(C), peH*(L), 2

ce qui montre que, si C est abélien, ce qu'on n’avait pas supposé
jusqw’ici, (1) fait opérer le groupe H*(C) sur H%(L).

Corollaire 3.3.7. Soit u: C — L un morphisme central. Soient xe H?(C)
et pe H2(L).
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(i) x —“— x p équivaut a pe H*(L)..
(ii) Si xeH*(C),ona xp=p.

Résulte de (2.4.5 (ii bis)) et (2.4.5 (ii bis)).

Proposition 3.3.8. Soit u: L— M un morphisme de liens et soit C, le
centralisateur de u (1.5.1).

(i) Il existe une application
H*(L)xH*(M)—>H*(C),  (p,9)—(q:p), )

telle que, si P et Q représentent p et g, la C,-gerbe Hom, (P, Q), (2.3.2),
représente (q : p).

(ii) Soit xe H*(C,), ou C, est le centre de L, et soient pe H*>(L),
geH>(M). On a 1
(@:xp)=x""-(q:p) @)

ou le produit du second membre est défini par le morphisme C; — C, de
(1.5.4(5)), qui est central.

(iii) Soit ye H?(C,y), ou C,, est le centre de M, soient pe H?(L) et
M

2
act (). On a (va: D=y(a:p) o)

ou le produit du second membre est défini par le morphisme central
Cy— C, de(1.54(5)).
(iv) Si u est central et L abélien, on a

@:pP)=p~"-q. )
3.3.8.1. D’apres (2.3.12), la classe de HOM, (P, Q) ne dépend que de
celles de P et Q, d’ou (i). Les assertions (ii) et (iii) résultent de (2.4.6) d’ou
(iv), par (3.3.6 (2)).
3.3.8.2. Si ge H*(M), on a donc une application
u,: H*(L)— H*(C,), p(q:p), )
et p—“—ogq équivaut a u,(p)e H*(C,) .

Nota: on a noté multiplicativement les groupes H2(C,) et H(C,,) et
par un point leurs actions sur H2(L) et H*(M).

3.4. Cohomologie abélienne

Nous allons prouver que, pour tout faisceau de groupes abéliens A,
le groupe H?(A) défini en termes de gerbes coincide avec celui que
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I'on définit en algébre homologique, lequel sera provisoirement noté
HZ(A).

3.4.1. Soit E un U-site. D’aprés (3.3.1.1) on a un foncteur additif
H?*(%): E®* > W—ab, (1)

ou £ est la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur E et ou, pour
tout AeOb(E®?), H?(A) désigne I'ensemble des classes a A-équivalence
prés de A-gerbes (2.2.3.4). (On rappelle que V et W sont des univers,
EeV, Ue Ve W.) Par ailleurs, pour toute suite exacte

0-A4—“>B-t5C—0 ¥

de E°® et tout C-torseur P, la gerbe K(P) des relévements de P a B (2.5.8)
est liée par A, 'action de 4 sur K(P) étant caractérisée (2.5.6 (iii ter)) par
la condition que le morphisme naturel k(P): K(P)— TORS(E, B) soit
lié par lien(a). Il résulte donc de (2.5.5.2) que la classe de K(P) dans
H?(A) ne dépend que de la classe a isomorphisme prés de P. Autrement
dit, on a une application

d: H\(C)— H?(4). 3)

3.4.1.1. Nous allons démontrer que les applications (3) permettent de
prolonger le §-foncteur exact (H°, H') de (I1I 3.5.4) en un d-foncteur exact
limité aux degrés 0, 1 et 2. Considérons un diagramme commutatif de
E°® dont les lignes sont exactes

0>A4—4““B-t5C—0

I g
0->A 4B -2C 0.
Le carré ci-dessous est alors commutatif
H'(C)—- H*(4)
wml lu(z) (2)
HY(C)—*> H*(4))
ou d et d’ sont les cobords attachés aux lignes de (1).

En effet, ceci résulte de (2.5.10), ou I'on prend pour (2.5.10(1)) le dia-
gramme induit par les foncteurs extension du groupe structural définis
par b, w, v et b'. 1l résulte formellement de ceci que, pour toute suite
exacte telle que (3.4.1(2)), l'application (3.4.1(3)) est un morphisme de

groupes: utiliser le fait que H' et H? sont des foncteurs additifs (cf. 3.3.2.1).
Pour achever notre premier pas, il reste a prouver que, pour toute suite
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exacte (3.4.1 (2)), la suite de morphismes de groupes abéliens

H'(B) " HY(C) — H* () —**— H*(B)—*"— H*(C)

est exacte. Bien entendu, on sait déja que la dite suite se prolonge sur la
gauche en une suite qui est exacte jusqu’a H'(C) (III 3.5.5).

3.4.1.2. L’exactitude en H'(C) résulte de la définition de d (2.5.8). Le
composé a'®d est nul. En effet, pour tout C-torseur P, le morphisme
k(P): K(P)— TORS(E, B) est lié par lien(a), par définition méme de la
structure de A-gerbe de K(P). Par définition de a®, ceci signifie que
I'image de la classe de K(P) par a'® est la classe de TORS(E, B) laquelle
est nulle (3.3.2). Pour prouver I'exactitude en H?(A), il reste & montrer
que, si K est une A-gerbe et k: K— TORS(E, B) un a-morphisme, la
classe de P appartient a I'image de d, ce qui résulte de (2.5.5.5), étant
entendu qu’une suite exacte de liens abéliens est la méme chose qu’une
suite exacte de faisceaux de groupes abéliens (2.5.5(2)) (1.2.3) (1.2.6).
Prouvons I'exactitude en H*(B). Le composé b'® a® est nul car H? est
un foncteur additif. Inversement, soient Q une B-gerbe et m: Q —
TORS(E, C) un b-morphisme. Il nous suffira de prouver que la gerbe K
des relevements de la section C, est liée par 4 et que le morphisme
naturel k: K — Q est lié par a: A — B. Or ceci résulte de (2.5.5 (i)).

Nous avons ainsi démontré que les opérateurs cobords de (3.4.1(3))
nous fournissent un d-foncteur H' limité aux degrés 0, 1 et 2. Par ailleurs,
les foncteurs dérivés Hi définis par résolutions injectives (III 3.5.4)
prennent leurs valeurs dans U-ab [SGA 4 V], mais, pour un instant,
nous désignerons par le méme symbole leurs composés avec I'inclusion
U-ab— W-ab. D’aprés [17] 2.2.1, il existe un unique morphisme de 5-

oncteurs : . .
S o Hi—H, i=0,1,2,

tel que a, et a; soient les isomorphismes de (III 3.5.4)

Théoréme 3.4.2. Soit E un U-site.

(i) Les a; sont des isomorphismes, 0<i<2.

(ii)) Soit 0> A —*%>B—2>C—*>D—0 une suite exacte de U-
faisceaux de groupes abéliens sur E. Le composé

HQ(D)—i> H2(A4) -2, H2(4), (1)

ou j est défini par un morphisme de la suite exacte donnée dans une
résolution injective de A, est 'opposé du composé

H? (D) 222, HO(D)—% H'(B/A) —*> H?(A) )
ou d et d’ sont les opérateurs cobords de (I1I 3.1.3) et (3.5.1(3)).
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3.4.2.1. Puisque les «;, (i=0, 1, 2), forment un morphisme de J-fonc-
teur, I’assertion (ii) résulte de ([4] chap. V prop. 7.1) qui assure que j est
I'opposé du «cobord itéré»

H?(D)— HY(B/A)— H2(A).

Gréace au calcul de ce dernier (3.4.5), I'assertion (ii) permet d’e~xpliciter
Pisomorphisme a,: prendre pour B et C des objets injectifs de E,,,.

3.4.2.2. Pour prouver (i), il reste & prouver que o, est un isomorphisme,
ou encore [17] 2.2.1 que H? est effagable.

Lemme 3.4.3. (Effacabilité.) Une gerbe abélienne G vérifiant (U — P)
dont le lien est un objet injectif de E°° est triviale.

L’extension canonique G* de G a E (II 3.3.3) est une gerbe (III 2.1.2.1).
De plus, on a une équivalence entre G et la catégorie G* x gE déduite de
G* par le changement de base ¢: E — E, (I1 1.3.3). On en déduit déja que
G* est une gerbe abélienne et que son lien 4* (qui est un faisceau abélien
sur E) est représentable par le lien 4 de G, donc A* est un injectif car tout
faisceau sur E est représentable; de plus, si G* est triviale il en est de
méme de G. On peut donc remplacer E par E et supposer que E est un
U-topos et que G est scindée. Ceci dit, il existe une famille (S;), iel, IeU,
couvrant 'objet final de E, telle que les fibres Gg, soient non vides, car G
est une gerbe. On définit alors une E-catégorie scindée G’ par

G'(S)=]]G(SxS), SeOb(E), 1
iel
et en imposant que, pour toute fleche f: T— S de E, le foncteur G'(f)
soit le produit des foncteurs

G'(SxS8;)—> G (T xS).
De plus, on a un morphisme de catégories scindées
g: GG )
défini par
g(s): GS)—~[[G(SxS), g®)=[]Gpr, €)
iel iel

ou pr; est la seconde projection de S x S;. Montrons que G’ est une gerbe.
C’est un champ car c’est le produit des catégories déduites de G par les
changements de base E— E, S S x §;, et chacune d’elle est un champ
car c’est 'image directe de G par un morphisme de sites (II 3.1.5). De
plus, pour tout SeOb(E), la fibre G(S x S;) est non vide, car G(S;) est non
vide et 'ensemble des classes a isomorphisme prés d’objets de G(S x S,)
est isomorphe & H'(E5,s,, A) qui est nul car A4 est un injectif. Donc
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toutes les fibres de G’ sont non vides et deux objets d’'une méme fibre
sont isomorphes: c’est donc une gerbe et méme une gerbe triviale car E
admet un objet final. De plus, G’ est une gerbe abélienne et son lien A’
est un U-faisceau abélien. De plus, le foncteur g: G— G’ est fidéle car,
pour tout SeOb(E), la famille des secondes projections des S x S; est
couvrante. Le morphisme a: A — A’ qui lie g: G — G’ est donc un mono-
morphisme. Puisque A est un injectif, il admet une section b: A'— A.
Par définition de H?(a), 'image H?(a)(x) de la classe xe H*(A4) de G est
la classe de G'; elle est donc nulle; donc x=0, car ba=id,.
|

Remarque. Nous n’avons remplacé E par E que pour étre assuré de
I’existence des produits S x S;. Par ailleurs, si I'on suppose seulement
que G est une gerbe, on trouve encore un morphisme de champs g: G —» G’
qui est fidele et tel que E@(G’)#{D. Mais il peut alors arriver que G’ ne
soit pas une gerbe car deux objets d’'une méme fibre de G’ peuvent ne
pas étre localement isomorphes. Si ’'on remplace G’ par la sous-catégorie
pleine dont les objets sont ceux qui sont localement isomorphes a un
objet de I'image de g: G— G, on trouve un morphisme de gerbes g':
G — G", qui est fidéle, mais alors G” n’est pas nécessairement triviale.
En modifiant le procédé ci-dessus, on peut cependant démontrer que,
pour toute gerbe G sur E il existe un morphisme de gerbes g: G— G’
qui est fidéle et tel que G’ soit triviale, ce qu’on exprime en disant que
«le H? non abélien est effagable».

Corollaire 3.4.4. Soient E un U-site et L un U-lien sur E. L’ensemble
H?(L) est isomorphe a un élément de U.

En effet, si L est abélien, il est représentable par un U-faisceau de
groupes abéliens (1.2.3) et, dans ce cas, le corollaire résulte de (3.4.2 (i)).
En tous cas, H%(L) est un espace homogéne sous H?(C), (3.2.3), ou C
est le centre de L, d’ou la conclusion, car C est un U-faisceau de groupes
abéliens.

Nous allons dés maintenant expliciter le cobord itéré associé a une
suite exacte de faisceaux de groupes bien que I'application d’ ne soit
définie que plus bas (4.2.7.2 et 4.2.10).

Proposition 3.4.5. Soit une suite exacte de faisceaux de groupes (non
nécessairement commutatifs)

1-4A—*B-t>C—<>D—1 (1)

et soit xe H°(D). Supposons que A4 soit central dans B et soit A(x) 'image
de x par le composé des cobords

HO(D)—4> H'(B/A)—4—> H2(A), (cf. (5)). )
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A(x) est la classe de la gerbe K dont les objets sont les couples (P, p), ou
P est un B-torseur (a droite) et p: P— C, un b-morphisme tel que cp:
P — D ait pour image la section x, la structure de A-gerbe de K étant
obtenue en associant a tout objet (P, p) de K I'isomorphisme

A—> Aut(P, p) €)
défini par le morphisme

A— Autg(P), (II13.4.4), 4)
que déterminent a: A — B et les opérations de B sur P.

3.4.5.1. Bien entendu, dire que (1) est exacte signifie que I'on a deux
suites exactes de groupes de E (I11 3.3.0)

1-4—>B—45B/A—>1 et 1-B/A—>C—>D—-1 (5

et que b=igq. Soit alors X I'image inverse de x par c: C— D. Cest un
(B/A)-torseur grice aux translations a droite (III 3.1.3). Soit K’ la gerbe
des relévements de X relativement au foncteur extension du groupe
structural de B a B/A (2.5.8). Par définition (4.2.7.2), A(x) est la classe de
K'. Prouvons que K et K’ sont isomorphes, ce qui est vrai sans supposer
que A est central. En effet, par définition de I'image inverse X de x, si
(P, p) est un objet de K, il existe un g-morphisme de torseurs p': P —» X
caractérisé par jp'=p, ou j: X — C est le morphisme d’inclusion. D’ou
un relévement (P, p’) de X a B, c’est-a-dire un objet de K’. Que I'on
obtienne ainsi un isomorphisme de E-catégories K —— K’ est alors
évident.

3.4.5.2. Si I'on suppose maintenant que A4 est central dans B, la struc-
ture de A-gerbe de K’ est caractérisée par la condition que le morphisme
K'— TORS(E, B), (P, p')~ P, soit lié par lien(a) (2.5.6 (iii ter)). I reste
donc a vérifier que les morphismes (3) munissent K d’une structure de
A-gerbe et que le foncteur K — TORS(E, B), (P, p)~» P, est lié par lien(a),
ce qui est immédiat.

3.5. Cohomologie de Cech

Nous allons maintenant relier la cohomologie de Cech a celle définie
en termes de gerbes. Commengons par associer a certaines gerbes une
obstruction en cohomologie de Cech.

Proposition 3.5.1. Soient E un U-site ou les produits fibrés finis
existent, S=(S;— §), iel, IeU, une famille couvrante, ou S est 'objet
final de E, A un faisceau de groupes abéliens sur E et G une L-gerbe,
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L=lien(A4). Soit encore y un clivage de G (c’est-a-dire un choix des
images inverses, [D 1.5]) et soit enfin une famille

x;€0b(Gs), iel, (1)
et une donnée de recollement [D 9.19]
u:(uij)a (i,j)EIZ, U;;: xij;’xija ()

sur la famille des x; relativement a S.
(i) Pour tout (i, j, k)eI® il existe

CijkeA(Sijk), Sijkzsixijsk’ (3)
caractérisé par ‘ .
Cij=Ujy " (/)" uijk (Cf~ (10)). 4)

De plus, pour que u soit une donnée de descente il faut et il suffit que la
cochaine c=(c;;;) soit nulle.

(i1) La cochaine c est un cocycle, la classe
ceH*(S,4) (I113.6.7(6)) (5)

quelle définit ne dépend pas de u.

(iii) Pour que c¢=0 il faut et il suffit qu’il existe xeOb(Gyg) tel que,
pour tout iel, I'image inverse de x par S;— S soit S;-isomorphe a x;.

(iv) L’image de ¢ par le composé
H?(S, A)—2> HZ(E, A) 2%, H2(E, A), (1113.6.10) (3.4.2), (6)

est la classe a L-équivalence prés de la L-gerbe G.
(v) Pour que I'image ¢ de ¢ par

H?*(S,A)— H*(E, A), [SGA4V2.1(15)], (7)
soit nulle il faut et il suffit que G soit triviale.

3.5.1.1. Par définition d’une donnée de recollement, [D 9.19]
u;: x;;—> x; est un S;isomorphisme, ou

x';  (resp. x;/) 8)

J

est I'image inverse de x; (resp. x;) par la projection S;;—S; (resp.
S;;— 8., S;;=S;x§;. Si 'on désigne par

Xk et X, ©)

X Jj

X
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les images inverses de x;, x; et x; par les projections de Sijx sur S;, S;
et Sy, on a des §;j;-isomorphismes

. ..k .
Jjk , Uij xl.k

\ T (10)

ou, par exemple, u;;* est obtenu en transportant par les isomorphismes
de transitivité de 'image inverse:

X

(xij)k ~ xijk et (xij)k ~ Xijk,

[D 1.6, 9.6 et 9.19], limage inverse
(s () (e (11)

de u;; par la projection S;;;, — S;;. Le second membre de (4) est donc
un S;;,-automorphisme de x'*. Puisque G est une A-gerbe abélienne,
cet automorphisme détermine une section c;j de A sur S, (2.2.3.4),
ce qui prouve la premiére assertion de (i), I'égalité (4) étant un abus de
langage, évident. La seconde assertion de (i) traduit la définition d’une
donnée de descente [D 9.19].

3.5.1.2. Pour prouver (ii), nous supposerons pour simplifier que le
clivage est un scindage, (autrement dit que les isomorphismes de tran-
sitivité de I'image inverse sont tous des morphismes identiques). Nous
devons prouver que c=(c;;) est un 2-cocycle, Cest-a-dire que, pour
tout (i, j, k, )eI* on a

O=Cijkl—Cijkl+cijk’_cijkl, (III 367 (3)) (12)
Si djy, ..., désignent les images des termes de (12) par isomorphisme
H°(Es,,.; A)—> Autg, , (x/*), (13)

de (2.2.3.4), ou x;/*' est I'image inverse de x; par la premiére projection
de S;jx=8;xS;x S, xS, il suffit de prouver que

dijk’diu:djkt : dijls (14)

ou le point désigne la composition des morphismes dans la catégorie
fibre Gg,,,,. Or, par transitivit¢ de I'image inverse, les images inverses
de u;* et u;; par les projections de S;j, sur S;; et S;;, sont égales a
I'image inverse

& (15)

vij
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de u;; par la projection S;;,— S;;. Par image inverse de S;; & S,
la formule donne

dij="0;;" Ujy* ™' (2234), (16)
et on a de méme

diy=Vi - gy - (V) "

diji=v;;- v (CA (17)

dj1 =0 Vjge " Vg - (sz)—l : (vij)_l,

d’ou la relation (14). Donc les c;;; définissent un 2-cocycle ce Z%(S; A)
dont la classe est notée ce H2(S; A).

3.5.1.3. Soit v;;: x';— x;/ une autre donnée de recollement sur la
famille des x;. D’aprés (2.2.3.4), il existe une section a,-jeHO(E/sij; A)
dont I'image a;; dans Autg, (x/), (2.2.3.4), vérifie
V= dij - Uy (18)
Un calcul trivial montre que le 2-cocycle b associé a v;; par (4) vérifie
b=c+d(a), ou a=(a;) et ou d: C'(S; A)— C%(S; A) est le cobord
de (I113.6.7 (3)), ce qui achéve de prouver (ii). En fait il est évident que
la formule (18) établit une bijection entre I'ensemble des 2-cochaines
cohomologues a ¢ et I'ensemble des données de recollement sur la famille
des x;.

3.5.1.4. Par suite, pour que la classe ¢ de ¢ soit nulle il faut et il suffit
qu’il existe une donnée de recollement v;; sur les x; telle que le cocycle
associé par (4) a v;; soit nul. Or, par définition, [D 9.19], cette condition
signifie que v;; est une donnée de descente. Puisque G est une gerbe, la
famille S est de G-descente effective, (IT 1.1.2), et I'existence d’'une donnée
de descente sur les x; équivaut a celle d’'un xeOb(Gg) dont les images
inverses par les S;— S soient Si-isomorphes aux Xx;, ce qui prouve (iii).

3.5.1.5. Montrons que (iv) implique (v). Les morphismes (7), pour S
parcourant I'ensemble des familles qui couvrent S, induisent un iso-
morphisme lim H?(S; A)—— H?*(E; A), [SGA 4V 2.1 (15)] et les mor-
phismes &, de—(6) induisent, par passage a la limite, un morphisme

py: H*(E; A)— H2(E; A). (19)
En vertu de (iv), la classe a L-équivalence prés de G est €gale a o, p,(C).

Ceci prouve (v), car a, est un isomorphisme (3.4.2) et p, est un mono-
morphisme [SGA 4V 2.5].
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3.5.1.6. Il nous reste a prouver (iv). Par (III 3.6.10), le morphisme
&,: H*(S; A)— HZ(E; A) de (6) est obtenu en plongeant la suite exacte
0—>A4—*>C%S; 4)—>CY(S;4)—>Z*(S; 4)—0 (20)

dans une résolution injective de A, (ou u, v et w sont les morphismes
évidents définis par le complexe augmenté C*(S; A4) de (I113.6.7)).
D’aprés (3.4.2 (ii)), le composé (6) est donc P'opposé du cobord itéré attaché
a la suite exacte (20). D’aprés (3.4.5), pour prouver (iv) il suffit donc de
trouver un L-morphisme de gerbes (L=lien(A))

G- K (21)

ou G est la gerbe donnée et ou K est la gerbe attachée par (3.4.5) a la
section c=(c;;;) de Z2(S; A) et a la suite exacte (u, —v, w) déduite de
(20), (pour tenir compte du signe).

3.5.1.7. Pour tout TeOb(E) et tout yeOb(Gy), posons

P(y/T)(T)=]] Isomy (x{, y), (22)

iel

ou T;=T xS; et ou x[ (resp. ') est I'image inverse de x; (resp. y) par
la seconde (resp. premiére projection de T;). Par localisation au-dessus
de T, on obtient un faisceau d’ensembles sur E,

P(y/T). (23)
La composition des morphismes et les isomorphismes
Auty, ()~ H°(E/r;; A), (2.2.3.4),

font de P(y/T) un torseur a droite sous la restriction C°(S; A)T de
Co(S; A) A E .

A toute section (a;: xI — y') de P(y/T), est associé un automorphisme
(/T @)=a/ - uf;- @)=, G, jel?, (24)

de T'image inverse y” de y par T;;— T, ou a/, a’; et uf; sont les images
inverses de a;, a; et u;; par les projections évidentes de T;;. D’aprés
(2.2.3.4), 'automorphisme (24) détermine une section de A4 sur T;;, d’ou

ij»
une section .
p(y/T)(@eC(S; A)(T).
Par passage aux faisceaux, on obtient ainsi un morphisme de faisceaux

p(y/T): P(y/T)— C!(S; A)" (25)
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et la formule (24) montre que p(y/T) est un (—v)-morphisme de torseurs,
car on a, par définition,

(_U)(b)ijz_bij+bija beC°(S; A),

(cf. (111 3.6.7 (3)). Pour prouver que (P(x/T), p(y/T)) est un objet de la
gerbe K de (21), il reste a voir que le composé w - p(y/T), (20) et (25),
a pour image la section ce Z*(S; A). Par transitivité de image inverse,
les images inverses de a; et a* par les projections de T sur T et T,
sont égales a I'image inverse

b; (26)

de a; par la premiére projection de T;;. L’image inverse de p(y/T)(a);;
par la projection T;;, — T;; est donc égale a

(P v/T) (a)ij)k: b; - (uijk)T : (bj)—l (27)
et on a de méme _ .

(P (v/T) (a)ik)J =b;- (u)" - (by) ! (28)
et

(P(,V/T) (a)jk)i =b;- (uijk)T (b1, (29)

ou lexposant T désigne l'image inverse par T, — S;;.. Par définition

de w, (111 3.6.7 (3)), on en déduit que 'automorphisme de y"/* correspon-
dant & la composante (w - p(y/T)(a));;; par (2.2.3.4) est égal a

b;- (uijk (ufyt- uijk)T -(b)~". (30)
L’automorphisme de (x'*)T correspondant a la composante
(w-p(y/T)(a));x est donc égal & (- (u/)~" - u;*)" et, en utilisant a
nouveau (2.2.3.4), on en déduit que cette composante est la restriction
de ¢;j & Ty, (cf. (4)). Ceci achéve de prouver que (P(y/T), p(y/T)) est un
objet de K. Par ailleurs, P(y/T) est fonctoriel en y de maniére évidente,
cf. (22), et «compatible» avec la localisation, ce qui prouve que I'on
obtient ainsi le morphisme de gerbes G — K de (21). 1l reste a vérifier
que c’est un L-morphisme, (L=lien(4)). En explicitant la structure de
A-gerbe de K, (3.4.5), on trouve que ceci signifie que, pour tout Te Ob(E),
tout yeOb(Gy) et tout me H®(Ey, A), 'image par (21) de I'automorphisme
de y défini par m est 'automorphisme du torseur P(y/T) sous C°(S; 4)7
défini par la translation a droite par la section u(m)=(m’) de C°(S; A).
Or ceci est évident. C.Q.F.D.

Corollaire 3.5.2. Pour que la classe d’une L-gerbe G appartienne
a I'image du morphisme

H*(S; A)— H*(E; 4), (3.5.1(6)), (1)
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il faut et il suffit qu’il existe des x;e Ob(Gyg,) et une donnée de recollement
sur les x; relativement a (S; — S).

3.5.2.1. La condition est suffisante par (4.7.7 (iv)). Inversement, soit
ceZ?(S; A) un 2-cocycle et soit K la gerbe attachée par (3.4.5)a c et a
la suite exacte (u, —v, w) déduite de (3.5.1(20)); I'image par (1) de la
classe de c est celle de K, (4.7.7.6). 1l est aisé d’exhiber des x;eOb(Kj,)
et une donnée de recollement sur ceux-ci, ce qui prouve que la condition
est nécessaire.

Corollaire 3.5.3. Pour que la classe d’'une L-gerbe G appartienne a
I'image du morphisme

H?(E,A)— H?*(E,4) (3.5.1.5(19) (1)

il faut et il suffit qu’il existe une famille couvrante (S; — S), une famille
x;€0b(Gy,) et une donnée de recollement sur la famille des x; relative-
ment a (S;— 9).

En effet, I'image de (1) est la réunion des images des H*(S, A) —
H?(E, A) pour toutes les familles couvrantes S=(S;— S).

Corollaire 3.5.4. Soit
1-A—“*B-*t>C—1 1)
une suite exacte de faisceaux de groupes telle que a soit central. Soient

P un C-torseur, S=(S;— S);.; une famille couvrante ou S est I'objet
final de E, et soient, pour tout i€l,

Q; (resp. g Qi A C—P) )
un B-torseur sur S;, (resp. un C-isomorphisme de C-torseurs sur S;).
Soient enfin . _ o

uij: Qlj_ﬁQij’ (l’])EI s (3)

des isomorphismes de B-torseurs sur S;; tels que 'automorphisme de
PY déduit de (3) par extension du groupe structural soit I'identité.

(1) 11 existe des sections

cijkEA(Sijk)7 (i J, kyel®, “4)
telles que le composé

uijk ()t uijk &)

soit le S;;,-automorphisme de Q'* défini par la translation a droite
par I'image de c;;; dans B(S;;). De plus, c=(c;;) est un 2-cocycle,
(ceZ*(S; A)).
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(ii) L’image de la classe ce H?*(S;4) de c par le morphisme
H?(S; A)— H*(E; A) de (3.5.1(6)) est égale 4 I'image de la classe p de P

1
par le cobord d: H'(E; C)— H?(E; A). ©)

Le cobord (6) n’a été défini jusqu’ici que si B est abélien, mais la
définition de (6) lorsque ’on suppose seulement que A est central (4.2.7.2
et 4.2.10) repose uniquement sur (2.5.9) et nous pouvons l'utiliser dés
maintenant. On notera que ce corollaire montre, comme annoncé dans
(2.5.9), que la classe de cohomologie d(P)e H*(E, A) ne différe pas de
celles définies par Frenkel et Grothendieck, du moins lorsque cette
classe appartient & H?(E, A). Pour le cas le plus général traité par
Grothendieck ([17] prop. 3.4.2), la vérification est un peu plus délicate;
on la laisse au lecteur a titre d’exercice.

Prouvons le corollaire. La classe ce H*(S, A) est celle attachée par
(3.5.1) a la gerbe K(P) des relévements de P. Son image dans H2(E, A)
est donc, d’aprés (3.5.1) la classe de K(P), laquelle, par définition du
cobord d, est celle de d(p).

3.6. Calculs galoisiens (suite)

Soient G un groupe appartenant a un univers U et soit B=Bg
(U-ens), la catégorie des ensembles appartenant 4 U munis d’opérations
de G a gauche. On note E le G*-torseur de B obtenu en faisant opérer G
sur lui-méme par les translations a gauche et a droite (G* désigne le
Groupe de B obtenu en faisant opérer G sur lui-méme trivialement).
Le morphisme final E— e est couvrant et 'objet simplicial n+—E"*+! est

isomorphe a 'objet simplicial n+— [E, cependant que le topos B .1,
geG"

n=0, est équivalent au produit de G" copies du topos U-ens, en parti-
culier, sa cohomologie est triviale. Le complexe de Cech C*(E/e, A),
ou A est un Groupe abélien de B, s’identifie donc au complexe des
cochaines inhomogénes C*(G, 4) et le morphisme habituel

H*(E/e, A)— H*(B, A)
fournit un isomorphisme

H*(C*(G, A))——> H*(B, A).

Pour toute gerbe abélienne G sur B de lien 4, la catégorie fibre G est
un groupoide non vide dont tous les objets sont isomorphes, car le
topos B est équivalent a U-ens. On sait donc, aprés certains choix,
associer & G un cocycle aeZ*(E/e, A)~Z?(G, A), que nous désirons
expliciter.
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Soit ¢ un clivage de G (choix des images inverses) et soit xe Ob(G).
Pour tout seG, on note *x I'image inverse de x par le morphisme
R;: E—E, R(h)=hs. Une donnée de recollement sur x s’identifie a
une famille de E-isomorphismes u,: *x —— x et I'on vérifie que le
cocycle ae Z*(G, A) qui lui correspond par (3.5.1) est

asrzus'sut'(ust)_l' (1)

D’ou un procédé permettant, aprés choix d’un clivage de G, d’'un objet x
de G et d’'une donnée de recollement (u,) sur x de définir un cocycle «
dont on sait que la classe dans H?(G, A) est celle de la gerbe G.

Proposition 3.6.1. Soit 1 -4 —*> B—*»> C—1 un suite exacte de
Groupes du topos B telle que 4 soit abélien. Soit P un C-torseur et *4
le Groupe de B obtenu en tordant A par P. La classe d(P)e H*(B,A)
de la gerbe des relévements de P est celle du cocycle défini par J. P. Serre
dans [28], page I —70.

Draprés (II13.7.7), la définition de l'objet tordu P4 adoptée ici
coincide avec celle de [28]. Pour prouver la proposition précédente,
il suffit de calculer par le procédé précédent un des cocycles attachés
a la gerbe K(P) des relévements de P. Pour cela, on choisit un élément
p de P, d’ou un cocycle ¢,e Z'(G, C), défini par s-p=p-c,, (II1 3.7.1)
et on reléve ¢, en une cochaine b,e C!(G, B). A I'élément p de P, correspond
un isomorphisme de C-torseurs sur E, r: Cx E— P x E, qui applique
la section unité sur la section constante E— P x E, x+ (p, x). D’oul un
objet de la fibre en E de K(P), a savoir le B-torseur trivial B x E sur E,
muni du morphisme r - (vxid): Bx E— P x E. Notons maintenant que
¢, sinterpréte comme la donnée de descente sur C x E qui définit le
torseur P, et que b, s’interpréte comme une donnée de recollement sur
le torseur B x E, compatible avec c,, autrement dit, comme une donnée
de recollement sur l'objet (Cx E, r- (v x id)) de la fibre de K(P) en E.
Le cocycle attaché a la gerbe K(P) est donc b, - *b, - (b,,) !, qui est pré-
cisément celui considéré dans [28], d’ou la conclusion.

3.6.2. Soit 14— B— G—1 une suite exacte de groupes (ordi-
naires), ou A est abélien. On en fait une suite exacte 1 - A*— B*— G*— 1
du topos B des G-ensembles en faisant opérer G trivialement. Soit E le
G*-torseur de B introduit plus haut. Soit

d(E)e H*(G,EA4) (1)

I'obstruction a relever E en un B'-torseur de B, qui est la classe de la
gerbe des relévements de E, ou %4 est le groupe obtenu en tordant par E
le Groupe A de B muni des opérations de G* définies par les auto-
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morphismes intérieurs de B°. Notons que £4 est le Groupe de B obtenu
en faisant opérer G sur A grdce aux automorphismes intérieurs de B. En
effet, d’apres (111 3.7.7), pour déterminer £4, on doit choisir une section
de E, on prend la section unité, calculer le cocycle ce Z! (G, G¥) correspon-
dant, c’est 'application identique de G, et faire opérer G sur I'ensemble
sous-jacent a A par la formule

(s,a)>c-*a,

ol (s, a)> a est l'application qui définit la structure de G-objet de A
(donc *a=a) et ou (s, a)— s - a est 'application qui définit les opérations
de G sur A" qui permettent de tordre A par E, (donc s-a=bab~!, ou
be B reléve s); d’ou ce point.

Proposition 3.6.3. Sous les conditions de (3.6.2), la classe d(P)e H?(G, £A)
est celle attachée par Eilenberg et Mac Lane [8] a I'extension de groupes
1-A—>B—>G—1.

Il suffit de prouver que ces deux classes sont représentées par un
méme cocycle ae Z?(G, £4). Or, d’aprés (3.6.1), pour trouver un cocycle
qui représente d(P), on choisit d’abord une cochaine be C*(G, BY) qui
reléve la cochaine ce Z!(G, G*) qui représente E; on a vu que 'on peut
prendre pour ¢ lapplication identique de G; on peut donc prendre
pour b une section ensembliste b: G — B de la projection B — G, moyen-
nant quoi, on a

as,=bg-°b, - (bst)_lzbs b, (bst)_la

qui est précisément le cocycle attaché par [8] a I'extension ci-dessus,
d’ou la conclusion.

Remarque 3.6.4. Si G est un groupe et A un groupe abélien muni
d’opérations de G, nous définirons au chapitre VIII une application
Ext(G, A)— H?(G, A). La proposition ci-dessus montre que C’est celle
de [8], cf. (VIII, 7.4, 7.3.3 et 6.2.11).

§ 4. Prolongement de la suite exacte de cohomologie

4.1. Suites exactes de liens
Définition 4.1.1. Soient
L—*%s>M-—-2>N (1)

deux morphismes de liens.
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(i) On dira que la suite 1> L—%> M —%—> N est exacte s’il existe
localement un représentant A —%» B—2- C de (1), (cf. 1.2.1), tel que a
soit le noyau du morphisme de faisceaux de groupes b.

(ii) On dira que la suite 1> L—*>M—">N—1 est exacte s’il
existe localement un représentant A —— B—2- C de (1) tel que a soit
le noyau de b et b le conoyau de a.

4.1.1.1. Ces conditions sont de nature locale. Sous les conditions de
(i), u est injectif et normal, (1.2.6), mais n’est pas, en général, un mono-

morphisme (1.2.2), ni, & fortiori, un noyau du couple M $ N.

4.1.1.2. Dapreés (I11 3.3.0), (1.2.6) et (1.3.2), la condition (ii) signifie que
u est injectif et normal et que v est un conoyau de u. La terminologie intro-
duite par (ii) est donc en accord avec celle de (2.5.5 (i)). Enfin, notons que
(i1) signifie également que (i) est vérifiée et que v est surjectif.

4.1.2. Soit v: M — N un morphisme de liens. On désignera par
Noy (v) (1)

I’ensemble des couples (L, u), ou L est un lien et u: L— M un morphisme
de liens, tels que la suite 1 - L——> M —— N soit exacte. C’est 'ensemble
d’objets d’'une catégorie

Noy(v) 2

définie de maniére évidente. Un lien étant une section cartésienne du
champ des liens, pour tout SeOb(E), on a un morphisme v(S): M(S) —
N(S) de la fibre LIEN(S), c’est-a-dire un morphisme de liens sur S,
(1.1.6). Le champ des liens étant scindé et la condition (4.1.1(i)) étant
stable par localisation, on définit une E-catégorie scindée

NOY (v) (€)

en associant a tout SeOb(E) la catégorie Noy(v(S)) et a toute fléche
f: T— S de E le foncteur

Noy(v(S)) = Noy(v(T)), (L, u)~(L/,u’), @)

ou I/ est la restriction de L a T et ou u/: I/ — M(T) est le morphisme
de liens sur T obtenu en composant la restriction I — M(S)’ deu a T et
I'isomorphisme M(S) —— M(T) défini par la section cartésienne M.
On a évidemment un E-morphisme de catégories scindées

NOY (v)— LIEN, (L,u)»L, (5
qui est fidéle.
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Proposition 4.1.3. Soit v: M — N un morphisme de liens.
(i) NOY (v) est une gerbe.
(ii) On a un isomorphisme canonique

Noy (v) - Lim(NOY (v)/E). (1)

4.1.3.1. Puisque LIEN est un champ et que la condition (4.1.1(i))
est de nature locale, NOY (v) est un champ. C’est une gerbe. En effet, si
b: B— Cest un représentant de v et sia: A — B est le noyau de b, on a un
élément (L, u)=(lien(A),lien(a)) de Noy(v). Puisque v est localement
représentable, on en déduit déja que I'ensemble des SeOb(E) tels que
NOY (v)s+0 est un raffinement de E. De plus, par définition, tout
(L, u)e Noy (v) est obtenu localement par ce procédé; d’ou la conclusion,
en remarquant que deux représentants de v sont localement isomorphes.

4.1.3.2. Bien entendu, (ii) résulte immédiatement des définitions.

Corollaire 4.1.4. Soit une suite exacte de faisceaux de groupes

14— B> C (1)
et soit
l1-L4*>M-—"*>N 2)

son image par lien (i.e. la suite exacte de liens qu’elle représente).

(i) Si on désigne par Aut™(L) le faisceau des automorphismes de la
section (L, u) de la gerbe NOY (v) et par B’ le sous-faisceau de groupes
de B engendré par A et le centralisateur de a: A— B, on a un isomor-
phisme canonique

B/B'—— AutM(L). 3)

(ii) Si, de plus, la suite 1—>A4—2>B—bt»> C—1 est exacte et si |
désigne I'image du morphisme évident C — Autex(4), (1.1.3(4)), on a
un isomorphisme canonique

I—> AutM(L). 4)

4.14.1. Le Groupe B opére par automorphismes intérieurs sur les
Groupes A4, B et C, donc par fonctorialité, (I112.2.1.3), sur les liens L, M
et N qui sont leurs images par le morphisme de champs lien.

Bien entendu, B opére trivialement sur M et, puisque a est compatible
avec les opérations de B, il en est de méme de u: L— M, donc B opére sur
(L, u), (par définition de NOY(v)), d’oil un morphisme de Groupes

B— AutM(L). (5)
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4.1.4.2. Le noyau de (5) est évidemment le sous-faisceau de groupes
de B dont les sections sont les sections b de B telles que la restriction a A
de Pautomorphisme intérieur Int(b) soit un automorphisme intérieur
de A. Ce noyau est égal a B’ comme on voit trivialement. Enfin (5) est
un épimorphisme, car tout automorphisme de (L,u) est localement
représentable par un automorphisme i de A et celui-ci vérifie lien(ai)=
lien(a), ce qui signifie qu’il est induit par un automorphisme intérieur
de B. Ce qui prouve (i).

4.1.4.3. Les opérations de A4 sur L induites par celles de B sont triviales,
donc, sous les hypothéses de (ii), C opére sur le lien L représenté par A,
d’ou un morphisme de Groupes

C— Autex(4), (Autex(4)~Aut(L)). (6)

L’assertion (ii) signifie que les sections de 'image de (6) sont les auto-
morphismes de L compatibles avec «l'inclusion» u: L— M, ce qui
résulte immédiatement de (i), car B’ contient A.

Remarque 4.1.5.1. Soit
1-4A—“*B-t>C—1 (1)
une suite exacte de faisceaux de groupes et soit
1-L-*M-—-*>N-—1 (2)

la suite exacte de liens qu’elle représente. Comme on vient de voir, C opere
sur la suite (2), (C’est-a-dire sur chacun de ses termes, les morphismes u et
v étant compatibles avec les opérations de C). Si P est un C-torseur, on
peut donc tordre (2) par P (cest-a-dire chacun de ses termes) et 'on
obtiendra une suite exacte de liens

1->PL2 M5 N1, (3)

En effet, C opérant trivialement sur M et N, les liens tordus sont canoni-
quement isomorphes a M et N, (I11 2.3.3.4) et, par ailleurs, (3) sera exacte.
En effet, cette condition est locale et (3) s’identifie a (2) si P est trivial,
ce qui est vrai localement.

4.1.5.2. D’aprés (4.1.4 (ii)), C opére sur la section (L, u) de NOY (v) et
d’aprés le «principe de compatibilité», (III 2.3.11), la section de NOY (v)
obtenue en tordant (L, u) par P s’identifie canoniquement a (°L, "u). Soit
e: C—1I le morphisme naturel, ou I est 'image de C-— Autex(A4),
(4.1.4.3). Puisque I ~ Aut™ (L) et puisque NOY (v) est une gerbe, I'ensemble
HY(I) s’identifie 4 'ensemble des classes & isomorphisme prés d’éléments
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de Noy(v)=0b(Noy(v)), (III 2.5.2). De plus, I'application
eM: HY(C)— H'(I) (4)

induite par e: C— I s’obtient en associant a la classe pe H'(C) d’un
C-torseur P la classe a isomorphisme prés de I'élément (PL, Pu) de Noy (v),
(loc. cit.).

4.1.5.3. Si, de plus, A est abélien, les automorphismes intérieurs de B
font opérer C sur le faisceau de groupes A, opérations qui, par passage aux
liens, redonnent les opérations de C sur L=Llien(4). Donc si P est un
C-torseur et si P4 est le faisceau de groupes obtenu en tordant 4 par P
sous l'action de C, d’aprés le «principe de compatibilité», (III 2.3.11), on
aura un isomorphisme canonique

lien (PA)~lien(4)="L. (5)

4.1.5.4. Bien entendu, si C opére trivialement sur (L, u), alors pour tout
C-torseur P, la suite (3) s’identifie canoniquement a (1), (III 2.3.3.4).
D’aprés (4.1.4), pour que C opére trivialement sur (L, u), il faut et il
suffit que B'= B, autrement dit que B soit engendré par A et le centrali-
sateur de a: A — B, ce qui est vrai par exemple si A est central.

Proposition 4.1.6. Soit v: M — N un morphisme de liens.
(i) On a un morphisme de gerbes

REP(M)— NOY (v). 1)
Le morphisme de liens qui lie (1)

v: Int(M)— Loy(v) 2)
est un épimorphisme.
(ii) si v: M — N est un épimorphisme il existe un unique morphisme

de liens
e: N— Loy(v) (3)

tel que ev=v1, ou v1 est le composé
M — Int(M) —- Loy (v). 4)

De plus ¢ est un épimorphisme.
(iii) Si 1> L—*“>M —*> N est une suite exacte de liens (i.e. si
(L, u)eNoy(v)), le morphisme (4) identifie Loy(v) au conoyau du mor-

phisme ¢ LxC,—M, )

ou (C,, c,) est le centralisateur de u.
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4.1.6.1. Soit (B, p), B: lien(B)— M, un représentant de M. Le foncteur
qui, a tout faisceau de groupes X associe I’ensemble

A(X)={xeHom(X, B), v- - lien(x)=1} (6)

est représentable. En effet, si b: B— C est un représentant de v: M — N,
le noyau de b représente le foncteur ci-dessus car la relation qui figure dans
(6) équivaut a bx=1 et par ailleurs ce probléme universel est de nature
locale. 11 en résulte que I'on définit un morphisme de champs (1) en
associant a tout représentant (B, ) de M le couple (lien(A), B - lien(a)),
ou a: A— B représente le foncteur (6).

4.1.6.2. Prouvons (iii). Cette assertion est locale d’aprés (1.3.2 (ii)) car
les hypothéses sont stables par localisation. On peut donc représenter la
suite exacte 1> L—*>M —*> N par une suite exacte de Groupes
1— A— B— C et (iii) résulte immédiatement de (4.1.4 (i)).

4.1.6.3. Sous les hypothéses de (iii), le composé (4) se factorise comme
il est dit dans (ii), car v: M — N est un conoyau de u et car le composé

L2, [ x C,—“> M — Loy(v)

est le morphisme unité (noter que c, - inj; =u). Ceci prouve (ii) car v est
un épimorphisme et car les hypothéses de (iii) sont vérifiées localement,
puisque NOY (v) est une gerbe. Bien entendu, il en résulte formellement
que (2) est un épimorphisme.

Corollaire 4.1.7. Soit v: M — N un morphisme de liens. Les conditions

suivantes sont équivalentes:
(i) La gerbe NOY (v) est liée par le lien unité;

(ii) il existe un noyau du couple M # N qui demeure un noyau
apres localisation;

(iii) il existe localement une suite exacte de faisceaux de groupes
1—>A—%> Bt C telle que b représente v et telle que A et le centrali-
sateur de a engendrent B;

(iii bis) il existe localement une suite exacte de faisceaux de groupes
1—> A—%> Bt C telle que b représente v et telle que B opére triviale-
ment sur lien (A).

4.1.7.1. La condition (i) est locale. Elle est donc équivalente a (iii)
d’aprés (4.1.4 (1)), donc a (iii bis) comme on voit aisément. Prouvons que
(i) = (ii). Soit L—%> M un objet de Noy(v). Il nous suffira de prouver
que u est un noyau du couple (v, 1) dans la catégorie des liens, c’est-a-dire
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que, pour tout lien X, la suite de faisceaux de morphismes de liens
Hom (X, L) > Hom (X, M) 3 Hom(X, N)

est exacte; en effet, la conclusion en résultera par passage aux sections.
On peut alors localiser, représenter X, L, M et N et la démonstration
devient évidente.

4.1.7.2. 1l reste a prouver que (ii) = (i). Soit donc u: L— M un noyau
de (v, 1) qui reste un noyau par localisation. La conclusion étant locale
et ’hypothése étant stable par localisation, il suffit de prouver que si
A—*> B—t- C sont des morphismes de faisceaux de groupes tels que
u=Llien(a) et v=Llien(b), alors a est le noyau de b dans la catégorie des
faisceaux de groupes. En effet, utilisant a nouveau I’hypothése que u
est le noyau de v et le reste par localisation, il en résultera immédiatement
que Aut™(L)=1, ce qui donnera la conclusion car on saura que (L, u)
est une section de NOY (v). Prouvons déja que a est un monomorphisme.
Pour tout Groupe X et tout morphisme de Groupes x: X — A tel que
ax=1, on a lien(x)=1, donc x=1. Par ailleurs, puisque vu=1, on a
ba=1, d’ou un diagramme commutatif

ou a’ est le noyau de b. Puisque lien(a) est le noyau de lien(b), on a un
morphisme j: lien(A4’)— lien(A) caractérisé par lien(a)-j=Llien(a’). Du
fait que lien (a) est un monomorphisme, on déduit que j - lien (i)=id, , ou
L=lien(A4). D’ou la conclusion par localisation, puisqu’on sait déja que i
est un monomorphisme.

4.2. Le second cobord

Proposition 4.2.1. Soit m: F — G un morphisme de gerbes li¢ par un
épimorphisme de liens v: M — N. Supposons qu’il existe un noyau
u: L— M de v qui reste un noyau apres localisation (4.1.7). Alors, pour
toute section s de G, la gerbe K (s) des relévements de s (2.5.5) est liée par
L et la classe de K (s) dans H*(L) ne dépend que de la classe & isomor-
phisme pres de s.

D’aprés (2.5.5 (i)), le morphisme u(s): L(s)— M qui lie le morphisme
de gerbes k(s): K(s)— F est une section de la gerbe NOY (v) (4.1.2 (3)).
D’aprés (4.1.7 (i)), il existe donc un unique isomorphisme a: L—— L(s) tel
que u(s)a=u, ce qui prouve la premiére assertion. Si i: s—— ¢ est un
isomorphisme de sections de G, I'isomorphisme de liens L(i): L—— L
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qui lie I'i'somorphisme de gerbes K(i): K(s)—— K(t) (2.5.5.2) vérifie
u - L(i)=u, c’est donc I'identité de L, ce qui prouve que K(s) et K(¢z) ont
méme classe dans H?(L).

4.2.2. En particulier, si
1-4—“>B-t>C—1 (1)

est une suite exacte de faisceaux de groupes telle que B opére trivialement
sur lien(A4) (4.1.7), on définit une application

H'(C)— H*(A) (2)

en associant a tout pe H*(C) la classe de la gerbe des relévements a B
(2.5.8) d’un représentant P de p. On notera que si 'on ne fait pas d’hypo-
thése sur action de B sur lien (4), Pensemble H* (A) ne suffit pas a mesurer
Pobstruction a relever d B un C-torseur (méme si A est abélien, cf. 2.5.8).
Nous allons donc introduire un ensemble d’obstructions adéquat.

Définition 4.2.3. Soit v: M — N un épimorphisme de liens

(i) On pose 0()=N(@)R (1)

— ou N(v) est I'ensemble des (K, L, u), ou K est une gerbe, L son lien
etu:L— M unmorphismedeliens tel quelasuite]l > L—*>M —2>N — 1
soit exacte (autrement dit, (L, u)e Noy (v) (4.1.2)).

— ou R(K, L,u) (K, L, u') est la relation «il existe un morphisme de
gerbes a: K — K’ tel que le morphisme a: L — L qui lie a vérifie ' oo=u».

(i) Un classe ceO(v) est dite neutre s’il existe un représentant
(K, L, u) de c tel que K soit triviale. On note

O(®vy (2)

I’ensemble des classes neutres.
Définition 4.2.4. Soit

1-4—4>B--t>C—1 (1)
une suite exacte de faisceaux de groupes et soit

l1-L-*sM-—**>N-—1 (2)
la suite exacte de liens qu’elle représente. On pose

Ob)=0() et O®B)=0(y (3)

et on appelle classe unité celle de (TORS(E; A), L, u).
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4.2.4.1. On notera que, privé de sa classe unité, 'ensemble O(b) ne
dépend plus que du morphisme v=Llien (b) représenté par b.

4.2.4.2. On notera que la relation R de (4.2.3 (i)) signifie également
qu’il existe un isomorphisme a: (L,u)— (L,u’) d’objets de Noy(v),
(4.1.2), tel que 'on ait

a?(k)y=k’, o?: H*(L)— H*(L), 4)

ou ke H?(L) et k'e H*(L) sont les classes de K et K'. En effet, si on a
R(K, L,u)(K', L, u'), le morphisme o: L — L est nécessairement un iso-
morphisme, (4.1.3 (i), et, par définition de «/?, la relation (4) équivaut
a l'existence d’un a-morphisme K — K'.

Proposition 4.2.5. (Calcul de O(v).) Soit 1 >L—*>M —*>N —1 une
suite exacte de liens et soit I = Aut™(L) le faisceau des automorphismes
de la section (L, u) de NOY (v), (4.1.2).

(1) On définit une application
n: O(v)— H'(I) (1)

en associant a tout (K, L,u)e Z(v) la classe a isomorphisme prés de
(L, u)e Noy (v).

(i) Si P est un I-torseur et si pe H(I) est sa classe, on a une bijection
H*(PL)Y/H°(*I)—=>n'({p}), (cf.4.2.52). ()

En particulier, pe Im(n) si, et seulement si, *L est réalisable.
(iii) Si I est nul, (4.1.7), on a une bijection

H?*(L)—- O(v). 3)

4.2.5.1. Par (II1 2.5.2), ’ensemble H'(I) classifie les sections de la
gerbe NOY (v). L’assertion (i) est donc évidente, d’aprés (4.2.4.2).

4.2.5.2. Soit P un I-torseur et soit Pu: PL— M I'objet tordu de (L, u)
par P [dont la classe est celle p de P, (II12.5.2)]. D’aprés (111 2.3.8), le
Groupe tordu I =ad(P) s’identifie au faisceau Aut™(’L) des automor-
phismes de (°L, u). En particulier, il opére sur le lien *L, donc par
fonctorialité du H?,(3.1.6.2), le groupe H® (*I) opére sur H?(*L) en respec-
tant I'ensemble H?(PL) des classes neutres, grace a 'accouplement

H*>(PL)x H°(*I)—>H?*(*L),  (k, o) @ (k). 4)
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Ceci donne un sens a (ii). Moyennant quoi, il résulte immédiatement de
(4.2.4.2) que 'on définit une application

H?*(*L)— O(v) 5)

en associant a toute FL-gerbe K de la classe de (K, FL,Fu) et que (5)
induit lisomorphisme (2). On notera que, par définition, (4.2.3 (ii)),
I'image inverse par (5) de I'ensemble O(v)’ des classes neutres est H>(FL)'.

4.2.5.3. Bien entendu, (iii) résulte formellement de (i) et (ii), ou, plus
trivialement, de (4.1.7) (unicité de (L, u)).

Proposition 4.2.6. Soient m: F— G un morphisme de gerbes lié par
un épimorphisme de liens v: M — N et soit s une section de G.

i) La cl

(i) La classe 4(5)0(v) (1)
de (K(s), L(s), u(s)) (2.5.5) ne dépend que de la classe a isomorphisme
pres de s.

(ii) Pour que s se reléve a F il faut et il suffit que d(s)e O (v).

Les assertions (i) et (ii) résultent respectivement de (2.5.5.2) et
(2.5.4.1(1)).

4.2.7.1. Nous allons maintenant étudier le cas ou m: F— G est un
morphisme de gerbes trivialisées. D’aprés (2.5.7), nous pourrons nous
contenter de prendre pour m: F— G le foncteur extension du groupe
structural

TORS(E; b): TORS(E; B)— TORS(E; C), QMQKC, (1)
ou
1-4—4>B-2>C—1 )

est une suite exacte de faisceaux de groupes.

4.2.7.2. D’apres la proposition précédente, on définit un morphisme
d’ensembles pointés
d: H'(C)— O(b) 3)

en associant a tout C-torseur P la classe dans O (b) de (K(P), L(P), u(P)),
ou K(P) est la gerbe des relévements de P relativement au foncteur
TORS(E; b) (2.5.8), ou L(P) est le lien de K(P) et ou u(P): L(P) — lien(B)
est le morphisme qui lie

k(P): K(P)—TORS(E;B), (Q,i)»Q. 4)
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Que d soit un morphisme d’ensembles pointés résulte du fait que le fonc-
TORS(E;a): TORS(E; A)— TORS(E; B), PwPAB, )]
induit, d’aprés (2.5.5.5), une équivalence entre TORS(E; A) et K(C,),
. A B
puisque X ABA CxC,.
4.2.7.3. Par ailleurs, on a une correspondance
O(b) —**— H*(B) (6)

définie par la relation ¢ —2— g, ce O(b), ge H*(B), qui signifie «il existe
un représentant (K, L, ') de ¢, un représentant Q de g et un v'-morphisme
K — Q» (cf. 3.1.4). Si C opére trivialement sur lien(A), on a H*(4)=0(b)
d’aprés (4.2.5 (iii)) et la correspondance (6) n’est autre que celle définie
par a: A— B, notée

H*(A)—<2 o H*(B) (3.14). (7)

4.2.7.4. Nous disposons maintenant d’une «suite»

... H'(B)—"> H'(C)—%> O (b)) 22—~ H*(B) 2> H*(C),  (8)

ou bV et b'® sont les applications définies par (I112.4.2) et (3.1.6), qui
prolonge la suite exacte de (III 3.3.1) et qui est exacte au sens suivant:

Proposition 4.2.8. Soit 1 »4—2>B—>>C—1 une suite exacte de
faisceaux de groupes.

(i) Pour que xe H'(C) appartienne a 'image de b'* il faut et il suffit
que d(x)eO(b).

(ii) Pour que xe O (b) corresponde a la classe unité de H?(B) il faut
et il suffit qu’il appartienne a I'image de d.

(iii) Soit xe H?(B). Pour que b®(x) soit neutre il faut et il suffit que
x corresponde a un ye O(b).

On a (i) par (4.2.6), (ii) par (2.5.5.5) et (iii) par (2.5.5).
Corollaire 4.2.9. Sous les hypothéses de (4.2.8), soit
1-L*>M—2>N-—1 (1)

la suite exacte de liens représentés par 1 -4 —2>B—>C—1.
(i) On a un épimorphisme de faisceaux de groupes

e: C—I1, I=AutM(L), (4.14), (2

induit par les opérations de B sur lien(A4)=L.
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(ii) Le composé
HY(C)—4>0(h) > HY(I), (425(1) (4.2.7.2), 3)
est égal a eV: H'(C)— H(1).

En effet, d’aprés (4.1.4), on a un isomorphisme B/B/—— I, ou B’ est
le sous-Groupe de B engendré par A et le centralisateur de a: A — B, ce
qui prouve (i). L’assertion (ii) résulte de (2.5.6 (ii) et (iii)).

Remarque 4.2.10. Sous les hypothéses de (4.2.8), si 'on suppose
que B opére trivialement sur lien(A) (4.1.4) (4.1.7), la suite (4.2.7.4 (8))
prend la forme

1—-H(4) ... H'(B) "> H'(C) -4~ H*(4) 2> H?(B) "~ H?(C),
les pointillés suggérant la présence de la suite exacte du chapitre III.

On notera que ’hypothése est vérifiée si A est central dans B, la réciproque
étant inexacte.

Remarque 4.2.11. ( Surjectivité de Papplication b'?.)

Soient Z et Z les centres de B et C et soit z: Z— Z' le morphisme
induit par b: B— C. En vertu de (3.3.3) et (3.3.4), I'application b® est
un morphisme d’espaces principaux homogénes compatible avec le
morphisme de groupes abéliens z¥: H?(Z)— H?*(Z)), ce qui réduit le
probléme de la surjectivitt de b® a un probléme de cohomologie
abélienne. Comme on verra plus bas, (VI 2.5), on a un résultat analogue
pour un épimorphisme de liens. L’exemple suivant montre que, la
cohomologie du centre de A ne suffit pas a mesurer le défaut de sur-
jectivité de b®,

4.2.11.1. On prend pour site le topos des G-ensembles ou G=%/2 Z,
pour A (resp. B) le groupe alterné (resp. symétrique) de trois lettres,
d’ou C=%Z/2 Z, et 'on fait opérer G trivialement. Puisque G est cyclique
d’ordre premier, les H' abéliens se calculent en regardant le noyau et le
conoyau de la multiplication par 2 ([27], p. 143). Donc H'(4)=0, i>1,
H*(C)=%/2% et H*(B)=H?*(B)={1}, car le centre de B est nul.
Donc b® n’est pas surjectif bien que les H2(A) soient tous nuls.

Proposition 4.2.12. Soit un diagramme commutatif de faisceaux de
groupes dont les lignes sont des suites exactes

1-4—4>B—-t,C->1

| b g

1-4—“*>B-t5C -1,
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et soit

1> L% M—>N—1

I

1->L-*>M-">N —1

le diagramme de liens qu’il représente.
(i) On a une correspondance

O(b) =2 O(b) (€)

définie par la relation ¢ —o ¢, ceO(b), ¢'€O(b'), qui signifie: «il existe
des représentants (K, Lg, o) de ¢ et (Ky, Ly, u;) de ¢’ et un morphisme
de gerbes k: K,— K, lié par un morphisme x: L,— L, vérifiant n-u=
u K.

(ii) Pour tout pe H*(C), on a

d(p)——d(p), p=xV(p), peH(C), (4)

ou d et d’ désignent les cobords relatifs aux suites exactes (a, b) et (a’, b’),
4.2.7.2).

(iii) Si a et @’ sont centraux, la relation (3) est fonctionnelle et définit
le morphisme de groupes

x®: H*(A)— H*(4). (5)
De plus, le carré
H'(C)—4> H*(4)
Zz(1) lxm (6)
H!(C)—4> HX(4)

est commutatif.

La premiére assertion est évidente, (ii) résulte de (2.5.10), de la défi-
nition de d et d’, (4.2.7.2), et de la transitivité du foncteur extension du
groupe structural. La premiére assertion de (iii), résulte de (4.1.7) et la
seconde de (ii) et (4.2.10).

4.3. Compléments sur la suite exacte

Nous allons préciser (4.2.8) en donnant une condition pour que deux
éléments de H'(C) aient méme image par le second opérateur cobord
d: H'(C)— O(b) (4.2.7.2). Nous commengons par un énoncé plus général
ou I'on suppose seulement un «épimorphisme» de gerbes m: F —G.
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Proposition 4.3.1. Soient m: F— G un morphisme de gerbes li¢ par
un épimorphsime de liens v: M — N et s une section de G. Soit

Z(s)=Aut(k(s)) (1)

le faisceau des automorphismes (dans le champ CART (K (s), F), (I 2.1.5))
du morphisme de gerbes

k(s): K(s)>F (2.5.2) (2

ou K (s) est la gerbe des relévements de s.
(i) On a un morphisme de faisceaux de groupes

z(s): Z(s)— Aut(s) 3)

tel que, pour tout SeOb(E), tout (r, p)e Ob(K (s)s) (2.5.2 (8)) et tout auto-
morphisme a de k(s), on ait

z(s)(@’=pm(a(r, p)p~*, (4)
ou le membre de gauche désigne la restriction 4 S de la section z(s)(a)

de Aut(s).

(ii) Soit ¢ une section de G les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) d(s)=d(t) (dans O(v) (4.2.6))

(b) il existe une E-équivalence a: K (s)— K (t) telle que les morphismes
de gerbes k(t) a et k(s) soient localement isomorphes

(c) il existe un Z(s)-torseur P tel que ¢ soit isomorphe a la section P
obtenue en tordant s par P grace a (3).

4.3.1.1. On désigne comme plus haut par u(s): L(s)— M le morphisme
qui lie k(s): K(s)— M. La composition avec m: F— G induit un mor-
phisme de gerbes

HOM,, (K (s), F) > HOM, (K(s), G), xwsmx, 5)

(2.3.12 (iii)), car le composé v - u(s) est le morphisme unité 1: L(s)—» N
(2.5.5 (i) Le morphisme (5) induit sur les faisceaux d’automorphismes de
k(s) et de son image m - k(s) un morphisme de Groupes

{0 Z(s)— Aut(m-k(s)), ((@)=m=a. (6)
4.3.1.2. Par ailleurs, la composition avec la projection

n: K(s)—>E (7
induit une E-équivalence

SG—->HOM,(K(s),G), xwxm, (2.3.6), 8)
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ou SG est la gerbe des sections cartésiennes de G (I 2.4.5). Cette équi-
valence et I'isomorphisme x(s): m- k(s)— s (2.5.2(2)) induisent donc un
isomorphisme de Groupes

w: Aut(s)—=— Aut(m-k(s)), w@)=k(s)"(i*m)(s). ©9)
Remarquons que si (r, p)e Ob(K (s)s), S€Ob(E), on a
o), p)=p~li(S)p, icAut(s), (10)
en vertu de la définition de k(s), (2.5.2 (2)). Ceci dit, on pose
z(s)=w~'-¢, (11)

et la formule (4) résulte de (10) car, par définition, a: k(s)— k(s) est un
automorphisme de foncteurs et

(m=a)(r, p)=m(a(r, p))

est un automorphisme de (m - k(s))(r, p)=m(r), cependant que p: m(r)—
s(S) est un S-isomorphisme (2.5.1 (8)).

4.3.1.3. Ayant ainsi défini z(s), prouvons (ii). Soit a: K(s)— K(t) un
morphisme de gerbes, pour que les morphismes de gerbes k(s) et k(¢) - a
soient localement isomorphes il faut et il suffit qu’ils soient liés par le
méme morphisme de liens (2.3.4). Par ailleurs (4.2.4.2) assure que, s’il
en est ainsi, a est nécessairement une E-équivalence. D’ou I'on déduit que
(a) <> (b) en utilisant la définition de d(s) (4.2.6).

4.3.1.4. Par la propriété universelle de K (t) (2.5.2 (iii)), la condition (a)
équivaut a I'existence d’un u(s)-morphisme de gerbes b: K (s)— F et d’'un
isomorphisme de morphismes de gerbes m-b——t-n, ou n: K(s)—E
est la projection. Cette conditions signifie que ¢ - = appartient & I'image
essentielle du morphisme de gerbes (5). Puisque Z(s) est le faisceau des
automorphismes de la section k(s) de la gerbe HOM, ,(K(s), F),
cette condition équivaut a I'existence d’un Z(s)-torseur P [a savoir
Isom(k(s), b)] tel que t-n s’obtienne en tordant m-k(s) par P, sous
l'action de Z(s) opérant grace a (5), (cf. IIT 2.5.3). Enfin, ¢ - = est 'image
de t par I’équivalence (8) et le morphisme z(s) est induit par (5) et (8) d’ou
I’on déduit que la condition ci-dessus équivaut a (c). C.Q.F.D.

4.3.1.5. D’apreés (2.3.2) et (2.2.5), le Groupe Z(s) représente le centrali-
sateur du morphisme de liens u(s): L(s)— M. La proposition suivante
nous donne le moyen de calculer Z(s) dans certains cas.
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Proposition 4.3.2. Sous les hypothéses de (4.3.1)

(i) Le faisceau de groupes A ut(s) opére sur le faisceau de groupes Z (s)
de (4.3.1(1)) de telle sorte que le morphisme z(s): Z(s)— Aut(s) soit
compatible avec ces opérations et celles de A ut(s) sur lui-méme définies
par les automorphismes intérieurs.

(i1) Si t est une section de G, le morphisme z(t) s’obtient en tordant
z(s) par le Aut(s)-torseur Isom (s, t).

(iii) Soit k=(r, p) une section de K(s) (2.5.4.1), r son image par k(s):
K(s)— F et p: m-r—— s lisomorphisme naturel. On a une suite exacte

de Groupes
1— Aut(k)—2—> Aut(s)—2> Aut(s)—> 1 (1)

ou les morphismes « et f§ sont induits par les morphismes de gerbes
K(s) X F-m o, G 2

et par I'isomorphisme p. On a un isomorphisme canonique entre le cen-
tralisateur de o et le Groupe Z(s) qui identifie le morphisme z(s): Z (s) —
Aut(s) de (4.3.1 (3)) au morphisme induit par f, et les opérations de (i)
avec celles définies par les automorphismes intérieurs de A ut(r).

4.3.2.1.Sii:s— test unisomorphisme de sections de G, 'isomorphisme
K(i™"): K(1)— K (s) (2.5.1 (4)) vérifie k(s) K(i~')=k(t) et I'on a donc un
morphisme de groupes

Z(i): Aut(k(s))—Aut(k(?), Z(@i)(a)=axk(i™!) 1)
qui s’écrit également, avec les notations de (4.3.1 (1))
Z(i): Z(s)—>Z(1). (2)

I1 est immédiat que Z (s) devient ainsi un foncteur en s, autrement dit, les
applications
Isom(s, t)— Isom(Z(s), Z(1)), i Z(j), 3)

sont compatibles avec les accouplements de composition. On vérifie
aisément que I'on peut localiser et (3) fournit donc un morphisme de
faisceaux d’ensembles

Isom(s, ) — Isom(Z(s), Z(1)). 4)
En particulier, pour ¢t =, on trouve un morphisme de faisceaux de groupes
Aut(s)— Aut(Z(s)) (5

qui décrit les opérations de A ut(s) sur Z(s) annoncées dans (i).
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4.3.2.2. Puisque (4) est compatible avec les accouplements de compo-
sition, c’est un morphisme de Aut(s)-objets a opérateurs. Donc (4)
munit Z (t) d’une structure d’objet tordu de Z (s) par Isom(s, r) (II1 2.3.3).
Par (III 2.3.7), Aut(t) est lui-méme muni d’une structure de Groupe
tordu de Aut(s) par Isom(s, 1).

4.3.2.3. Pour achever de prouver (i) et (ii), il nous suffit de démontrer
que, pour tout isomorphisme i: s——t et tout automorphisme a de k(s),
ona

i-z(s)(@)-i~' =2()(Z (i) (a)), (6)
(ce qui est une égalité entre sections de Aut(s)). En en effet, pour s=¢, il
en résultera que z(s) est compatible avec les opérations de A ut(s) et, par
ailleurs, d’apreés (III 2.3.3.1), la condition (6) exprime également que z(t)

est le morphisme obtenu en tordant z(s) par Isom s, t), comme on voit en
examinant les structures d’objet tordu dont on a muni Z(t) et Aut(z).

4.3.2.4. Prouvons donc (6). Pour tout SeOb(E) et tout objet (r, p) de
K (s)s, la restriction a S du premier membre de (6) est

ipm(a(r,p)p=ti~! (7

en vertu de (4.3.1(4)). De plus, (r,ip) est alors un objet de K(t)s et la
restriction 4 S du second membre de (6) est

ipm(Z(i)(a)(r,ip)p~ti~". )

Z(i)(@(rip)=(a* K@i~ ) (r,ip)=al(r, p) ©)

Orona

car K(i~!)(r,ip)=(r, p); ceci prouve que (7) est égal a (8). Ceci prouve (6),
car les SeOb(E) tels que K (s)s soit non vide forment un raffinement de
E puisque K (s) est une gerbe. Nous avons donc prouveé (i) et (ii).

4.3.2.5. Prouvons (iii). L’assertion concernant la suite exacte (4.3.2 (1))
ne fait que reprendre (2.5.6 (i)). Par définition, Z (s) est le faisceau des auto-
morphismes du morphisme de gerbes k(s): K(s)— F. D’apres (III 2.2.3),
le morphisme

Z(s)=Aut(k(s) > Aut(r), ar>axk, (10)

induit donc un isomorphisme entre Z(s) et le centralisateur du morphisme

o: Aut(k)— Aut(r), k=(r,p), r=k@ )k, o(x)=k(x)*x,
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induit par le morphisme de gerbes k(s). Par définition de f: Aut(r)—
Aut(s), le morphisme Z(s)— Aut(s) induit par § et (10) n’est autre que

—1
Il est donc égal & z(s). a>pm(a(r, p))p~".

4.3.2.6. Puisque f: Aut(r)— Aut(s) est un épimorphisme, on achévera
la preuve de (iii) en prouvant que les opérations de Aut(r) sur Z (s) définies
par (5) et par § sont données par les automorphismes intérieurs. Soit
alors je Aut(r) une section de Aut(r). Il nous faut prouver que, pour tout
automorphisme ae Aut(k(s)), on a

ja(r,p)j ' =Z@) (@, p), i=B()) (11)
ou encore, par définition de Z (i), (cf. 4.3.2.1 (1)),
ja(r,p)j=t=(a*x K@i h)(r, p) (12)

ou encore, par définition de K (i~") (2.5.2 (4)),
ja(r,p)j~t=a(r,i!p). (13)

Or, par définition de 8, on a i=pm(j)p~" et, par suite, j définit un iso-
morphisme de sections de K (s)

r,p)—=>(@r,i" p) (25.1(9). (14)

La relation (13) résulte alors du fait que a est un morphisme de fonc-
teurs. C.Q.F.D.

Proposition 4.3.3. Soient 1»A4—2-»B—%- C— 1 une suite exacte de
faisceaux de groupes, Z le centralisateur de a: A — B et

z: Z—C (1)

le morphisme Induit par b: B— C.
(i) Soit xe H*(C). Pour que d(x) soit la classe unité de O(b) (4.2.4)
(4.2.7.2)il faut et il suffit que x appartienne a 'image de zV: H*(Z) — H'(C).
(ii) Soient P un C-torseur, pe H*(C) sa classe, fz: £Z—*C le mor-
phisme de faisceaux de groupes obtenu en tordant (1) par P sous I'action
de C opérant grice aux automorphismes intérieurs de B. La bijection
0p: H'(C)—— H'(*C) de (111 2.6.3) induit une bijection entre I'image de

H'(*z): H'(*Z)->H'(*C) )
et I'image inverse par d: H'(C)— O(b) de d(p), (4.2.7.2).

Cette proposition résulte immédiatement des deux précédentes,
appliquées au foncteur extension du groupe structural TORS(E; B)—
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TORS(E; C), étant entendu que dans (4.3.2 (iii)), on prend pour s la
section définie par le torseur trivial C,;, moyennant quoi, comme on I'a
déja remarqué, K(s) s’interpréte comme la gerbe des A-torseurs et la
suite (4.3.2 (1)) s’identifie a la suite donnée.

Proposition 4.3.4. Soit
1-4A-—“*>B-2>C—1 )]
une suite exacte de faisceaux de groupes telle que a soit central. Soit P un

C-torseur et soit
1-4-“*>B-*t>C—1 ()
la suite exacte de faisceaux de groupes obtenue en tordant (1) par P,
(A opérant grace aux automorphismes intérieurs de B).
(i) On a un diagramme commutatif

H'(B) 2“5 H'(C)—4—> H%(A)

19,, y 3)

H'(B) oy H'(C)—5— H*(A4),

ou d’ est le cobord relatif a la suite exacte (2), ou 6p est la bijection définie
par la torsion par P, (III 2.6.3), et ou

r(x)=x—d(p), xeH?*(A), 4

pe H*(C) étant la classe de P.

(ii) 0p induit une bijection entre {xeH'(C), d(x)=d(p)} et I'image
de '™,

Rappelons également que I'on a la suite (4.2.10) qui est exacte au
sens de (4.2.8), (III 3.3.1) et (II1 3.4.5).

4.3.4.1. Puisque A est central, C opére trivialement sur A et le Groupe
tordu 4 est canoniquement isomorphe a A, (II12.3.3.4). De plus, le
morphisme a’ de (2) est central, ce qui justifie que le cobord d’ relatif a (2)
ait pour but H?(A). Ceci dit, (ii) résulte de (i) et de (4.3.2), car le centrali-
sateur Z de a: A— B n’est autre que B.

4.3.4.2. Soit
1>L—*>M-—*>N—1 )

la suite exacte de liens représentée par (1). Soit Q un C-torseur et soit
geH'(Q) sa classe. On a

rd(g)=d(g)—d(p) (6)
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et, d’aprés (3.3.2 (ii)), d(q) — d(p) est la classe de la gerbe
H, =HOM, (K (P), K(Q)), (7)
car p (resp. g) est la classe de K (P) (resp. K (Q)).

4.3.4.3. Par définition, 6p(g) est la classe du C’-torseur
Isomq(P, Q)~ QA P°, C'=ad(P), ®)

et donc d'(0p(g)) est la classe de la gerbe des relévements de (8) relative-
ment au foncteur extension du groupe structural

TORS(E; b'): TORS(E; B)—>TORS(E; C'). ©)

4.3.4.4. Par ailleurs, la composition avec les foncteurs

K(Q)“2, TORS(E; B)T28%D , TORS(E; C) (10)
induit des morphismes de gerbes
HOM, (K (P), K (Q))—%— HOM, (K (P), TORS(E; B))

-M_, HOM, (K (P), TORS(E; C)) (an

aussi notés
H-*>H-M,H. (12)

Les morphismes de (10) sont liés par L—%—> M —*— N; d’aprés (2.3.12),
ceux de (11) sont donc liés par les morphismes C;, — C,— C,,, induits par
u et v sur les centralisateurs, c’est-a-dire par u et v, car u est central et
vu=1. D’apreés (2.5.5.5), H, est donc la gerbe des relévements d’une
section X de H, relativement a M. Précisons: par définition de K(Q), le
composé (10) est isomorphe au composé K (Q)—=—E-2>TORS(E; C)
ou Q' est la section définie par le C-torseur Q. La section X est donc le
composé » o )
K(P)—*—E-*>TORS(E; C), (13)
(bien entendu, 7 et #’ sont les projections). Par ailleurs, on a une section
k(P) de H,, dont I'image par M, (cest-a-dire m - k(P)), est, par définition
de K (P), isomorphe au composé

K(P)—*»E-Z5TORS(E; C). (14)
Soit alors
{: Aut(k(P))— Aut(m- k(P)) (15)

le morphisme induit par M sur les faisceaux d’automorphismes. D’aprés
(2.5.5.5), Hy est donc la gerbe des relévements du Aut(m - k(P))-torseur
Isom(m-k(P), X)~lsom(P' -, Q'- @), (16)

relativement au foncteur extension du groupe structural défini par (15).
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4.3.4.5. D’aprés (4.3.1.2(8)), on a une équivalence de gerbes

S(TORS(E; C))—H,, RwR™, (cf. (13)), 17)
qui induit un isomorphisme de Groupes
w: Autc(P)—— Aut(P'- ) (18)
et un w-morphisme de torseurs
Isomq(P,Q)—— Isom(P' -7, Q'- ). (19)

Il en résulte par (2.5.10) que H, est également la gerbe des relevements du
torseur Isom(P, Q) relativement au morphisme

w~'{: Aut(k(P))— Aut(P), (20)
celui-ci n’est autre que le morphisme z(P): Z(P)— C(P) de (4.3.1(3))
(4.3.1.2(11)) et, d’apres (4.3.2(iii)), il s’identifie a v': B'— C’, (car ici le
centralisateur de a: A— B est égal a B). D’ou la conclusion, en rappro-
chant de (4.3.4.3). C.Q.F.D.

§ 5. Compléments

5.1. Existence de sections d’un espace homogéne

5.1.1. Soient T un U-topos, A un groupe de T et X un A-espace
homogeéne a droite (IIT 1.3.8.1); le morphisme X x 4 — X, (x, a)> xa, et
le morphisme final X —e sont donc des épimorphismes. Pour tout
SeOb(T), considérons la catégorie

X(S) (1)
dont les objets sont les couples (Y, m), ou Y est un A-torseur sur S et
m: Yo X5, XS=XxS8, )

un A-morphisme. Grice aux foncteurs changements de base, (Z/S)w»
(Z x sT/T), (IIT 1.1.6) les X (S) définissent une T-catégorie fibrée X.

5.1.2. Prouvons que X est une T-gerbe. C’est un champ, (pour la
topologie canonique). En effet, une section cartésienne de X sur un
raffinement R d’'un objet S de T est essentiellement un couple formé d’'une
section cartésienne Y du champ des A-torseurs (III 1.4.4), munie d’'un
morphisme Y— XX entre sections du champ des A-objets a opérateurs
(IIT 1.1.7), et il suffit d’appliquer (2.5.4). De plus, tout A-morphisme de
A-torseurs est un isomorphisme; les fibres X (S) sont donc des groupoides.
Puisque X — e est un épimorphisme, X admet localement une section qui
définit un morphisme 4;— X, ce qui prouve que, localement, les X(S)
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sont non vides. Enfin, deux objets de X(S) sont localement isomorphes.
En effet, on peut localiser et supposer que les torseurs sous-jacents sont
triviaux. Or le morphisme X x 4 — X est un épimorphisme et, par suite,
sim,n: A;=3 X sont deux A-morphismes, il existe localement une section
a de A telle que
m(e)=n(e)a (e=section unité de 4)
donc
m(a’)=m(e)a'=n(e)aa’ =n(ada’).

La translation a gauche L, par a, qui est un A-automorphisme de A4,,
vérifiedoncm=n- L,, ce qui prouve que (4,, n) est localement isomorphe
a (A4, m). Donc X est une gerbe. Enfin, remarquons que 1’'on a un mor-
phisme de gerbes

X—>TORS(T; 4), (Y, m)w~Y, (1)
qui est fidéle.

Définition 5.1.3. Soient T un U-topos, 4 un groupe de T et X un A4-
espace homogéne a droite. On appelle lien des stabilisateurs de X le lien
S(X) de la gerbe X de (5.1.1).

5.1.3.1. Le lien S(X) est défini 4 isomorphisme unique prés (2.2.1.1)
et 'on a un morphisme injectif (1.2.6)

s(X): S(X)—lien(4), 1)
a savoir celui qui lie le morphisme de gerbes X — TORS(T; A4).

5.1.3.2. Si X admet une section x, celle-ci détermine un A-morphisme
&t A~ X, (a)=xa, 2

autrement dit, une section de la gerbe X. D’aprés (2.2.5), le faisceau S des
automorphismes de (4, &) représente le lien S(X) des stabilisateurs de X,
ce qui justifie la terminologie car ¢ induit un A-isomorphisme

S\A4,—>X.

Proposition 5.1.4. Sous les hypothéses de (5.1.3)

(i) Si X admet une section la classe c(X)e H(S(X)) de la gerbe X de
(5.1.1) est neutre.

(ii) Pour que ¢(X) soit neutre il faut et il suffit qu’il existe un A-torseur
Y et un A-morphisme m: Y — X.

(iii) Soient Y un A-torseur et m: Y— X un A-morphisme et S le
faisceau des A-automorphismes i de Y tels que mi=m. L’inclusion s:
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S— ad(Y) représente le morphisme de liens s(X): S(X)—lien(4). De
plus, m induit un A-isomorphisme

S\Y—-X. (1)

(iv) Sous les hypothéses de (iii), pour que X admette une section il
faut et il suffit que le ad(Y)-torseur a gauche Y provienne par extension
du groupe structural d’'un S-torseur a gauche.

On a (i) par (5.1.3.2) et (ii) par définition de X. Sous les conditions de
(iii), S n’est autre que le faisceau des automorphismes de (Y, m) dans la
gerbe X et ad(Y) le faisceau des automorphismes de Y dans TORS(T; A);
d’aprés (2.2.5), on a donc des isomorphismes canoniques

lien(S)——S(X) et lien(ad(Y))—>lien(4),

le second étant celui de (3.2.5). De plus, le morphisme s: S—ad(Y) est
celui qu'induit le morphisme de gerbes f: X —»TORS(T; A4), (Y, m)»Y;
d’apres (2.2.5.2), il représente donc le morphisme s(X): S(x)—lien(4)
qui lie f. La seconde assertion de (iii) est évidente, étant entendu que le
quotient S\ X est défini en faisant opérer S grace aux opérations de
ad(Y) sur Y. D’ou (iv) par (III 3.2.1 (ii)).

5.2. Bitorseurs

5.2.1. Dans tout ce numéro, T désigne un U topos et A un groupede T.
Nous allons interpréter géometriquement certains termes des suites
exactes de cohomologies attachées aux suites exactes de groupes de T

1>Z—=25A4-25Int(4)—1, (1)
ou Z est le centre de A4, et
1 — Int(4)—— Aut(4)—— Autex(4)— 1, )

ou Aut(A) est le faisceau des automorphismes de A et ou, d’aprés
(1.1.7. (ii)), Autex(A) s’identifie au faisceau des automorphismes du lien

L=lien(A) 3)
représenté par A.

5.2.2. Nous désignerons par
Bit(4) (1)

le groupe des classes a isomorphisme prés de A-bitorseurs (I11 1.5.3), la
loi de composition étant définie grace au produit contracté (III 1.3.1 4 5);
I’é1ément unité est donc la classe du bitorseur trivial A, obtenu en faisant
opérer A sur lui-méme par les translations a gauche et a droite. Nous
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désignerons par
Bit(A4), (resp. Bit(A4),) 2

le sous-groupe des classes de A-bitorseurs qui sont localement isomorphes
a A, (resp. qui sont neutres, c’est-a-dire admettent une section). On pose

Bit(A),, = Bit (4), N Bit(4),. 3)

5.2.3. Commengons par interpréter les termes de la suite exacte
HO(4)-22 HO(Int(4) —4— H'(Z2) =% H' (4) 2 Hi(Int(4)) (1)
associée a (5.2.1 (1)) par (I11 3.4.3).

Proposition 5.2.4.
(i) on a un isomorphisme canonique de groupes abéliens
Bit(A4), —— H'(Z). 1)
(i1) L’application
Bit(4), — H'(A) (2)

induite par (1) et z'!: H'(Z)— H'(A) est obtenue en associant a la classe
d’un bitorseur celle du torseur a droite sous-jacent.

(iii) Le cobord d de (5.2.3 (1)) induit un isomorphisme de groupes

abéliens
H°(Int(A))/H°(A);> Bit(A)o ,- 3)

(iv) L’application (2) induit un isomorphisme entre Bit(A4),/Bit(A),,
et le noyau du morphisme d’ensembles pointés p).

5.2.4.1. Soit G la sous-gerbe pleine du champ des A-bitorseurs
(IIT 1.5.6), engendrée par le bitorseur trivial. Par définition, Bit(4), est
'ensemble des classes a isomorphisme prés d’objets de la fibre G, en
'objet final e de T. Par ailleurs, le morphisme z: Z— A et les translations
a gauche de A identifient Z au faisceau des automorphismes de 4, dans G.
D’apres (I11 2.5.2), il en résulte une bijection (1), 1a bijection inverse étant
obtenue en associant & un Z-torseur X le A-bitorseur X A A, obtenu en
tordant A4, par X. D’aprés le «principe de compatibilité» (111 2.3.11), le
torseur a droite sous-jacent a X A A, est le produit contracté X XA et
les opérations de A a gauche sont obtenues par passage au quotient a
partir des translations a gauche de A. Il en résulte immédiatement que
(1) est un morphisme de groupes et aussi I’assertion (ii).

5.2.4.2. D’apreés (111 3.4.3), le cobord d de (5.2.3 (1)) est un morphisme
de groupes dont I'image est 'ensemble des éléments de H'(Z) que zV
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applique sur I’élément unité de H'(A). Ce qui prouve (iii), compte tenu
de (ii). Enfin on déduit (iv) de (III 3.4.3 (iii)).

5.2.4.3. Grace au produit contracté, le groupe Bit(A) opére a droite sur
H'(A). Le calcul de 'isomorphisme inverse de (1) donné plus haut, montre
que les opérations de H'(Z) sur H'(A) ainsi obtenues sont celles décrites
dans (111 3.4.4).

Pour avoir plus d’information, il nous faut indiquer la relation entre
morphismes de gerbes triviales et bitorseurs.

Proposition 5.2.5. Soient G et G’ deux gerbes, s et s” des sections de G
et G’ et posons A= Aut(s), A'= Aut(s).

(i) Pour toute E-équivalence m: G— G’, on a un A’-A-bitorseur
P,=lsom(ms,s’) (1)

et le morphisme m est lié par I'isomorphisme lien(4)—— lien(A4’) défini
par B, (3.2.5(1)).

(ii) Soient G—"— G’ —— G" des équivalences de gerbes, s” une section
de G” et posons A” = Aut(s”). On a un isomorphisme canonique de A4"-
A-bitorseurs

BAR,~—>PR,, 2)

ol P=Isom(ns,s”) et ou B, =Isom(nms,s").
(iii) On a une équivalence de catégories

Equ(G, G')-—Z=- Bitors(4’, 4), mwE,, 3)

ou Equ(G, G') est la sous-catégorie pleine de Cart(G, G') dont les objets
sont les E-équivalences G— G’ et ou Bitors(4’, A) désigne la catégorie
des A’-A-bitorseurs.

5.2.5.1. On fait opérer A’ 4 gauche sur B, par composition des morphis-
mes et A a droite grace a 'isomorphisme A—— Aut(ms) induit par m.
Ceci dit, (i) résulte de (2.2.5.2) (3.2.5). L’isomorphisme (2) est obtenu par
passage au quotient a partir de 'accouplement évident

Isom(ns',s”)x Isom(ms, s')— Isom(nms, s”').
(u, v)>u-n(v).
5.2.5.2. Prouvons (iii). D’aprés (I112.2.2), on a une équivalence de

catégories fw f(s) entre Cart(G, G') et la catégorie des A-objets a opéra-
teurs de G'. De plus, pour que f soit une équivalence, il faut et il suffit
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que le morphisme
A— Aut(f(s), A=Aut(s), 4)

induit par fsoit un isomorphisme (2.2.6). Enfin, d’apres (111 2.2.6), on a une
équivalence, x~» Isom(x, s), entre la catégorie des 4-objets a opérateurs
de G’ et celle des B-A-biobjets X de T tels que X soit un B-torseur. D’ou
(iii), par (III 1.5.1).
5.2.5.3. Soient P un A’-A-bitorseur et
Op: TORS(T; A)-—=>TORS(T; A4
65(Q)=Q A P°xIsom,(P, Q)

I’équivalence de (II12.6.1). Le bitorseur associ¢ a @, par (iii) n’est autre
que P, ce qui indique comment construire un foncteur quasi-inverse de (3).

)

5.2.5.4. En particulier, la catégorie des auto-équivalences de la gerbe
TORS(T; A) des A-torseurs s’interpréte a équivalence prés comme la
catégorie des A-bitorseurs: a une auto-€quivalence f, on associe le A4-
bitorseur f(4,)°. Cette remarque fournit la clef de la proposition (5.2.7).

Corollaire 5.2.6. Soient (C,Q, B) et (B, P, A) deux bitorseurs et
(C,R, A),R=0Q A P leur produit contracté. Désignons par

n(P): lien(4)—— lien(B) (1)

I'isomorphisme de (3.2.5 (1)) et par n(Q) et 7(R) les analogues relatifs a
QetR. Ona B

n(R)=n(Q)n(P), R=QAP. ?2)

Cela peut se prouver directement, mais il est plus commode d’inter-
préter P, Q et R comme -des morphismes de gerbes triviales liés par
n(P), n(Q) et m(R) et d’appliquer (5.2.5 (ii)).

Proposition 5.2.7. Soit 4 un groupe de T.
(i) On a une suite exacte d’ensembles pointés

1 Bit(4), —— Bit(4) —*> H°(Autex(4)) 4> H2(Z) (1)

ou i est I'inclusion, ou 7 est le morphisme de groupes obtenu en associant
a un A-bitorseur P l'automorphisme n(P) de lien(4) (5.2.6) et ou le
morphisme croisé d”d’ (cf. (iii)) est le composé des opérateurs cobords

HO(Autex(4)) -4 H'(Int(4)) 4> H*(2) )

associés aux quotients (1) et (2) de (5.2.1).
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(i1) Posons

D(@=d"d(a™ "), aeHO(Autex(A)), D(a)eH?*(2). 3)
Ona
D(a)-1=a®(1), aeH°(Autex(4)), “4)

ou 1 désigne la classe unité de H?(A) et a® lautomorphisme de H?(A)
induit par 'automorphisme a de lien(4) (3.1.6.2).
(iii) On a
D(ab)=D(a)-a(D(b)), a,beH°(Autex(4)), (5)
ou, pour tout xe H*(Z), on désigne par a(x), I'image de x par 'automor-
phisme de H?(Z) induit par a.

5.2.7.1. Montrons que Bit(A4), est le noyau de =. Soit P un A-bitorseur.
D’aprés (5.2.5), pour que n(P)=1 il faut et il suffit que 'auto-équivalence
@, de TORS (T; A) soit liée par I'identité de lien (A4). D’aprés (2.3.4), ceci
signifie que @, est localement isomorphe au foncteur identique, autre-
ment dit que P est localement isomorphe au bitorseur trivial, autrement
dit que sa classe appartient a Bit(A4),. Achevons de prouver (i) en admettant
provisoirement (ii). Soit ae H°(Autex(4)). D’aprés (ii) et (3.3.3(2)),
d"d'(a)=D(a"") est la classe de la gerbe

HOM, (T4, a(TA)=HOM,(TA, TA), L=lien(4), (6)

ou TA=TORS(T; A) et ou a(TA) est la L-gerbe obtenue en faisant
opérer L sur TA grace a a: L—=— L [de telle sorte que la classe de a(T A)
soitégalea (a~1)?(1),(3.1.6.1)]. Pour que d”d'(a)=1ilest donc nécessaire
et suffisant qu’il existe un a-morphisme de gerbes f: TA— TA, c’est-a-
dire, par (5.2.5), un A-bitorseur P tel que n(P)=a.

5.2.7.2. Montrons que (ii) implique (iii). Le groupe H°(Autex(A4))
opére sur lien(4) et Z, donc sur leurs H2. Par ailleurs, d’aprés (3.3.3) et
(3.3.4), e couple (H*(Z), H*(A)) est un torseur du topos des H® (A utex(4))-
ensembles. Enfin (ii) signifie que D(a) est le cocycle de H°(Autex(4)) a
valeurs dans H?(Z) associé a ce torseur et a 1e H*(A) par (111 3.7.1 (4)).

5.2.7.3. Prouvons (ii). D’apreés (3.3.3 (2)), il suffit de montrer que, pour
tout aeH°(Autex(A4)), d’d'(a) est la classe de la gerbe (6). Or, d’apres
(5.2.5), on a une équivalence

HOM,(TA, TA)—>B(a), [ f(Ad), ™

ou B(a) désigne la gerbe des A-bitorseurs P tels que n(P)=a. Par ailleurs,
on sait que H'(Int(A)) classifie les représentants de L=Llien(4) (3.2.6 (3))
et il est clair que d'(a) est la classe de représentant (4,a~') de L, car le
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Int(A)-torseur Isom((4, idy), (A,a=")) est égal a I'image inverse de a
par Aut(4)= Autex(A4). Donc (ii) résulte de la proposition suivante, car
la structure de gerbe dont est munie B(a) par (5.2.8) coincide avec celle
obtenue par I’équivalence (7) et par (2.3.2 (iii)), comme on voit aisément
(cf. 2.3.2.4).

Proposition 5.2.8. Soit (B, u: lien(B)—— lien(4)), un représentant de
lien(A). L'image de la classe be H' (Int(A4)) de (B, u)(3.2.6 (3)) par le cobord

d’: H'(Int(4))—> H?*(2) (1)
attaché a (5.2.1 (1)) est la classe de la gerbe des B-A-bitorseurs P tels que
n(P)=u"1, sur laquelle Z opére grace aux isomorphismes

U: Z—=> Aut(P), U(z)(p)=p:z. 2)

En effet, d’aprés (4.2.2) et (2.5.10), d”(b) est la classe de la gerbe K des
relévements de (B, u) relativement au morphisme de gerbes

TORS(T, A)»REP(L), Pw(ad(P),n(P)~}), (3)

de (3.2.2(2)), ou n(P) est I'automorphisme de (3.2.5) et (5.2.6). Or cette
gerbe est isomorphe a celle de 'énoncé. En effet, un objet est un A-torseur
P muni d’un isomorphisme de Groupesi: ad (P)—— Btel queui=mn(P)~",
et i fait de P un B-A-bitorseur P’ tel que n(P’)=u""'. Enfin la structure de
Z-gerbe de K est bien celle de ’énoncé. En effet, d’aprés (2.5.6 (iii ter)), il
suffit de vérifier que le morphisme K — TORS(T; A4), (P, i) P, est lié par
lien(Z)—lien(A), ce qui résulte de (ITI 1.5.6 (i)).

Proposition 5.2.9. Pour tout me H°(Aut(A)), désignons par A,, le
A-bitorseur obtenu en faisant opérer A sur lui-méme a gauche (resp.
droite) par
xt>ax  (resp. x> xm(a)). 1)

(i) L’application qui, a tout me H®(Aut(A)), associe la classe du bitor-
seur A4,, est un morphisme de groupes

H°(Aut(4))— Bit(A). (2)
De plus, 7(A,,) est 'image de m par
H°(Aut(A))— H°(Autex(4)).
(ii) Le morphisme (2) induit des isomorphismes de groupes
H°(Aut(A))/H®(4)—> Bit(A),, (3)
H°(Aut(A))/H° (Int(A))—— Bit(A),/Bit(A),,. “4)
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La premiére assertion est laissée au lecteur qui utilisera (3.2.5(3)).
Il est clair que I'image de (2) est contenue dans Bit(A4),. Inversement, le
torseur sous-jacent a un bitorseur neutre P est isomorphe a A4, et les
opérations de A a gauche sur P fournissent un automorphisme m de A4,
d’ou ’on déduit que P est isomorphe a A4,,. Pour prouver que (3) est un
isomorphisme, il suffit de prouver que le noyau de (2) est I'image de

HO(A4) — H°(Aut(4)).

Ceci est clair. En effet, si m et n sont deux automorphismes de 4, un
isomorphisme A4,, —— A, est caractérisé par une section p de A vérifiant
m(x)=pn(x) p~*, xe A,asavoir I'image de la section unité. Cette remarque
montre également que, pour que A, soit localement isomorphe au
bitorseur trivial, il faut et il suffit que m soit localement de la forme
Int(p), donc appartienne & H®(Int(A)), ce qui achéve la démonstration.

Remarque 5.2.10. On notera que, d’apres (5.2.7 (i), le groupe Bit(4),
est invariant dans Bit(A4); mais Bit(A4), ne 'est pas toujours. Par ailleurs,
limage de n: Bit(4) > H°(Autex(A4)) est, d’aprés (2.5.7), le stabilisateur
de la classe unité 1€ H*(A) et contient d’aprés (2.5.7 (i)) et (5.2.9(i)) le
groupe Bit(A),/Bit(A),,, C’est-a-dire 'image de H°(Aut(A4)).



Chapitre V

Effet d’un morphisme de sites sur la cohomologie

§ 1. Changement de site

1.1. Image inverse de faisceaux de groupes
1.1.1. Dans tout ce paragraphe, on fixe un morphisme de U-sites
[ E—E 1)
dont le foncteur sous-jacent est noté
u: E->E, (ouencore f~!), (03.1). )

De plus, on suppose que le foncteur image inverse de faisceaux d’en-
sembles f* est choisi de telle sorte que le diagramme ci-dessous soit

commutatif E_u,p
1k o
E —fT) El
ou ¢ et ¢ sont les foncteurs de (0 2.5 (3)).
1.1.2. Pour tout SeOb(E), la composition avec le foncteur
ws: Eg—Ejg.  us(X/S)=@X)u@®), S=u®), 1)
induit sur les catégories de faisceaux de groupes un foncteur appelé
image directe ,
& Fagr(Ejs)— Fagr(Eys) 2

qui, par définition, (II 3.4.1), est un foncteur entre les fibres des champs
scindés des faisceaux de groupes

FAGRSC(E')s»— FAGRSC(E)s. 3)

Il est immédiat que les foncteurs (3) sont compatibles avec la localisation,
c’est-a-dire qu’ils définissent un morphisme de champs scindés

f&: FAGRSC(E") J E—FAGRSC(E). 4)



§1. Changement de site 303

Lemme 1.1.3. Le morphisme de champs (4) admet un adjoint a gauche

f*: FAGRSC(E) > FAGRSC(E') XE 1

tel que, pour tout SeOb(E), le foncteur induit par (1) sur les fibres en S
Fagr(E;)— Fagr(Ejs),  S'=u(S), @

soit le foncteur image inverse de faisceaux de groupes défini par le
morphisme de sites Ej5. — E .

Drapres (I 1.11.3), I'existence des foncteurs (2), qui est assurée par
[SGA 4111§3.2.5], assure celle d'un E-adjoint a gauche (1) de (4). De
plus, (1) est E-cartésien, (i.e. un morphisme de champs), parce que les
foncteurs (2) sont compatibles avec la localisation, comme on voit
aisément. D’ou la conclusion. On notera que, comme adjoint, le mor-

-----

phismes de champs, (loc. cit.).

Remarque 1.1.4. Le foncteur image inverse f*: E — E’ commute aux
limites projectives finies; il transforme donc un S-groupe G de E,
SeOb(E), en un f*(S)-groupe f*(G) de E'. D’ou un morphisme de
E-champs noté

f£: GREL(E)—»>GREL(E)xE, (I134.11.5), 1)
o

ou le produit fibré est pris au changement de base f*: E— E’. Grace
a la commutativité du diagramme (1.1.1(3)) on en déduit par change-
ment de base un morphisme de E-champs

f*: FAGR(E)—>FAGR(E)xE, (1134.12), )
g E 7/

du champ des faisceaux de groupes sur E dans 'image directe par le
morphisme de sites /: E'— E du champ des faisceaux de groupes sur E'.
Ce morphisme de champs fournit une description «géométrique» de
(1.1.2 (4)). Plus précisément, d’aprés [SGA 4 111 §3.2.5], la formation de
I'image inverse est compatible avec celle du faisceau d’ensembles sous-
jacent et il est ais¢ d’en déduire que ’on a un isomorphisme canonique
de morphismes de champs o rendant commutatif le diagramme

FAGR (E) &, FAGR(E) x E

= o)
FAGRSC(E) > FAGRSC(E) x E

ou les horizontales sont les foncteurs (2) et (1.1.3(1)) et les verticales
les E-équivalences de (11 3.4.12 (2)).
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Remarque 1.1.5. Le foncteur image inverse de faisceaux de groupes
fe: Fagr(E)— Fagr(E’) (1)

[défini comme I'adjoint & gauche du foncteur induit par la composition
avec u: E— E']: s’interpréte (en termes de groupes de la catégorie des
faisceaux) comme le foncteur

GREL(E), - GREL(E),. )

induit par (1.1.4 (1)) sur les catégories fibres en les objets finaux e et ¢’
des topos E et E'. Grace aux équivalences

Fagr(E)—“»(Li_m(FAGRSC(E)/E), (idem pour E'), 3)

de (I13.42(i)), il S’identifie également au foncteur induit par (1.1.3(1))
sur les catégories de sections cartésiennes. En effet, il est immédiat que
les foncteurs adjoints (], f§) de (1.1.3) induisent sur les catégories de
sections cartésiennes un couple de foncteurs adjoints et il suffit de
remarquer que le foncteur induit par le morphisme de champs f& n’est
autre que le foncteur image directe Fagr(E')— Fagr(E) défini par la
composition avec u: E— E'.

1.2. Image inverse de liens

Proposition 1.2.1. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites. Il existe
un morphisme de E-champs

fit: LIEN(E)— LIEN(E') x .E, (1)
et un isomorphisme de morphismes de champs rendant commutatif le
diagramme e

FAGRSC(E)—=> FAGRSC(E') x g.E

lien(E)J A/"llien(E') xgE )

LIEN(E) > LIEN(E) x 1E

ou f¥ est le morphisme de champs de (1.1.3(1)) et ou la verticale de
droite est déduite de lien(E): FAGRSC(E') —» LIEN(E'), (IV 1.1.5(5)),
par le changement de base u: E— E’ sous-jacent 4 f: E'— E.

1.2.1.1. Par la «propriété universelle» du champ des liens sur E,
(IV 1.1.8), il suffit de prouver que le composé (lien(E') x .E) - f¥ trans-
forme tout automorphisme intérieur en une fléche identique. Pour cela
il suffit de noter que f¥ transforme tout automorphisme intérieur en
un automorphisme intérieur, ce qui est immédiat, (car f*: E—E'
commute aux limites projectives finies).
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1.2.1.2. Par (IV1.1.8), la donnée d’un isomorphisme A caractérise
le morphisme de champs f{f d isomorphisme unique prés.

1.2.1.3. Par passage aux catégories de sections cartésiennes, le dia-
gramme (1.2.1(2)) fournit un diagramme

Lim (FAGRSC (E)/E) — Lim (FA?RSC (E') x z.E/E)

Y l 3)

Lim (LIEN (E)/E) — Lim (LIEN(E) x 5 E/E),

ou A’ est un isomorphisme de foncteurs. D’aprés (11.6.2.1), on a un
carré commutatif

(_L_iE(FAGRSC(E’) X E/E) ﬁ—(I:iE(FAGRSC(E’)/E')

(3 bis)
Lim (LIEN(E') x E/E) <= Lim (LIEN (E/E')

ou les verticales sont induites par le morphisme de E’-champs lien(E’)
et ou les horizontales, qui sont induites par le changement de base
E — E’ sous-jacent & f: E'— E, sont des équivalences d’aprés (II 3.1.5.5).
Par définition, la catégorie des liens est la catégorie des sections car-
tésiennes du champ des liens. En interprétant les horizontales supé-
rieures de (3) et (3 bis) grace a (1.1.5), on trouve donc un foncteur

f#*: Lien(E)— Lien(E) @)

appelé foncteur image inverse de liens et un isomorphisme de foncteurs 4
qui rend commutatif le diagramme

Fagr(E)—&> Fagr(E))

lian(E)l )/Vllien(E’) (5)
Lien(E)—— Lien(E).

De plus, le couple (fif, ) est déterminé par (f{f, 4) & isomorphisme
unique pres.

Définition 1.2.2. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites.
(i) Soit LeOb(LIEN(E)s) un lien sur SeOb(E), (IV 1.1.6). On
appelle image inverse de L par f I'image de f{f(L) par I'isomorphisme

canonique
(LIEN (E/);z(' E)s—— LIEN(E)s, S =u(S); 1))

c’est donc un lien sur S'eOb(E).
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(i) Si L est un lien sur E, on appelle image inverse de L par f le lien
(L) sur E'.

1.2.2.1. Par définition, un lien L sur E est une section cartésienne
du champ des liens LIEN(E). Son image inverse est, par définition
(1.2.1.3) (I1.6.2.1), la section cartésienne de LIEN(E') caractérisée par
la condition que la section de LIEN(E')x p.E qui s’en déduit par le
changement de base E — E’ soit le composé

E—L» LIEN(E)—% LIEN(E) x E. )
1.2.2.2. En résumé, on a défini (et caractéris€¢) I'image inverse d’un

lien par la condition que cette notion soit locale et par la donnée, pour
tout faisceau de groupes G sur E, d’un isomorphisme de liens sur E’

A(G): fi¥(lien(G))—>lien(£*(G)),  (1.2.1.3(5)), (3)

«fonctoriel et compatible avec la localisation ».

Proposition 1.2.3. (Transitivité.) Soient deux morphismes de U-sites

E'—*>E-SE. (1)
(i) On a un isomorphisme canonique de foncteurs
Cret 8N — (SO 2
(i1) Si h: E” — E” est un morphisme de U-sites, on a
Cran (Con* hF)=cren- (% o). (€)
1.2.3.1. Soient
E"«* FE'«*E «*E 4)

les foncteurs sous-jacents aux morphismes de sites f, g et h. Pour tout
SeOb(E), désignons par S’ et S” ses images par les foncteurs u et vu.
Il est immédiat que le foncteur composé

Fagr(Es.) — Fagr(Ejs) — Fagr(E) 5)

des foncteurs images directe induits par f et g, (1.1.2(2)) est le foncteur
image directe induit par le composé fg. En effet, par définition, le
foncteur sous-jacent a f'g est le composé v u.

1.2.3.2. Il en résulte trivialement que le morphisme de champs

(fo)s: FAGRSC(E”)ESE-» FAGRSC(E), (1.1.2(4)), (6)
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est égal au composé
LR CH ()
ou
(0%),: FAGRSC(E”)xE—»FAGRSC( )E ®)

est déduit de g% par le changement de base E— E'.
1.2.3.3. Par lunicit¢ de l'adjoint d’un morphisme de champs
(I'1.11.1 (iii)), il en résulte un isomorphisme canonique de morphismes

de champs
P d, . (g5, S — (o), )

car le morphisme de champs (93;), déduit de g, par le changement de
base E — E’ est adjoint de (g%), d’aprés (I 1.11.1 (ii)).

1.2.34. Par la propriété universelle du champ des liens sur E,
(IV 1.1.8), et la définition des morphismes de champs ff, on en déduit
un isomorphisme canonique de morphismes de champs

Cret (98, T —>(fO)E, (10)

ce qui prouve et précise I'assertion (i), par passage aux catégories de
sections cartésiennes.

1.2.3.5. L’assertion (ii) résulte, par la propriété universelle du champ
des liens et par passage aux catégories de sections cartésiennes de la
formule analogue a (3), relative aux d,, de (9), laquelle résulte de
(I 1.11.1 (iii)).

1.2.3.6. En somme, on a fait en sorte que, pour tout faisceau de
groupes G sur E, 'isomorphisme de transitivit¢ de I'image inverse de
faisceaux de groupes gg f.¥ (G) —— (fg)%(G) représente I'isomorphisme
de transitivité de I'image inverse de liens gf fi*(L)—— (fg)f (L),
L=lien(G).
Proposition 1.2.4. (Passage au topos.) Soit E un U-site et soit
e: ESE (1)

le morphisme de U-sites dont le foncteur sous-jacent est e: E—E. Le
foncteur image inverse de liens

ef: lien(E)— Lien(E) )

est quasi-inverse de I'équivalence (IV 1.1.11(8)).
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Dapres (IV 1.1.11(6)), on a une équivalence de E-champs
LIEN(E)— LIEN(E)* 3)

qui, par passage aux sections cartésiennes, donne celle de (IV 1.1.11 (8)).
11 suffit donc de prouver que le morphisme de champs sur E

LIEN(E)* — LIEN(E) 4)

déduit de ef par la propriété universelle de I'image inverse de champs,
(I13.3.8), est quasi-inverse de (3). Or (3) est une E-équivalence; par la
«propriété universelle» du champ des liens sur E, on est donc ramené
a prouver que le morphisme de champs sur E

FAGRSC(E)* - FAGRSC(E) )]

déduit de e} est quasi-inverse de celui qui a servi a définir (3),
(cf. 113.4.13). Par (I1 3.3.3), il suffit de savoir que les foncteurs déduits
par le changement de base E — E sont E-quasi-inverses. Or cela est
immédiat car celui déduit de (5) est, par définition, le foncteur e,
lautre est el d’apres (II3.4.13) et, d’aprés [SGA 4111 3.4.5], les mor-
phismes d’adjonction sont des isomorphismes.

Proposition 1.2.5. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites et
u: L— M un morphisme de liens sur E. Si u est injectif, surjectif, central
ou normal (IV 1.2.6), il en est de méme de son image inverse par f.

Par définition, u est localement représentable par un morphisme de
faisceaux de groupes a: A— B qui est un monomorphisme, ou un
épimorphisme ou qui est central, ou qui est normal. Ces conditions
sont conservées par le foncteur image inverse de faisceaux de groupes
comme on voit aisément (1.1.4); et 'image inverse de u est localement
représentable par celle de a, d’ou la conclusion.

On prouve de méme que I'image inverse d’un lien abélien (resp. du
lien unité) est un lien abélien (resp. le lien unité, (IV 1.2.3 et 4)).

Proposition 1.2.6. Le foncteur image inverse de liens respecte les
produits finis et le conoyau d’un morphisme.

Soit L——» M —*— N un diagramme de liens tel que v soit le conoyau
de u. Nous devons montrer que f; (v) est le conoyau de fi}(u). D’aprés
(IV 1.3.2(ii)), il existe localement sur E un diagramme de faisceaux de
groupes A —*» B—%- C qui représente (u, v) et qui est tel que b soit le
conoyau de a. D’ou la conclusion, par (IV 1.3.1 (iii)), car le foncteur
image inverse de groupes respecte les conoyaux. Démonstration ana-
logue pour les produits finis en utilisant (IV 1.4.1).

On prouve de méme le corollaire suivant.
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Corollaire 1.2.7. L’image inverse par f: E'— E d’une suite exacte de
liens 1-L—->M— N, (resp. 1 > L— M — N —1) est une suite exacte
de liens, (IV 4.1.1).

Corollaire 1.2.8. Soient u: C— L et v: C— M deux morphismes de
liens dont I'un (disons v) est central. On a un isomorphisme canonique
de liens sur E’ s c

SFEL) A fFM) = fif (LA M). (1)

En effet, puisque v est central, le produit contracté LAM existe et
C’est le conoyau du morphisme évident C — L x M, (IV 1.6.1.1). D’apres
(1.2.5), la méme remarque vaut pour le premier terme de (1) et la
conclusion résulte de (1.2.6).

Corollaire 1.2.9. Soient u: L— M un morphisme de liens sur E et
C, son centralisateur. Soient u': L'— M’ et C, leurs images inverses par
f: E'— E. On a un morphisme injectif de liens sur E’

c,—C,, (1)
ou C, est le centralisateur de u'.

1.29.1. D’aprés (1.2.6), le morphisme structural c,: LxC,— M,
(IV 1.5.1) détermine par image inverse un morphisme L' x C,,— M’ qui,
par la propriété universelle du centralisateur de u’, définit le mor-
phisme (1).

1.2.9.2. 1l est immédiat que le composé de (1) et du morphisme
naturel y,: C,— M/, (IV1.52(2)), est I'image inverse y,: C,— M’ du
morphisme y,, (ce qui, en général, ne suffirait pas a déterminer (1),
cf. (IV 1.5.1.2)). Or y, est injectif, donc aussi y,, donc aussi (1).

1.2.9.3. Prenant pour u le morphisme identique d’un lien L sur E,
on en déduit que 'on a un monomorphisme de liens abéliens sur E’

SO~ C, 03]

ou C (resp. C') est le centre de L (resp. L'). On peut d’ailleurs noter que
le morphisme y;: C — Lest central, donc aussi son image inverse (1.2.5),
ce qui assure que celle-ci se factorise canoniquement par C’, (IV 1.5.3).
Le morphisme ainsi obtenu n’est autre que (2), cf. (1.2.9.2).

1.2.9.4. On prendra garde que (1) et (2) ne sont pas, en général, des
isomorphismes comme on voit en considérant le morphisme de topos
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dont le foncteur image inverse est
E—U-ens, FwF(S),

ou E est une catégorie appartenant & U et ou SeOb(E).

1.3. Image inverse d’un objet tordu

Lemme 1.3.1. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites, F' un
E'’-ch
champ et F.=F Z('E 1)

I'image directe de F’ par f, (II 3.1.5). On a un isomorphisme canonique
de morphismes de E-champs

d(F'): AUT(F)—>f& - AUT(F),, (I13.52(4)), )
ou AUT(F), est déduit de AUT(F’) par le changement de base

u: E— E’ sous-jacent a f.

1.3.1.1. Pour tout SeOb(E), la premiere projection de F, induit un
isomorphisme entre les catégories fibres

ps: (F)s——Fg, S'=f74S), (©)

et énoncé signifie simplement que, pour tout xeOb((F;)s) on a un
isomorphisme de faisceaux de groupes sur S

Auts(x) —>fE(Auts (x)),  x'=ps(x), “4)

vérifiant des conditions de compatibilité évidentes.
1.3.1.2. D’aprés (I13.1.5.3), on a un isomorphisme Homg(x, x) —
f(Homg (x', x')) qui est compatible avec les accouplements de com-
position et, puisque le foncteur image directe de faisceaux d’ensembles

commute aux limites projectives finies, on en déduit un isomorphisme
(4) qui convient, comme on voit aisément.

1.3.1.3. Soit encore m’: F'— G’ un morphisme de E’-champs dont
I'image directe par f est notée m,: F, — G,. Pour tout SeOb(E) et tout
xeOb((F,)s), le morphisme de faisceaux de groupes sur S induit par mj,

Autg(x) — Autg(m), (x)) &)

s’identifie par les isomorphismes (4) a I'image directe du morphisme de
faisceaux de groupes sur S’'=f ~!(S) induit par m’

Autg(x)— Autg(m'(x), x'=ps(x), (1.3.1.1(3)). (6)
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En effet, ceci résulte immédiatement des définitions. En termes de
morphismes de champs, on écrit savamment:

=4 [ (AUT (m) - d(F)=d(G') x m&* - AUT (m}), 0

*

ou les notations sont celles de (II 3.5.3).

Remarque 1.3.2. (Objets a opérateurs dans I'image directe d’un
champ.) Sous les hypothéses de (1.3.1) pour tout xeOb(F,s), SeOb(E),
I'isomorphisme ( 1.3.1.1 (4)) induit, pour tout faisceau de groupes A sur S,
une bijection

Homg ,, (4, Autg(x)) —— Homg. . (f*(4), Auts (x), 1

autrement dit une bijection entre I'ensemble des structures de S-A-objets
a opérateurs sur x et celles de S'-f*(A)-objets a opérateurs sur I'objet
correspondant x'€Ob(F;), S'=f ~*(S), qui donne naissance a une équi-
valence de catégories

Opér(f*(A), F)—=> Opér(4,F;), (II12.2.1). (2
Lemme 1.3.3. Sous les hypothéses de (1.3.1), soit

¢: F—F, (1)
un morphisme de E-champs.
(i) On a un morphisme canonique de morphismes de champs

g(F): . AUT(F) > f(AUT(F))- 9, (I13.5.1) (13.1(2). (2

(i) Si ¢ fait de F’' une image inverse de F par f, le morphisme g(F)
est un isomorphisme.

1.3.3.1. Puisque f¥ est adjoint a gauche du morphisme de champs
f¥, pour prouver (i), il suffit d’aprés (I 1.11.1 (iii)) de prouver que I'on

a un morphisme
AUT(F)— & - AUT(F), - ¢**" 3)

et 'on prend le composé
(d(F)*p")- AUT(p), (I13.5.3(2)). 4)

1.3.3.2. Bien entendu, (i) signifie simplement que, pour tout Se Ob(E)

et tout xeOb(F;), on a un morphisme de faisceaux de groupes sur
§'=171(),

f* (Autg(x)) > Autg (x'), S'€Ob(E), %)
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ou x'eOb(Fy) est I'image de ¢(x) par lisomorphisme (Fy)s—— Fj.
(1.3.1.1 (3)), vérifiant certaines conditions de compatibilité. La maniére
dont on a construit (1) assure que (5) est le morphisme qui correspond,
par la «formule d’adjonction» au morphisme composé

Autg(x) —— Autg(p(x)) —— & (Autg (X)) (6)
ou u est induit par ¢: F— F, et ou 1 est I'isomorphisme (1.3.1.1(4)).

1.3.3.3. Si ¢ fait de F’ une image inverse de F par f, le morphisme (5)
est un isomorphisme. En effet, en vertu de (1.1.5), le morphisme de
faisceaux d’ensembles sous-jacents est induit par I'isomorphisme
f*(Homg(x, x)) ——> Homg.(x',x') de (I13.2.8) et la conclusion en
résulte aisément. Ceci prouve (ii).

Proposition 1.3.4. Soit f: E'— E un morphisme de sites et soit A
un faisceau de groupes sur E.

(i) On a un morphisme de E-champs
TORS(E; A)— TORS(E; f*(A) x z.E,  Pwwsf*(P), 1)
et, par le changement de base e: E — E, un morphisme de E-champs
TORS(E; A)— TORS(E; f*(A)x p.E. (2)

(i) Le morphisme (2) fait de la gerbe des f*(4)-torseurs sur E’ une
image inverse par f: E— E’ de la gerbe des A-torseurs sur E.

1.3.4.1. Le foncteur image inverse de faisceaux d’ensembles f *: E — E’
commute aux limites projectives finies et aux épimorphismes, il trans-
forme donc un A-torseur P sur S en un f*(A)-torseur f*(P) sur f*(S).
De plus, la localisation s’exprime comme un produit fibré (III 1.1.6),
donc (1) est bien un morphisme de E-champs. Par transitivité de I'image
directe de champs et commutativité de (1.1.1(3)), on déduit bien de (1)
un morphisme de E-champs (2).

1.3.4.2. Prouvons (ii). Par définition, il faut prouver que, pour tout
E'-champ F’, le foncteur composé.

Cart(T', F')— Cart(T’ x .E, F' x pE)—%> Cart(T, F' x zE), (3)

ou T'=TORS(E, f*(A4)), T=TORS(E, A) et ou ¥ est induit par (2),
est une équivalence de catégories. En interprétant un E’-morphisme
T'— F' comme un f*(A)-objet a opérateurs de F’ (II12.2.2, 2.3.9), on
voit aisément que le composé (2) s’interpréte «a équivalence prés»
comme le foncteur de (1.3.2 (2)), ce qui prouve que (3) est une équivalence.



§1. Changement de site 313

Proposition 1.3.5. Soient f: E'— E un morphisme de sites, C un
E-champ, (C', ¢: C— C'xgE) une image inverse de C par fet 4 un
faisceau de groupes sur E. On a un foncteur naturel

Opér(4, C)— Opér(f*(4), C'), xwx'. 1)
Pour tout A-objet a opérateur x de C, le foncteur torsion de x’ (III 2.3.9)
Tw,.: TORS(E', f*(4))— C’ (2)

est 'image inverse du foncteur torsion de x.

Le foncteur (1) est défini comme le composé
Opér(4, C)—=->Opér(A4, C’EE)—L»Opér(f*(A), C)) A3)

ou « est le foncteur induit par ¢: C— C’ X E et ou B est un quasi-inverse

de I'équivalence (1.3.2(2)). La seconde assertion résulte de (1.3.4.2), car,
par définition, Tw,. est le morphisme de champs correspondant a
I'objet a opérateurs x’ par 1’équivalence

Cart(T’, F')—> Opér(f*(A), F)).

1.4. Image inverse de gerbes

Lemme 1.4.1. Soient f: E'— E un morphisme de sites, F un E-champ
et L un lien sur E.

(i) Pour toute action a de L sur F (IV 2.1.4),
a(x): L(S)—lien(Auts(x)), SeOb(E), xeOb(Fy), (1)

il existe une unique action a’ de I'image inverse L de L par f sur I'image
inverse F' de F telle que, pour tout SeOb(E) et tout xeOb(Fy), le

e
TIPS () L(8) > lien(Autg (x)),  S'=7-1(S).

s'identifie par (1.3.3.2(5)) et (1.22.2) & I'image inverse de a(x), ou
x'eOb(Fy) est I'image de x par le composé

I‘:?_‘p“’(F/XE'E)stg', 2

dans lequel ¢ est le morphisme structural de F'.

(ii) Soient encore G un E-champ, b une action d’un lien M sur G
et m: F — G un morphisme de champs compatible avec un morphisme
de liens u: L— M. L’image inverse de m est compatible avec I'image
inverse de u.



314 Chapitre V. Effet d'un morphisme de sites sur la cohomologie

1.4.1.1. Rappelons qu’une action de L sur F’ est un morphisme de
morphismes de champs

a: L-p—liau(F) (IV2.14) 3)

ou p': F'®**— E’ est la projection. Comme I'image inverse de champs
commute a la formation du champ de groupoides sous-jacent, on peut
supposer que F est un champ de groupoides. Auquel cas, par la pro-
priété universelle de I'image inverse de champs, on a une bijection

a'fMa) ¢ Q)

entre 'ensemble des actions de L sur F’ et 'ensemble des morphismes
de morphismes de champs

SME-p) - o — £ (liau(F)). %)

Par définition de L (1.2.2.1), on a un isomorphisme canonique
S(L-p)-e=fL)-p—>1-L-p, (6)
ou p: F — E est la projection. L’action a de Lsur F fournit un morphisme
fixa: ff-L-p—f-liau(F)=ff - lien- AUT(F) (7)

Pisomorphisme A de (1.2.1(2)) fournit un isom'orphisme
AxAUT(F): f%-lien- AUT(F)—= f(lien(E)- £ - AUT(F) (8)

lisomorphisme (1.3.3(2)) fournit un isomorphisme [on pose lien, =
r(lien(E))]

lien, xg(F): lien, - f* - AUT(F)—> lien, - fS"(AUT(F)- 9, (9)

d’ou un morphisme (5), en composant (6) (7) (8) et (9). En explicitant (5),
on trouve évidemment le morphisme de ’énoncé, ce qui prouve (i). On
prouve (ii) en utilisant & nouveau la propriété universelle de I'image
inverse.

Proposition 1.4.2. Soient f: E'— E un morphisme de sites et F une
L-gerbe. L’image inverse de F est liée par I'image inverse du lien de F.
L’image inverse d’'un morphisme m: F — G de gerbes sur E est liée par
I'image inverse du morphisme de liens qui lie m.

Si F est triviale, son image inverse est une gerbe d’aprés (1.3.4),
car F est équivalente a une gerbe de torseurs. Comme la formation de
I'image inverse commuta a la localisation [par exemple par transitivité
de I'image inverse (II3.2.3, 3.2.7)], on en déduit que I'image inverse

¥(F) de F est une gerbe. D’aprés (1.4.1), on a une action a’ de I'image
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inverse f;*(L) du lien Lde F sur I'image inverse de F, déduite de l'action
a de L sur F. Comme a est un isomorphisme il en est de méme de
(1.4.1(5)), donc de a', par la propriété universelle de f}(F), donc a'
identifie f * (L) au lien de f * (F). La seconde assertion résulte formellement
de (1.4.1).

Proposition 1.4.3. Soient m: F — G un morphisme de gerbes sur E,
lié par un épimorphisme de liens v: M — N et s une section de G. On a
une E’-équivalence naturelle entre I'image inverse K(s) de la gerbe
K(s) des relevements de s (IV 2.5.5) et la gerbe K(s') des relevements
de I'image inverse s’ de s relativement a I'image inverse m’: F'— G’ de m.

Par construction de K(s) (IV 2.5.5), on a des morphismes de gerbes

sur E
K(s)—*&, F-m, G (1)

et un isomorphisme de morphismes de champs
K(s): m-k(s)——>s-p, 2)

ou p: K(s)— E est la projection. En appliquant le 2-foncteur image
inverse de champs, on trouve donc des morphismes de gerbes sur E’

K(sy —*&', prm, G’ 3)
et un isomorphisme de morphisme de champs
K(s): m'-k(sy —=>s-p, “)

ou p': K(s) — E’ est la projection. D’aprés la proposition précédente,
on sait que (3) est lié par I'image inverse de la suite exacte de liens

1> L(s)—*9 M5 N—>1 (IV25.5) (5)

qui lie (1). La dite image inverse est exacte par (1.2.7), ce qui prouve la
proposition par unicité de la gerbe des relévements de s’ (IV 2.5.5.5).

Corollaire 1.4.4. Sous les hypothéses de (1.4.3), soit i: s——t un
isomorphisme de sections de G et soit i': s'—>¢' I'isomorphisme de
sections de G’ déduit par image inverse. Par les équivalences de (1.4.3),
limage inverse du morphisme de gerbes K(i): K(s)— K(t) (IV 2.5.2(4))
s’identifie 4 isomorphisme prés au morphisme K(i'): K(s') — K(t).

Ceci résulte immédiatement du fait que I'image inverse de champs
est un 2-foncteur et de la propriété universelle «renforcée» de K(s')
(IV 2.5.3).
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Corollaire 1.4.5. Sous les conditions de (1.4.3) les opérations naturelles
de Aut(s') sur le lien L(s') de la gerbe des relévements K(s') de s’
s’obtiennent grace au foncteur image inverse de liens a partir de celles
de Aut(s) sur le lien L(s) de la gerbe des relévements de s.

Ceci résulte au choix du corollaire précédent ou du fait que les dites
opérations se calculent a partir de I'image inverse de la suite exacte de
liens (1.4.3 (5)).

1.5. Les applications H'(E, 4) —» H'(E', f*(A))

Proposition 1.5.1. Soient f: E'— E un morphisme de sites et A un
faisceau de groupes sur E. On a des applications

Hi(f, A): H'(E, A)— H'(E',f*(4)), 0<i<2. (1)

Pour i=0, l'application (1) est un morphisme de groupes, pour i<2,
c’est un morphisme d’ensembles pointés (III 2.4.2), qui, de plus, pour
i=2, applique '’ensemble des classes neutres dans 'ensemble des classes
neutres (IV 3.1.3). De plus, pour i=0 et 1, les applications (1) sont des
morphismes de foncteurs en A.

1.5.1.1. Soient e l'objet final de E et f*(e) son image inverse, laquelle
est un objet final de E'. Le foncteur image inverse de faisceaux d’en-
sembles, induit, pour tout FeOb(E), une application Hom(e, F)—
Hom(f*(e), f *(A4)), qui s’écrit, par définition de H°,

HO(E,F)— H°(E', f*(F)). @

Puisque f* commute aux limites projectives finies, on en déduit un
morphisme de foncteurs 4+ H°(f, A), ou A4 est un groupe de E, [c’est-
a-dire un faisceau de groupes sur E (II 3.4.10)].

1.5.1.2. L’application H'(f, A) est définie en associant a la classe
d’un A-torseur P sur E celle de son image inverse f*(P) ce qui est licite,
car f*(P) est un f*(A)-torseur (1.3.4). Plus savamment, H!(f, A) est
définie 4 partir du morphisme de E-champs de (1.3.4 (1)) par passage
aux classes & isomorphisme prés d’objets au-dessus de e, ce qui prouve
que la formation de H!(f, A) est compatible avec la localisation
(II1 2.4.6). Bien entendu, H'( f, A) est un morphisme d’ensembles pointés
car un torseur est trivial si, et seulement si, il a une section, condition
conservée par image inverse. Enfin, la formation de I'image inverse
d’un torseur commute a celle du produit contracté, car celui-ci est un
quotient d’un produit. Donc 4+ H!( f, A) est un morphisme de foncteurs
en A (I112.4.2.2). De plus, si A4 est abélien, H(f, A) est un morphisme
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de groupes (III 2.4.5), car, restreint aux faisceaux abéliens, H'(f,.) est
un morphisme entre foncteurs additifs.

1.5.1.3. Soient 4 un faisceau de groupes opérant librement sur un
faisceaux d’ensembles X sur E. Le diagramme

HO(E, X/A)—4> H\(E, A)
HO(f,X/A) H(f, A) (3)
H°(E, X'/A)— H'(E, 4),

est commutatif, ou I'on a posé A'=f*(A), X'=f*(X) et ou I'on a iden-
tifié de maniére naturelle X'/4’ et f*(X/A). En effet, par définition
(III 3.1.3), pour tout xe H’°(E, X/A), d(x) est la classe de I'image réci-
proque de x par la projection X — X/A, laquelle est un produit fibré.

1.5.1.4. Hormis sa classe unité, I’ensemble H?(E, A) ne dépend que
du lien L=lien(A4). On définira donc H?(f, A) grace a la proposition
suivante, moyennant quoi I'image de la classe unité (IV 3.1.3) est la
classe unité, en vertu de (1.3.4).

Proposition 1.5.2. Soient f: E'— E un morphisme de sites, L un
lien sur E, et f *(L) son image inverse sur E'. En associant a tout L-gerbe F
son image inverse par f, liée par f * (L) comme il est dit dans (1.4.1, 1.4.2),
on définit une application

H?*(f,L): H*(E,L)— H*(E', f*(L)). (1)

De plus on a ce qui suit.

(i) Siu: L— M est un morphisme de liens sur E et si f*(u): f*(L) —
f*(M) désigne son image inverse par f, on a, pour tout pe H*(L) et
tout ge H2(M),

(p——oq)= @ —L"-q), (IV3.14), )
ou p'=H*(f, L)(p), ¢ =H?(f, M)(q)-
(ii) Soient C le centre de L, f*(C) son image inverse et y: f*(C)— C’

le morphisme naturel (1.2.9.3), ou C’ est le centre de f*(L). Pour tout
xeH?(E, C) et tout pe H2(E, L), on a, pour les opérations de (IV 3.3.3),

(xp)=x'p, )

ou (xp)=H2(f,L)(xp), p=H*(f,L)(p) et ou x’ est 'image de x par
le composé

H*(E, ) L0 H2 (B, f*(0) "E2 HA(E, C). (4)
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1.5.2.1. La définition de (1) est consistante, car si m: G — G’ est une
L-équivalence de L-gerbes sur E, son image inverse est liée par I'identité
de f*(L), donc est une f*(L)-équivalence. Par ailleurs, (i) résulte de
(1.4.2). Pour prouver (ii), rappelons que ’accouplement

H*(E, C)x H2(E, L)— H*(E, L)

qui définit les opérations de H?(E, C) sur H2(E, L) est obtenu en faisant
usage de la fonctorialité du H? dans deux cas particuliers, a savoir les
projections du produit Cx L et le morphisme c+id;: CxL—L
(IV 3.1.10, 3.3.3). Comme on a vu que la formation de I'image inverse
de liens respecte les produits et produits contractés (1.2.6, 1.2.8), il
résulte formellement de (i) que I'on a

(xpy=x"p" ou x"eH?(f, C)(x), )
d’ou la relation (3), par (IV 3.3.6).

Corollaire 1.5.2.2. Soient v: M — N un épimorphisme de liens sur E.
On a un morphisme

O(f,v): O(E,v)—> O(E, f*(v), (IV4.23). (1)

De plus, si 1| - A4—2>B—2> C—1 est une suite exacte de faisceaux
de groupes telle que lien(E)(b)=v, le carré ci-dessous est commutatif

HY(E, C) L9, H\(E, f*(0))

J |+ (k)
ou d (resp. d') est I’application attachée par (IV 4.2.7.2) a la suite exacte
donnée (resp. a son image inverse par f).

On définit (1) grace a la notion d’image inverse de gerbe (1.4.2). La
commutativité de (2) résulte de (1.4.3), étant entendu que I'on identifie
canoniquement f*(v) et lien(E)(f*(b)) (1.2.2.2), ce qui permet de
définir d'.

Corollaire 1.5.3. Restreints a la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens, les morphismes H'(f, *) de (1.5.1) forment un morphisme entre
o-foncteurs limités aux degrés 0, 1 et 2. Par les isomorphismes (III 3.5.4)
et (IV 3.4.2), ils s’identifient aux morphismes définis en algébre homo-
logique.

La seconde assertion résulte de la premiére, car H'(E, %) est un
o-foncteur universel (T 2.2) et il n’existe donc qu’un seul morphisme de
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o-foncteur induisant HO(f,*) en degré 0. Quant a la premiére assertion
elle résulte de (1.5.1.3) et (1.5.2.2).

§2. Les faisceaux R!f, (4)

Définition 2.1. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites et A un
faisceau de groupes sur E'. On note R'f, (A) le faisceau (sur E) associé
au préfaisceau Yws H'(f~!(Y), A), YeOb(E), ou f~': E—~E est le
foncteur sous-jacent a f (0 3.3).

2.1.1. Par définition du faisceau associé a un préfaisceau, on a donc
une famille d’applications

H'(f~'(Y),A)—> R'f (A)(Y), YeOb(E). (1)
D’aprés (111 2.4.6), les applications de localisation
HY(f~1(Y), A)— H'(f~1(Y"), A), (0

ou Y’'— Y est une fleche de E, sont des morphismes d’ensembles pointés.
Donc R'f,(A) est muni d’une section canonique: on dira que c’est un
faisceau d’ensembles pointés.

2.1.2. D’aprés (111 2.4.6), les applications (2) sont des morphismes de
foncteurs en A. Si u: A — B est un morphisme de faisceaux de groupes
sur E', on a donc un morphisme de faisceaux d’ensembles pointés:

R'f,(): R'f,(4)— R'f,(B), A3)
déduit des applications (III 2.4.2 (2)).

2.1.3. Soient A un faisceau de groupes sur E' opérant librement
(II1 1.1.5) a droite sur un faisceau d’ensembles P sur E’. On a un mor-
phisme de faisceaux d’ensembles

d: f,(P/A)— R'f,(A4) 4)

déduit des «opérateurs cobords» (P/A)(f~1(Y))— H'(f 1 (Y), A),
YeOb(E), de (II13.1.3). En effet, ceux-ci définissent un morphisme de
préfaisceaux d’ensembles sur E, car la formation de 'image inverse par
la projection P — P/A d’une section ¢ de P/4 commute a la localisation
et 'on obtient d par passage au faisceau associé.

Proposition 2.2. Soit 4 un faisceau de groupes sur E’ opérant libre-
ment sur un faisceaux d’ensembles P sur E'. L’image inverse par
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f.(P/A)—>R'f,(A) (2.1.3(4)) de la section marquée de R'f,(4) est le
faisceau image du morphisme f, (p): f,(P)—f,(P/A), ou p: P—P/A
est la projection.

Cecirésulte de (ITI 3.1.4) car la formation du faisceau associé commute
a celle de I'image réciproque d’une section par un morphisme et a celle
de I'image d’un morphisme.

Proposition 2.3. Soit 1 —+A4—%»>B-—25C—1 une suite exacte de
faisceaux de groupes sur E’ (III 3.3.0). On a une suite exacte de mor-
phismes de faisceaux d’ensembles pointés

1 f, (A) L 1, (B) 2O f, (C)—%> RYf, (A)
Rlf,.(a) le*(B) R!f,(b) le (C)

(1)

De plus, le morphisme de faisceaux de groupes f, (a) est le noyau du
morphisme de faisceaux de groupes f, (b).

2.3.1. D’apres (111 3.3.1), on a, pour tout YeOb(E), une suite exacte
de morphismes d’ensembles pointés

1> HO(f~1(Y), A)..H'(f*(Y), C). )

Celle-ci définit une suite exacte de préfaisceaux d’ensembles pointés
sur E car la formation du cobord est compatible avec la localisation
(2.1.3). D’ou la proposition, car le foncteur faisceau associé commute
aux limites projectives finies (structure de groupes, image réciproque
d’une section ...) et a la formation de I'image d’un morphisme.

Remarque 2.3.2. Soit a: A — B un monomorphisme de faisceaux de
groupes sur E'. En utilisant cette fois (III 3.2.2), on trouve une suite
exacte de faisceaux d’ensembles pointés

1 f, (A) L@ 1, (B) =2, f, (B/4) —2> RIS, (4) L9, RIf, (B). (1)

De plus, I'image inverse par d de la section marquée de R'f, (4) n’est
autre que f, (B)/f,(A) car ce dernier est évidemment I'image de f, (p)
(III 3.1.1).

Proposition 2.4. Soit un diagramme commutatif de faisceaux de
groupes sur E’ dont les lignes sont exactes

1-4-—2%5sB-t,C—1

A W

14 —>»B ——» C —1.
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On a
R'f (w)-d=d-f, (w). )

ou d (resp. d') est le cobord attaché par (2.3 (1))  la ligne du haut (resp.
du bas) de (1).

Résulte immédiatement de (111 3.1.3.1).

Remarque 2.5. Si A est abélien, les H'(f~'(Y), A), YeOb(E) sont
munis d’une loi de groupe abélien compatible avec les morphismes de
localisation (2.1.1(2)) car la formation du produit contract¢ de deux
torseurs commute a la localisation. D’ou une structure de faisceau de
groupes abéliens sur R' f,(A). Si, dans la proposition (2.3) les groupes
A, B et C sont abéliens, la suite (2.3 (1)) est donc une suite exacte de
faisceaux de groupes abéliens d’aprés (I1I 2.4.5.1 et 111 3.4.3 (i)). D’apreés
(2.4), nous avons donc défini un J-foncteur exact limité aux degrés 0, 1.
Il est effagable car si 4 est un injectif il en est de méme de sa restriction
aux f ~!(Y),donc R' f, (4)=0 par (III 3.5.4). On a donc un isomorphisme
canonique de J-foncteurs en 4

R'f(A)—>R: f,(4), 1)

ou I'on note Ri f, (A) les foncteur dérivés de Aw» f, (A). Compte tenu des
isomorphismes H'(f~!(Y), A)—— Hs(f ~*(Y), A) (111 3.5.4), on retrouve
ainsi, en degré 1, le procédé de calcul classique de R'f, (4) comme
faisceau associé a Y H'(f~!(Y), 4) [SGA 4V 5.5.1].

§ 3. La suite exacte attachée a un morphisme de sites

Dans ce paragraphe on donne un analogue non commutatif de la
suite exacte des termes de bas degrés déduite de la suite spectrale de Leray

3.1. Le cas général

Proposition 3.1.1. Soit f: E'— E un morphisme de U-sites et soit A un
faisceau de groupes sur E'. Le foncteur image directe de faisceaux
d’ensembles induit une équivalence de catégories

D: Tors(E, Af—=>Tors(E, f,(4)), Pwf,(P), (1)

ou Tors(E', A désigne la sous-catégorie pleine de Tors(E’, A) dont
les objets sont les A-torseurs P sur E’ tels qu’il existe un raffinement R
de E tel que, pour tout YeOb(R), la restriction de P a f~'(Y) soit
triviale.
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3.1.1.1. Puisque le foncteur f,: E'— E commute aux limites projec-
tives finies, il transforme un A-torseur en un f, (A)-pseudo-torseur
(IIT1.1.5). Par définition, f, (P) sera un f,(A)-torseur si, de plus, le
morphisme f, (P)— e est couvrant, ou e est I'objet final de E. Par la
propriété universelle de f, (P), a savoir Hom(Y, f, (P))~ Hom(f*(Y), P),
YeOb(E), il en résulte que f, (P) sera un torseur si, et seulement si, P est
un objet de Tors(E', A)%, cf. (03.3.2(5)). L’image directe de faisceaux
d’ensembles induit donc bien un foncteur (1).

3.1.1.2. Prouvons que (1) est pleinement fidéle. Soient P et Q deux
objets de Tors(E’, A)E. Par fonctorialité et localisation, on a un mor-
phisme de faisceaux d’ensembles sur E:

f*(HomA(P, Q))_’Homf*(A)(f*(P)a f*(Q)) 2

et il suffit de prouver que c’est un isomorphisme. Par hypotheése, il existe
un raffinement de E qui trivialise P et Q. On peut donc supposer que
P=Q=A, est le torseur trivial, auquel cas f, (4,)=f,(A4), et, grace aux
translations a gauche, le morphisme (2) s’identifie & un endomorphisme
de f,(4,) qui est I'identité, comme on voit aisément.

3.1.1.3. Prouvons que (1) est essentiellement surjectif. Soit Q un
f,(A)-torseur sur E et considérons le morphisme

r: f*(Q)— P, 3)

ou P est déduit du f*(A4)-torseur f*(Q) (1.3.4) par extension du groupe
structural suivant le morphisme d’adjonction

p: f*fi(A)— A. (4)

De (3), on déduit, par la formule d’adjonction, un morphisme de fais-
ceaux d’ensembles sur E

gt Q[ (P). &)

De méme, on déduit de (4) un morphisme f, (4)— f,(A4) qui, comme
chacun sait, est I'identité. Du fait que f, et f* commutent aux limites
projectives finies, on déduit formellement que (5) est un morphisme de
£ (A)-pseudo-torseurs, donc est un isomorphisme car Q est un torseur,
ce qui achéve de prouver la proposition.

Corollaire 3.1.2. Sous les hypothéses de (3.1.1), le composé ci-dessous
induit un quasi-inverse de (3.1.1(1))

Tors(E, f,(A)—L> Tors(E/, f*f, (4)—> Tors(E, A)* (1)
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ou I est le foncteur Qw» f*(Q) (1.3.4) et ou r=Tors(E’, p) est le foncteur
extension du groupe structural associé au morphisme d’adjonction

p: f XA A.

3.1.2.1. Notons déja que le foncteur compose (1) prend en fait ses
valeurs dans Tors(E’, A)f car le foncteur image inverse f*: E— E’
transforme familles couvrantes en familles couvrantes. Pour prouver le
corollaire, il suffit de reprendre ’'argument de (3.1.1.3) en notant que
Q- r, est un morphisme de foncteurs en Q, donc aussi Q> s,. Pour
faire bonne mesure, indiquons comment construire un isomorphisme
entre r1D et le foncteur identique de Tors(E’, A)E. Pour tout A-torseur P,
on a un morphisme d’adjonction t(P): f* f, (P)— P qui, puisque f, et f*
commutent aux limites projectives, est un p-morphisme de pseudo-
torseurs. Si P est un objet de Tors(E’, A)E, alors f4(P) est un torseur,
donc aussi f*f, (P), donc, d’aprés (III 1.4.6 (i), ¢(P) induit un iso-
morphisme de A-torseur i(P): Q —— P, ou Q est déduit de f* f, (P) par
extension du groupe structural suivant p: f*f, (4) —» A. Par définition
p+ t(P) est un morphisme de foncteurs, donc P+ i(P) est un isomor-
phisme de foncteurs.

Proposition 3.1.3. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites et 4 un
faisceau de groupes sur E’. On a une suite exacte d’ensembles pointés

1— H'(E, f, (4))—%> H\E', A)—2> H°(E, R* f, (4)) (1)

ou ¢ est application induite par le foncteur composé (3.1.2(1)) et ou y
est le morphime naturel (2.1.1(1)).

3.1.3.1. Soient P un A-torseur sur E' et pe H(E’, A) sa classe. Pour
que 7(p) soit la section marquée il faut et il suffit que P soit un objet de
Tors(E', A)f, comme il résulte de la définition de R'f, (4). D’ou la
conclusion par (3.1.2).

3.1.3.2. Soit P un A-torseur sur E'. Les bijections
0p: H\(X, A)— H'(X,ad(P)), XeOb(E), (I1126.3), )
sont compatibles avec la localisation, car la formation du produit
contracté est compatible avec la localisation. D’ou un isomorphisme de
préfaisceaux d’ensembles sur E’, d’ou, par image directe, un isomorphisme

de faisceaux d’ensembles sur E

6(P): R'f,(A)—>R'f,(ad(P)). 3)
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Corollaire 3.1.4. Sous les hypothéses de (3.1.3) soit P un A-torseur
sur E'. On a un diagramme commutatif:

H'(E, f,(A))—%> H'(E', A)—— H°(E,R' £, (4))
op 0'(P) (1)
H'(E, f,(ad(P))) —» H'(E', ad (P))— H°(E, R! f, (ad (P)))

ou 6, est la bijection de (III 2.6.3) et ou §'(P) est obtenu a partir de 0(P)
par passage aux sections.

3.1.4.1. La commutativité résulte de la définition méme de 6(P) et
permet de «calculer» les fibres de 'application y. On notera que, si 4
est abélien, on a une suite exacte de groupes

0— HY(E, f,(A))—2> H)(E', A)—1— HO(E, R' f,(4)) —*> H3(E, f,(4))
Y HYE, Ay HY(E, R' f,(4)) %> H3(E, A)

déduite de la suite spectrale de Leray: HE(E, Rf, (4)) = H¥(E', A), ou
Hi désigne le groupe défini en algébre homologique, ou d et d’ désignent
les opérateurs cobords de la suite spectrale et ou HZ(E’, A)'" désigne le
premier groupe de la filtration de H2(E’, A), 4 savoir le noyau de I’homo-
morphisme naturel

HZ(E', A)— H°(E, R* f,(A)),

a savoir Pensemble des xe H*(E', A) tels qu’il existe un raffinement R de E
tel que, pour tout YeOb(R), I'image de ¢ dans H3(f~*(Y), A) soit nulle.
Ce résultat nous servira de guide pour les considérations qui vont suivre.
Notons déja que, par les isomorphismes (III 3.5.4) et (2.5(1)), les deux
premier morphismes de (2) (en ne comptant pas 0 ...) s’identifient & ceux
de (3.1.3 (1)), comme il résulte de (1.5.3) et du fait que les isomorphismes
HY(E', A)~H!(E', A) (111 3.5.4) sont fonctoriels en 4 et E'. Le lemme
suivant éclaire la traduction géométrique du morphisme d de (2).

Lemme 3.1.5. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites et 4 un
faisceau de groupes sur E’. On a un isomorphisme canonique de faisceaux
d’ensembles sur E entre R' f, (A) et le faisceau des sous-gerbes maximales
(II12.1.4) de 'image directe par f de la gerbe TORS(E’, A) des A-torseurs
sur E'.

En effet, cette image directe est, par définition, obtenue en faisant
subir & TORS(E', A) le changement de base f~!: E — E’ sous-jacent a
f: E'— E et l'on conclut en rapprochant (III 2.1.4) et la définition de
R'f, (A).
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Proposition 3.1.6. Sous les hypothéses de (3.1.5), soit ce H(E, R f, (A)).
Soit D(c) la E-catégorie dont la fibre en YeOb(E) est la catégorie des
A-torseurs sur f~(Y) dont la classe pe H'(f ~!(Y), A) a pour image par
(2.1.1(1)) la restriction de ¢ a f~1(Y).

(i) D(c) est une gerbe. Pour qu’elle soit triviale il faut et il suffit que
c appartienne a I'image de y (3.1.3 (1)).

(i1) Si ¢ est I'image par 7y de la classe p d’'un A-torseur P sur E’, on a
une E-équivalence de gerbes

D(c)—=>TORS(E, f,(ad(P))), Qw»f*(Q?‘\PO). 1)

(iii) Soit f*(D(c)) 'image inverse de D(c) par f (1.4.2). On a un mor-
phisme naturel de gerbes

f*(D(c) - TORS(E, A). )

3.1.6.1. Par construction, D(c) est la sous-gerbe maximale de
/(TORS(E', A)) correspondant a ¢, d’ou (i), car la seconde assertion de
(i) est tautologique. Prouvons (ii). Notons d’abord que si QeOb(D(c)y),
YeOb(E), il existe une famille couvrante {Y; — Y}, telle que la restriction

de Q a f~(Y) soit isomorphe a celle de P, donc la restriction de Q AP°

est triviale, donc f, (Q A P) est un f,(ad(P))-torseur et pas seulement un
pseudo-torseur (3.1.1). D’ou 'on déduit que le morphisme naturel

[,@7R f,(PO) - £, (QAP°) 3)

est, ici, un isomorphisme. On reconnait alors que le foncteur (1) n’est
autre que I’équivalence habituelle (III 2.2.6) entre une gerbe trivialisée,
a savoir D(c) munie de la section s définie par P, et la gerbe des Aut(s)-
torseurs. En effet, d’aprés (1.3.1.1(4)) on a Aut(s)=f, (ad(P)).

3.1.6.2. On prouve (iii) en prenant pour (2) le morphisme obtenu par
la propriété universelle de I'image inverse de champs (II 3.2.1) a partir
de linclusion D(c)c f, (TORS(E', A)).

Corollaire 3.1.7. Sous les hypotheéses de (3.1.6), soit L(c) le lien de D(c).
Il existe un raffinement R de E et, pour tout YeOb(R), un A-torseur P
sur f1(Y) tel que L(c)~lien(f, (ad(P))).

Cet énoncé résulte immédiatement de (ii) et explique en quoi L(c)
différe de lien(f, (A)), la difficulté résidant évidemment dans le fait qu’il
n’y a pas de notion raisonnable d’image directe d’un lien non abélien.
Pour le lien de D(c) dans le cas abélien, voir (3.2.1). Examinons a quelle
condition une gerbe sur E’ provient d’une gerbe sur E.
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Proposition 3.1.8. Soient f: E'— E un morphisme de sites, G une gerbe
sur E’ et H une gerbe sur E.

(i) Soit (f*(H), ¢: H—f, f*(H)) limage inverse de H par f: E'— E.
On a une équivalence de catégories

Cartg. (f*(H), G)—=> Cartg(H, f,(G)), mwf, (m)o. (1)

(i) Soit m: f*(H)— G et soit n: H— f, (G) son image par (1). Les
conditions suivantes sont équivalentes

(a) n est pleinement fidéle

(b) n induit une équivalence entre H et une sous-gerbe maximale
(IIT 2.1.3) de £, (G)

(c) pour tout YeOb(E) et tout yeOb(H,), si on note x I'image de y
par le foncteur

Hy =5 (£,(G)y—> Gy, X=f"}(Y), )
le morphisme induit par n est un isomorphisme

Auty () — f, (Auty(x)). ©)

3.1.8.1. Nous laissons au lecteur le soin de prouver, en utilisant (3.2.1)
ci-dessous, que cette proposition entraine I'exactitude en HZ(E, f, (4)) de
la suite (3.1.4.1(2)).

3.1.8.2. La condition (i) n’est que la définition de I'image inverse d’un
champ (II 3.2.1). L’équivalence des conditions (a) et (b) de (ii) est triviale.
Par ailleurs, la condition (a) entraine que, pour tout YeOb(E) et tout
y€Ob(Hy), le morphisme

Aut,(y)—> Auty(n(y) “4)

est un isomorphisme; cette derniére condition est également suffisante
car H est une gerbe. Donc (a) <> (c), car le morphisme (3) est le composé
de (4) et de lisomorphisme canonique Auty(n(y))— S (Auty(x)) de
(1.3.1.1).

3.1.8.3. Soient Y et y comme dans (c). Par la formule d’adjonction, (3)
correspond & un morphisme de faisceaux sur X = f ~1(Y):

f*(AUty(J’))_’ Auty(x) )

que l'on peut calculer en fonction de m: f*(H)— G. En effet, si z est
I'image de y par le composé )

Hy—=5 f, f*(H)y —> f*(H)y, (6)
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on a d’aprés (1.3.3.3) un isomorphisme canonique
S*(Auty(y)) — Auty(2) (7

et, d’apres (1.3.1.3), le morphisme (3) n’est autre que le composé de (7) et
du morphisme induit par m

Auty(z) > Auty(m(z)), m(z)=x. 8)

En particulier, (3) est un isomorphisme si, et seulement si, (8) est un
morphisme d’adjonction.

3.1.8.4. Soit G une gerbe sur E’ on dira que G provient d’une gerbe sur E
s’il existe une E-gerbe H et un morphisme m: f*(H)— G vérifiant les
conditions de (ii).

Corollaire 3.1.9. Pour qu’une gerbe G sur E’ provienne d’une gerbe
sur E il faut et il suffit que le faisceaux Ger(G) des sous-gerbes maximales
de I'image directe f, (G) de G admette une section.

3.1.9.1. Cette assertion est évidemment tautologique et ne devient
utile que si ’'on dispose de renseignements sur le faisceau Ger(G). Nous
verrons plus bas ce que I'on peut en dire. Notons que si G=TORS(E’, 4),
alors Ger(G)=R'f,(A) et, pour le guider, proposons au lecteur un
exercice.

Exercice 3.1.9.2. Soient f: E' — E un morphisme de sites, 4 un faisceau
de groupes abéliens sur E’ et G une A-gerbe.

(i) Le faisceau Ger(G) des sous-gerbes maximales de I'image directe
f,(G) de G par f est un pseudo-torseur sous R' f, (A).

(ii) Pour que Ger(G) soit un torseur sous R' f, (A) il faut et il suffit
que la classe de G appartienne 3 H2(E', A)".
(iii) Si on a (ii), la classe a isomorphisme prés de Ger(G) est 'image
par le morphisme
HZ(E', A)" — H'(E, R' f,(A))

de (3.1.4.1(2)) de la classe & A-équivalence prés de G.
Hint: On fait opérer R, f, (A4) sur Ger(G) grace au foncteur torsion:

TORS(E, A)x ;,G—G, (P,x)~»PAx, (II123.1),
E

d’ou I'on déduit (i) et 'on prouve aisément (i) et (ii). Pour (iii) on s’inspire
du numéro suivant et I’on utilise plus particuliérement (3.2.7).
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3.1.9.3. Soit L un lien sur E’. On note
H?*(E',L)" (1)

I'ensemble des classes des L-gerbes G sur E’ telles qu’il existe un raffine-
ment R de E tel que, pour tout YeOb(R), la fibre de G en f~}(Y) soit
non vide. Si L=lien(A4), ou A est un faisceau abélien sur E’, I'isomor-
phisme H?~ HZ identifie (1) & I'ensemble sous-jacent au groupe défini
dans (3.1.4.1) car la restriction d’une classe ce H2(E, A) se traduit par la
restriction des gerbes (1.5.2) (1.5.3) (II 3.2.7). Cette remarque est valable
en particulier pour le centre C de L. Notons de plus que H?(E', L)'* est
stable par le sous-groupe H*(E’, C)"* pour les opérations de H?(E’, C) sur
H?(E', L) définies dans (IV 3.3.3), car si X, H et Y sont des gerbes sur E’
de classes xeH?(E', L), he H*(E',C) et y=xh, on a un morphisme
X x p.H — Y, par définition du produit contracté de deux gerbes.

Corollaire 3.1.9.4. Pour qu’une gerbe G sur E’ de lien L provienne
d’une gerbe sur E il faut que la classe de G appartienne & H%(E', L)*.

En effet, il existe alors une gerbe H sur E et unmorphismen: H — £, (G),
donc, puisque H est une gerbe, la fibre f, (G)y, qui est isomorphe & Gy,
X =f"YY), est non vide pour tout objet Y d’un raffinement de E.

Corollaire 3.1.9.5. Soit G une E’-gerbe qui provient d’une E-gerbe
triviale H. Alors G est triviale et le foncteur composé

Lim (H/E)—- Lim(f* (H)/E) - Lim(G/E) (1)

est pleinement fidéle, ou ¢ est le foncteur de (I13.2.1.5(7)) et ou p est
induit par m: f*(H)— G.

Si E admet un objet final Y, le foncteur (1) s’identifie au foncteur
composé¢ Hy % f, (G)y —> Gy, X=f"'(Y), induit par n=f, (m)e, n:
H—f,(G) (3.1.8(1)); d’ou la conclusion dans ce cas, car n est supposé
pleinement fidéle. Dans le cas général on peut invoquer (3.1.2), car, en
choisissant une section s de G, on peut interpréter (1) comme le foncteur
(3.1.2(1)

Tors(E, f,(4)) > Tors(E', A) 2
ou A= Aut(s).

Proposition 3.1.10. Soient L un lien sur E’, C son centre, G et G’ deux
L-gerbes. Supposons que la classe h de la C-gerbe HOM, (G, G')
(IV 2.3.2 (iii)) appartienne a 'image de

H?(E, f,(C))— H*(E', C). 1)



§3. La suite exacte attachée a un morphisme de sites 329

Alors on a un isomorphisme Ger(G)—— Ger(G’) entre les faisceaux des
sous-gerbes maximales de f,(G) et f,(G'). En particulier, pour que G
provienne d’une E-gerbe il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de G'.

3.1.10.1. On notera que les conclusions restent valables si 1’on
remplace HOM, (G, G') par HOM, (G, G’), ou u est un automorphisme
de L: changer ’action de L sur G'.

3.1.10.2. Posons H=HOM, (G, G'). D’aprés (3.1.9), il suffit de prouver
que 'on a un morphisme de faisceaux sur E:

Ger(H)— Isom(Ger(G), Ger(G)) )

ou Ger(H) désigne le faisceau des sous-gerbes maximales de Iimage
directe f, (H) de H par f: E'— E, et ou

I=Isom(Ger(G), Ger(G'))

désigne le faisceau des isomorphismes (de faisceaux d’ensembles)
Ger(G)—— Ger(G'). On rappelle que Ger(H) est le faisceau associé au
préfaisceau Ge(H) qui, 4 tout YeOb(E) associe I’ensemble des classes a
isomorphisme prés d’objets de la fibre de H:

Hx=H°mL(G/x’G;x), X=f"YY), (3)

ou Gy et Gy sont les restrictions de G et G’ a E/, . Il suffit donc de décrire
un morphisme Ge(H)— I de préfaisceaux sur E. Or un heOb(H,) est
un L-morphisme Gy — Gy, donc une équivalence, donc induit une
equivalence f, (G x) — f,(G)x) entre champs sur Ey, laquelle induit un
isomorphisme Ger(G)(Y)—— Ger(G’)(Y). D’ou la conclusion.

Corollaire 3.1.10.3. Soient f: E'— E un morphisme de sites, 4 un
faisceau de groupes sur E’ et C son centre. Supposons que 'application
(3.1.10 (1)) soit surjective. Alors, si L=Llien(4) désigne le lien représenté
par A, toute L-gerbe G sur E’ provient d’une gerbe sur E.

En effet, la gerbe des A-torseurs provient de la gerbe des f, (A4)-
torseurs et on applique (3.1.10).

Proposition 3.1.11. Soient f: E'— E un morphisme de sites, 4 un
faisceau de groupes sur E’ et C son centre. Supposons que H?(E', C)*=
H?(E', C) et que le morphisme

RIf,(C)>R'f,(4) (1

ait pour image la section unité. Alors, si on pose L=lien(4), toute
L-gerbe sur E’ provient d’une gerbe sur E.
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3.1.11.1. Soit G une L-gerbe, posons
T'=TORS(E’,A) et T=TORS(E,f,(A4)) 2

et considérons T comme une section du faisceau Ger(T”) des sous gerbes
maximales de f, (T'). La gerbe H=Hom/(T", G) est liée par le centre C
de L, donc, par la premiére hypothése, le faisceau Ger(H) a localement
une section, d’ou, par le morphisme (3.1.10.2(2)), l'existence d’iso-
morphismes Ger(T’)—— Ger(G), localement sur E. Si ’on prouve que
les images de la section TeH®(E, Ger(T’)) par deux quelconques de
ces isomorphismes sont égales localement, on sera assuré de I’existence
d’une section de Ger(G), et 'on aura prouvé la proposition.

3.1.11.2. La seconde hypothése étant de nature locale, on peut
localiser et considérer deux sections h, h': T' 3 G de H. Soit s’ 1a section
de T’ définie par le torseur trivial A,. On a un morphisme de faisceaux

E':
sut Isom(h, k') — Isom(hs, k's), uru(s), 3)

qui, puisque H et G sont des gerbes, est un morphisme de torseurs
compatible avec le morphisme

Aut(h)— Aut(hs), u—u(s), )

et les opérations naturelles des faisceaux Aut. D’aprés (I112.2.3), le
morphisme (4) identifie Aut(h) au centre de Aut(hs) et, par ailleurs, on
a un isomorphisme 4= Aut (4, —— Aut(hs), induit par h: T'— G.
D’ou l'on déduit que Isom(hs, h's) est déduit de Isom(h, h') par ex-
tension de C a4 4 de son groupe structural, donc, par la seconde hypo-
thése, la classe de Isom(hs, h's) dans H°(E,R'f,(A)) est nulle. Par
définition, cela signifie qu’il existe un raffinement R de E tel que,
pour tout YeOb(R), les objets hs(f~*(Y)) et hs'(f~'(Y)) de Gy, X =
f~1(Y), sont isomorphes. Donc hs et h’'s engendrent la méme sous-
gerbe maximale de f_(G). C.Q.F.D.

3.2. Le cas abélien; transgression

Proposition 3.2.1. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites, 4 un
faisceau de groupes abéliens sur E' et ceH°(E, R'f, (A)).

(i) La gerbe D(c) de (3.1.6) est une f, (4)-gerbe.

(i) En associant & tout xe H°(E, R'f, (A)) la classe de la gerbe D(x)
de (3.1.6), on définit une application (appelée transgression)

H°(E, R'f,(4)) - H*(E, £,(4)) )
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qui, par les isomorphismes H?(E, f, (4))—— HZ2(E, f,(4)) de (IV 34.2),
s’identifie a 'application d de (3.1.4.1 (2)) définie en algébre homologique
grace a la suite spectrale de Leray.

3.2.1.1. On a une action de 4 sur TORS(E’, A) définie par les iso-

morphismes N
U: A—> Aut, (P), U(a)p)=pa. )

D’ou, par (1.3.1), une action de f, (A4) sur f, (TORS(E’, A)), donc aussi
sur D(c) qui en est une sous-gerbe pleine. D’ou (i). Pour prouver (ii),
nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 3.2.2. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites et
0-A—<B-t>C—0 (1)

une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur E’ telle que la suite
de faisceaux de groupes ci-dessous soit exacte

0— £, (4) L £, (B)LC £, () —— R'f, (4) -0, @

ou ¢ est le cobord de (2.3 (1)). Alors l'application (3.2.1(1)) est Popposée
du cobord itéré (IV 3.4.5)

A: H°(E, R'f,(4))— H*(E, f,(A)) 3)

attaché a la suite exacte (2).

3.2.3. Par fonctorialité des cobords, on peut supposer que B est un
objet injectif de E®®, ce que nous ferons. Par ailleurs, les isomorphismes
Hi~ H{ sont compatibles avec le cobord (par définition) donc le lemme
ci-dessus réduit la proposition (3.2.1) & un énoncé d’algébre homologique
qui ne fait plus intervenir nos constructions «géométriques»; ce sera
(3.2.7).

3.24. Prouvons (3.2.2). Soit ce H°(E, R'f,(A)). 1l nous suffira de
trouver un morphisme de gerbes

F: G- D(c), C))

ou G est la gerbe définie par le cobord itéré, qui soit 1ié par le morphisme
f(A)—>f,(A), x—>x~1. D’aprés (IV 3.4.5), un objet de G de projection
YeOb(E) est un couple (Q,q), ou Q est un f, (B)-torseur sur Y et
q: Q —f,(C) un morphisme compatible avec les opérations de f, (B) tel
que le composé tq: Q — R'f, (A) soit le morphisme constant défini par
la restriction a Y de la section ce H(E, R'f, (A)). Puisque I'on a supposé
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imjectif,
Binectih 002 gy, 1, (B) < H'(11(Y), B)=0,

car la restriction de B 4 f ~1(Y) est un injectif. Donc Q est trivial. Pour
tout (Q, 9)eOb(Gy), YeOb(E), choisissons une section

zeQ(Y) )

de Q. Le composé gz est une section de f, (C), donc définit canonique-
ment une section gze C(f ~!(Y)), d’ot un A-torseur sur f ~!(Y):

FQ,q9)=b""'(q2), (6)

qui est I'image inverse de gz par la restriction a f ~!(Y) de b: B— C.
Montrons que F(Q, q) est un objet de D(c)y, autrement dit que 'image
de sa classe p par H'(f~'(Y), A) > H°(Y, R'f, (A)) est la restriction de ¢
a Y. Par définition du cobord ¢ de (3.2.2(2)), cette image n’est autre
que t qz, donc est égale a c, puisque (Q, g) est un objet de G (cf. supra).

3.2.5. Ayant défini I’action de F: G — D(c) sur les objets, on définit
son action sur les morphismes. Par définition, une fléche m: (Q, q) —
(Q',q) de Gy, YeOb(E), est un f, (B)-morphisme m: Q — Q' vérifiant
g’ m=gq. Soient z et z’ les sections de Q et Q’ choisies plus haut. On définit
Bef,(B)(Y) par

m(z) ==z (7
et on note feB(f~!(Y)) la section correspondante. D’aprés (7), on a
q7=qz-v(p) ®)

et, par suite, la translation a droite par § applique I'image inverse de
qz dans celle de q'z'. De plus, B est abélien, donc la dite translation
est compatible avec les opérations de B et induit un isomorphisme de

B-torseurs F(m): F(Q,q)——F(Q,q), F(m)(s)=sp. )

De (7) on déduit trivialement que F(m)F(n)=F(mn) et on vérifie aisé-
ment que 'on a défini un morphisme de gerbes F: G — D(c) (compa-
tibilité avec la localisation).

3.2.6. Pour achever la preuve de (3.2.2), il reste 4 montrer que F est
lié
o fld) = f(4), xox7l

Soit (Q,q) un objet de Gy, YeOb(E) et soit acf,(A4)(Y). D’aprés
(IV 3.4.5), Iisomorphisme a: (Q, q)——(Q, q) associé a a par I’action
de f,(A) sur G est la translation par a. On a donc

a(x)=x-a donc a(x)-a !'=x, (10)
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ou x est la section de Q choisie plus haut. En vertu de (6)—(9), il en
résulte que F(a) est la translation par (a)~!, d’ou la conclusion d’aprés
(3.2.1.1).

Pour prouver (3.2.1), il nous faut encore un lemme:

Lemme 3.2.7. Soit F: C — C’ un foncteur additif exact a gauche, ou
C et C’ sont des catégories abéliennes. Supposons que tout objet de C
se plonge dans un objet injectif. Soit M* un complexe de C nul en
degrés <O0. Soit

d29: Ep4—ER*29-1  ER4—RPF(HYM®), (3273(12), (1)

le cobord de la seconde suite spectrale d’hyperhomologie de M* par
rapport a F. Soit encore 6 le composé

RPF(H*(M))—"> RP*2F(Z*~}(M))—"> RP**F(H*"'(M)),  (2)

ou n est déduit de la projection Z7-}(M)— H?"!(M) et ou m est le
cobord itéré (deux fois) attaché a la suite exacte de C

0-Z9"Y(M)-> M1 5 Z9M)— HY(M)—0. 3)
On a
o=dy1. “4)

3.2.7.1. Montrons comment (3.2.1(ii)) résulte de ce lemme et du
précédent. On choisit une résolution injective L’ de 4 sur E’. Moyennant
quoi, la suite spectrale de Leray de 4 par rapport a f: E'— E est la
seconde suite spectrale d’hyperhomologie de M*= f, (L) par rapport au
foncteur HY(E, ). Par le lemme ci-dessus, le morphisme d'! de la suite
spectrale de Leray est donc le cobord itéré relatif a la suite exacte

0—f,(4)—>M°—Z'(M)—> H' (M) —0. 5)

Par ailleurs, appliquons (3.2.2) a la suite exacte 0 » 4 — L’ — Z'(L) — 0.
Par définition de M* et de R'f, (A), la suite exacte (3.2.2(2)) est égale a
(5), & ceci prés que le morphisme t' de (5) est 'opposé du morphisme ¢
de (3.2.2(2)) en vertu de [4], chap. V prop. 7.1. En conjuguant les deux
lemmes ci-dessus, on trouve donc (3.2.1).

3.2.7.2. 1l nous reste a prouver (3.2.7). Pour ce faire, rappelons
comment on construit la suite spectrale E4 9. On choisit une résolution
injective de Cartan-Eilenberg X** de M*, [4] chap. XVII, mais con-
formément aux conventions de [EGA 0y;11.4.2] et non de [4], nous
supposons que les deux différentielles commutent:

d/ dll=dl/ d’. (6)
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L’on fait de X** un complexe simple en posant
dx)=d'(x)+(—1)Pd"(x), xeXP1. 7
Aprés quoi on construit la seconde suite spectrale du complexe simple
F(X**) défini par (7), (le degré filtrant est le second degré de X*°).
3.2.7.3. En vertu de (6), on a une suite exacte de complexes de C
0-Z171(X)> X171 -»'Z9X) > 'HY(X)—0 ®)

dont chaque terme est, par définition de X, une résolution injective du
terme correspondant de (3), les morphismes étant «au-dessus» de ceux
de (3). Bien entendu, 'Z? et ‘H? désignent respectivement les cycles et
’homologie de degré q calculés grice a la différentielle d': X4 — X9+,
On a donc, par définition des foncteurs dérivés RPF de F, des iso-

morphismes RPF(HY(M))—"H(F(H%(X))). ©)

Par ailleurs, la suite (8) se scinde en vertu de I’hypothése faite sur X et,
par suite, (9) s’écrit également

«P?: RPF(HY(M))——"H?('H*(F(X))). (10)

En composant avec les isomorphismes classiques (que nous expliciterons

plus bas) B34~ HP (HY(F (X)), 1)

on trouve finalement des isomorphismes canoniquement attachés a X**

RPF(HY(M))—— E%1. (12)

Draprés ce qui précéde, I'image de (8) par F est une suite exacte de
complexes de C':

02" Y (FX)—> FX1 ! —'Z9(FX)—>'HY(FX)—0 (13)

et, par définition des RPF et de leurs opérateurs cobords, le transporté
par les isomorphismes (10) du composé (2):

"HP(HY(FX))—"H?*?(H""Y(FX)) (14)

se calcule a partir de la suite exacte (13) par le procédé usuel («dia-
gramme du serpent»).

3.2.7.4. 1l nous reste maintenant & prouver que le transporté de (14)
par les isomorphismes (11) est le morphisme d5'%. Pour pouvoir utiliser
les calculs fort instructifs de Godement [15] p. 88, nous supposerons
que C' est la catégorie des groupes abéliens, le cas général étant laissé au
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lecteur. Convenons que x*/ désigne un élément de FX*/, D’aprés [15]
p. 88, E2? est le quotient du groupe des (x%7, x4~ 1-7*1) vérifiant

d'x?P=0 et dx?"LPtl4(—1)1d"x?P=0 (15)
par le sous-groupe formé des (x%7, x4~1P*1) pour lesquels on peut
résoudre a1 g, p+1 ' g, p+1

xPP=d'x" P+ (=1)1d"x*?* avec d'x*P*1=0. (16)

De plus, d’aprés loc. cit., 'isomorphisme (11) est obtenu en associant
alaclasse de (x#?, x4~ -P*1) celle de x% ?. Enfin, on sait que d5'? est induit
par la différentielle totale (7), donc est obtenu en associant a la classe de
(x®P, x3~ 1P+ 13 classe de

((—l)q_ld"xq_l’p+1, 0) (17)

Les vérifications sont maintenant triviales et laissées au lecteur.

Remarque 3.2.8. Pour accorder (3.2.7.2) avec les conventions de [4]
et de [15], on remplace la seconde différentielle de X** par

d"(x)=(—1?d"(x), xeXP19, 1)

et 'on obtient un double complexe Y** au sens de [4], autrement dit,
on a d'd"”+d"d =0. Prenant pour différentielle totale d'+d”, on a
""HP('H4(FY))="HP('H%(FX)) et on ne change rien a la suite spectrale
E%% ni aux d%9 ni aux isomorphismes (11). Cependant, il est alors
naturel ([4] p. 367) de remplacer les isomorphismes (10) par les analogues
obtenus en notant que 'H%(Y) est une résolution injective de H?(M).
Notons ceux-ci 79. Puisque 'H%(Y) est déduite de '"H?(X) en multipliant
la différentielle par (—1)%, on a fP4=(—1)P?aP4. Le nouveau transporté
de d5? différe donc du précédent par le signe (—1)? et il faut modifier en
conséquence (3.2.7). On notera que (3.2.1(ii)) reste valable avec ces
nouvelles conventions, car dans ce cas p=0.

Proposition 3.2.9. Soient E un site standard d’objet final X,
1-4A—*>B—*>C—1 (A centraldans B) (1)
une suite exacte de groupes de E et P un C-torseur de E. On note
p: P-X ?2)

la projection, A le faisceau de groupes sur E représenté par A4, 4, le
groupe Ax P de Ep, Ap=p*(A) le faisceau de groupe sur E, qu’il

représente et
ri A-p, p*(A)=p,(Ap) @)
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le morphisme d’adjonction. Il existe une section
teH°(E,R'p,(Ap)) @)

telle que, si se H?(E, A) est I'image de la classe de P par le cobord
HY(E, C)— H?(E, A) (IV 4.2.10), alors on a r'®(s)=4(t),

H*(E, A)—>> H?(E, p,(Ap) <2~ H°(E, R'p,(Ap). )

3.29.1. Précisons que, par définition, 4, B, C et P sont des objets
de E, et pas seulement des faisceaux et que I'hypothése sur (1) signifie que
v est couvrant et que u est le noyau de v. Définissons ¢. Soit R le raffine-
ment de E sur lequel P est trivial, soit X’eOb(R) et soit j: P'— C} un
isomorphisme de C-torseurs sur X’ (on désigne par P’, C’ etc. la restriction
a X' de P, C etc.). Puisque (1) est exacte, v': B'— C’ définit un torseur
sur C’ sous le C'-groupe A’'x C'. D’ou, par le changement de base
j: P'— Cy, un A,-torseur T(j) sur P’ d’ou une classe

t()ER" . (Ap)(X)). (6)

Prouvons que ¢(j) ne dépend pas de j. Soit donc j': P'—— Cj. En vertu
de C—— Aut.(C,), il existe ce C(X’) tel que j/'=L,-j, ou L, désigne la
translation a gauche par c. Puisque v: B— C est couvrant, il existe un
raffinement R’ de X' et, pour tout X”eOb(R’), une section beB(X")
telle que v(X")(b)=c", ou ¢” est la restriction de c 2 X”. Puisque R'f, (A4)
est un faisceau, il nous suffit de prouver que les restrictions de t(j) et ¢(j')
a X" sont égales, ou mieux que celles de T(j) et T(j’) sont isomorphes.
Or on a un carré commutatif

B Ly B’

A Lwebs

C/I T CH
crt

et L, est compatible avec les opérations du C”-groupe A” x C”. Donc
T(j)~ T(j') par transitivité du changement de base. On a donc, pour tout
objet X' du raffinement R de E sur lequel P est trivial un élément cano-
nique ¢(X")eR'p, (Ap)(X’) dont la définition est compatible avec la
localisation. Puisque R' p, (A,) est un faisceau, on en déduit une section
canonique (4).

3.29.2. Soit G la A-gerbe définie par le cobord (de classe s) et soit T
la p, (Ap)-gerbe déduite de t par (3.1.6) (de classe (¢)). Il nous suffit de
trouver un morphisme de gerbes

F:G->T (7
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li¢ par r: A— p_(Ap). Un objet de Gy., X'eOb(E), est un couple (Q, g),
ou Q est un B-torseur et g: Q — P un B-morphisme. On note

F(Q.q) ®

le Ap-torseur Q — P sur P obtenu en faisant opérer A, sur Q grice a
u: A— B et aux opérations de B sur Q. Nous devons prouver que
F(Q, 9)eOb(Ty.), ce qui est une condition locale. Nous pouvons donc
supposer que Q est trivial, ce qui assure I'existence d’un carré commutatif
ou toutes les fléches sont des B-morphismes

0—*>B

P—C,

les opérations de B sur B et C étant définies par les translations a droite.
Donc Q est déduit de B par le changement de base j: P — C, donc F(Q, q)
appartient 4 Ob(Ty.), par définition de T(j). Il est trivial, par définition des
morphismes dans G, que I'on a bien défini un morphisme de gerbes
F.:G-T

3.2.9.3. Prouvons que F est lié par r. Soient X'eOb(E’), ac A(X") et
(Q, 9)eOb(Gy.). D’apreés (IV 2.5.6), 'automorphisme a de (Q, q) associé a
a par Paction de A sur la gerbe G est la translation a droite par u(a)e
B(X'). Donc F(a): F(Q, q) —— F(Q, q) est défini par la translation par la
section constante pa: P— A de A,, laquelle est r(a), d’ou la conclusion.

3.3. Interprétation du second cobord attaché a un revétement
de groupes topologiques
Proposition 3.3.1. Soient X un espace topologique et
14— B-t5C—1 (1)

une suite exacte de groupes topologiques telle que A4 soit discret et
central et telle que C soit connexe. On désigne encore par A4, B et C les
faisceaux des germes d’applications continues de X a valeurs dans A,
B et C. Soit P un C-torseur sur X. L’obstruction

d(P)eH*(X, A) 2
a relever P en un B-torseur est I'image par les morphismes

HO(X’ Rlp*(AP))_a’Hz(Xa P*(AP))‘—LHZ(X’ A) ©)
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de la classe te H°(X, R'p,(A4p)) décrite dans (3.29.1), ou A, est le
faisceau sur P des germes d’applications continues de P dans A4 et ou
p: P— X est la projection.

3.3.1.1. Il est immédiat que p,(4,)—— A est un isomorphisme car
les fibres de P sont connexes et A est discret. La proposition est donc
une conséquence immédiate de (3.2.9), a ceci prés que cet énoncé ne
s’applique pas tel quel car P n’est pas un objet du site des ouverts de X.
I1 nous va donc falloir nous mettre en état d’appliquer (3.2.9) en prenant
une voie détournée. Auparavant notons que (3.3.1) fournit, dans un cas
particulier, une description de la classe d(P) qui ne fait pas intervenir de
cohomologie non abélienne. En 1956, Haefliger [20] avait profité de cette
circonstance pour définir la classe ¢ et obtenir ainsi une obstruction
8(1)e H*(X, A) dont la nullité est nécessaire et suffisante pour que P se
releve. En dehors du cas favorable (3.3.1), la proposition (3.2.9) montre
quels sont les rapports entre la classe t de Haefliger et I'obstruction a
relever P.

3.3.1.2. Pour prouver la proposition, considérons un univers U con-
venable et la catégorie Top,, des X-espaces topologiques appartenant
a U. Munissons celle-ci de la topologie pour laquelle les familles couvran-
tes sont les familles surjectives {Y;,— Y} telles que chacune des fléches
Y,— Y soit étale au sens de Godement [15]. Notons X le site ainsi
obtenu. Pour tout X-espace topologique X', on note X' le faisceau sur X
qu’il représente. La proposition (3.2.9) s’applique et nous assure que, dans

ce contexte, ’obstruction
d(P)eH?*(X, A x X) @)

a relever P est I'image de la classe t de (3.2.9.1) par le composé
H°(X,R'p, (A x P))—> H*(X, p, (A x P)) <= H%*(X, Ax X). (5)
Il nous reste a en déduire (3.3.1). Pour cela, désignons par
x: X —Ouv(X) (6)
le morphisme de sites dont le foncteur sous-jacent
x~ 1 Ouv(X)— X
est I'inclusion, Ouv(X) désignant la catégorie des ouverts de X.

Lemme 3.3.2. Pour tout X-espace topologique G, soit G le faisceau
sur X représenté par G et soit G’ le faisceau sur Ouv(X) des germes
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d’applications continues de X dans G. On a
x,(G)=G'. 1)
De plus, pour tout X-groupe topologique G, I'application
H'(Ouv(X), x,(G))— H'(X, G) 2

est bijective pour i=0, 1, 2 et pour ie#" si G est abélien.

3.3.2.1. La premiére assertion est une conséquence immédiate de la
définition du foncteur image directe de faisceaux. Donc (2) est bijectif
pour tout X-espace topologique lorsque i=0. D’autre part, pour tout
ouvert U de X, toute famille couvrant U au sens de X est majorée par
Iimage inverse par x: X — Ouv(X) d’un recouvrement de U. Il en
résulte immédiatement que les faisceaux Rix*(G) sont nuls pour i>0
si G est abélien. On en déduit déja I’assertion relative aux faisceaux
abéliens, d’ou aussi le cas i =2 dans le cas non abélien: le cas i= 1 n’offre
pas non plus de difficulté. En effet, pour la méme raison que plus haut,
tout G-torseur sur X, UeOuv(X), est trivialis¢ par un recouvrement
ouvert de U, et I'on applique (3.1.1).

3.3.3. Pour achever la preuve de (3.3.1) on note que d(P) est 'image
de d(P) par lapplication (3.3.2(2)) attachée a A, ceci d’aprés la com-
patibilité du cobord avec I'image inverse (1.5.2.2). Il reste alors a vérifier
la compatibilit¢ des morphismes de transgression & de (3.3.1(3)) et
(3.3.1(5)) avec les isomorphismes (3.3.2 (2)) et 'analogue relatif 4 P. Cela
résulte trés aisément de I'interprétation donnée en (3.2.2) du morphisme
de transgression et le détail est laissé au lecteur.

§4. Calculs formels concernant le groupe de Brauer

Le but de ce paragraphe est simplement de décrire dans un cadre
général l'application classique

d: Br(X)— H*(X, %9,)

et de donner, dans trois cas particuliers, un procédé de calcul de d
n’utilisant que les notions usuelles d’algebre homologique commutative.
Pour des résultats plus substantiels, le lecteur consultera les trois exposés
de Grothendieck sur le groupe de Brauer [18] auxquels, a l'intérieur
de ce paragraphe, on référera par des sigles tels que [B18.1].

On considére un topos annelé en anneaux locaux X, c’est-a-dire un
couple formé d’un topos X et d’un faisceau d’anneaux Oy sur X tels
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que, pour tout objet U de X et toute section fe O,(U), on ait
U=sup(U,, U,_,), (%)

ou U, désigne le plus grand sous-objet de U tel que la restriction de f
soit inversible. Soit alors # le site des ouverts du spectre de I’anneau
O, (U); on a un morphisme de sites

b Xy, (+#)

dont le foncteur sous-jacent associe a tout ouvert D(f)=Spec(Ox(U),),
€0y (U), de Spec(O,(U)) I'objet U, de X ;,. En effet, 'image inverse
par f d’un recouvrement de Spec(Ox(U)) est une famille couvrant U,
car, d’aprés ’hypothése (%), il en est ainsi pour un recouvrement par
des ouverts de la forme D(f). Puisque f est inversible dans Oy (U)), on
a des morphismes naturels Oy (U), — O(U,), d’ou un morphisme de
faisceaux d’anneaux sur U:

Oq—’f*(oxIU), UeOb(X). (%)

Il nous sera commode de parler de la topologie de Zariski de X,
qui est la moins fine de celles pour lesquelles sont couvrantes les familles
{U;,— U}, ot (f)) est une famille de sections de O, (U) engendrant I'idéal
unité. L’hypothése (*) implique que la topologie de Zariski est moins
fine que la topologie canonique.

Lemme 4.1. La suite de morphismes de faisceaux de groupes
1— 0% —%>GL(n, Oy) 2> Aut(M,(Oy)— 1 (1)
est exacte pour la topologie de Zariski de X.

Bien entendu, le faisceau O% est celui qui, a tout objet U de X,
associe le groupe O,(U)* des unités de O,(U). Nous le noterons
désormais ¥,, y ou méme ¥,,. Ceci dit, I’assertion analogue lorsque X
est le topos des faisceaux d’ensembles pour la topologie de Zariski sur
un schéma affine est le résultat classique de Auslander et Goldman [2].
Prouvons que le lemme en résulte. Le seul point non trivial est que b
est un épimorphisme de faisceaux. Soit

ue Aut(M,(0,))(U)=Aut(M,(0,)|U)~Aut(M,(O,(V))).

Draprés le résultat cité, appliqué a 'anneau O, (U), il existe un recouvre-
ment ouvert R de Spec(Oy(U)) sur lequel Pautomorphisme u est inté-
rieur, d’ou par le morphisme (**#*), une section v de M,(Oy) sur I'image
inverse par f: X,;, > % du recouvrement R, d’ou la conclusion, car v



§4. Calculs formels concernant le groupe de Brauer 341

induit ¥ Nous récrirons désormais (4.1(1)) sous la forme
1-%, y—>GL(n)y—2>PGL(n)x— 1 ()]

en ommettant le plus souvent les indices X.

On appelle Algebre d’Azumaya sur X un faisceau de Oy-algébres A4
tel qu’il existe une famille X;, iel, couvrant 'objet final de X et, pour
tout iel, un entier n; tel que la restriction de 4 a X; soit isomorphe a
Mn.-(ox |X1)

Une telle Algebre sera dite banale s’il existe une banalisation (L, u)
de A, c’est-a-dire, par définition,. un Ox-Module localement libre L et
un isomorphisme d’Algébres u: End(L)—— A.

4.2. A toute Algébre d’Azumaya A est associée une gerbe
d(A) (1)

dont les objets de projection UeOb(X) sont les banalisations de A|U.
On l'appelle la gerbe des banalisations de A. C’est en effet une gerbe, car
on peut la considérer comme le champ des relévements (IV 2.5.4) de 4
par rapport au morphisme de champs

Lol(X)— Az(X), LwsEnd(L), )

qui, a tout Module localement libre L sur un objet U de X, associe
I’Algeébre d’Azumaya End(L). D’aprés (IV 2.5.4), ce champ est bien une
gerbe car, par définition, le foncteur (2) est localement surjectif sur les
objets et, puisque la suite (4.1(1)) est exacte, il est localement surjectif
sur les fléches: plus précisément, tout automorphisme d’une Algébre
End(L) provient localement pour la topologie de Zariski d’un auto-
morphisme de L. Ceci dit, on fait opérer ¢,,= 0% sur la gerbe d(A4) en
associant a tout objet U de X et a toute banalisation (L, u) de A|U le

morphisme %, (U)=0,(U)* - Aut, (L, u) 3)

défini par les homothéties. Puisque (3) est un isomorphisme, on en
conclut que %,, est le lien de d(A4). D’ou une classe

d(A)eH*(X,%,), @

encore notée d(A) par abus de notation, dont la nullité est nécessaire et
suffisante pour que la gerbe d(A4) admette une section, c’est-a-dire pour
que A soit banale. Nous avons donc obtenu:

Lemme 4.3. Pour qu’une Algébre d’Azumaya A soit banale il faut et
il suffit que la classe d(4)e H*(X, %,,) de la gerbe des banalisations de 4
soit nulle.



342 Chapitre V. Effet d’un morphisme de sites sur la cohomologie

Si A et B sont deux Algébres d’Azumaya, on a
d(A ® B)=d(A)+d(B). 1))

En effet, d’aprés I'explicitation de la structure de groupe de H?(X, )
donnée en (IV 3.3.2), il nous suffit de trouver un morphisme de gerbes

d(A)x d(B)— d(A ® B) ©)

lié par le morphisme 4, x%,, —%,,, (x,y)>x+y. On prend celui qui,
a tout objet U, toute banalisation (L,u) de A|U et toute banalisation
(M, v) de B|U associe (L ® M,u ® v), qui est évidlemment une banali-
sation de A ® B. On en déduit que

d(A%)=—d(4), ©)

ou A° désigne I’Algébre opposée a A. En effet, lisomorphisme A ® A° —
End(A), a ® b (x+—>axb), ou A désigne le Module sous-jacent a A,
est une banalisation de 4 ® 4°. En appliquant (4.3) 4 4 ® B°, on prouve
que d(A) et d(B) sont égales si, et seulement si, il existe deux Modules
localement libres L et M et un isomorphisme d’Algébres

A ® End(L)—— B ® End(M). C))

44. En résumé, la relation (4) munit ’ensemble des classes a iso-
morphisme prés d’Algeébres d’Azumaya d’une relation d’équivalence, le
produit tensoriel munit le quotient Br(X) d’une structure de groupe
abélien, appelé groupe de Brauer du topos annelé X, et, en associant a
toute Algébre d’Azumaya A la classe de la gerbe des banalisations de A4,
on définit un morphisme injectif

Br(X)— H*(X, 9,). (1)

Remarque 4.5. Soit n un entier. La gerbe Az(n) des algébres
d’Azumaya de rang n?, c’est-a-dire localement isomorphes 3 M, (O,),
est équivalente d’aprés (III 2.2.6) a celle des torseurs sous PGL(n), le
torseur associé a une Algeébre A4 étant P=Isom(M,(O,), A). De méme,
la gerbe Lol(n) des Modules localement libres de rang n est équivalente
a celle des torseurs sous GL(n), cependant que le morphisme de gerbes

Lol(n)— Az(n), LwEnd(L), 1)

induit sur les faisceaux d’automorphismes des sections marquées O%
et M,(O,) le morphisme b: GL(n)— PGL(n) de (4.1(2)). Par la pro-
priété universelle de la gerbe des relévements, il en résulte une équiva-

lence de gerbes d(4)—=> d(P) 2
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de la gerbe des banalisations de A dans celle des relévements a GL(n)
du torseur P=Isom(M,(Oy), 4). Cette équivalence est liée par le
morphisme identique de ¥,,. En effet, puisque ¥,, est central (IV 2.5.6
(iii ter)) nous assure que cette assertion résulte du fait que le morphisme

d(4)— Lol(n), (L,u)~L,

est lié par le morphisme a: ¢,, — GL(n) de (4.1(2)), ce qui est trivial. En
conclusion, si 4 est de rang n?, la classe d(A4) de la gerbe des banalisations
de A est 'image de celle de P par I'application cobord

H'(X,PGL(n)— H*(X,%,) 3)

attachée a la suite exacte (4.1(1)).

4.6. Montrons que si A est une Algébre d’Azumaya de rang n?,
la classe de d(A) dans H*(X,9,) est annulée par n. La gerbe Inv(X)
des O,-Modules localement libres de rang 1 est triviale et liée par 4,,;
de plus, on a un morphisme de gerbes

d(A)— Inv(X), (L,u)wA"L,
qui est lié par
Pn: %%, Po(x)=x".

Draprés (IV 3.1.5), I'image de la classe de d(A) par H*(X, p,) est donc la
classe de Inv(X), c’est-a-dire 0, d’ou la conclusion.
Si p, est un épimorphisme de faisceaux, on a une suite exacte

0—-pu,— 9,9, -0 1)
qui définit g,. De plus, la suite
1—u,—SL(n)— PGL(n)—1 2

est alors exacte. On a un morphisme évident de la suite exacte (2) dans
(4.1(2)); par fonctorialité du second cobord (IV 4.2.12), on sait donc
que, pour toute Algébre d’Azumaya A de rang n2, la classe de d(A) est
Pimage de la classe a isomorphisme prés de A par le composé

H'(X,PGL(n)—%>H?*(X,p,)— H*(X,9,), (3)

ou d’ est le cobord attaché a (2). Il est d’ailleurs immédiat que d'(A4) est
la classe de la gerbe G des (L, u, c), ou (L, u) est une banalisation de 4
et ou ¢ est une base de A"L et que le morphisme évident G — d(A) est
lié par i: p,— %,,.
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Remarque 4.7. (Calcul de d(A) dans le cas topologique.) Tout ce qui
précede est valable lorsque X est le topos des faisceaux d’ensembles
sur un espace topologique et que O, est le faisceau des germes de
fonctions continues a valeurs complexes. Le PGL(n)-torseur P=
Isom(M,(Oy), A) correspondant & une Algébre d’Azumaya de rang
constant n? est alors le faisceau des sections d’un torseur représentable
(par un X-espace topologique) P. Puisque u,~ 2 /n% est discret et que
PGL(n, %) est connexe, on peut appliquer (3.3.1), pour calculer la classe
d(P)eH*(X, u,), ce qui, par (4.6) fournira la classe d(4)eH*(X,%,)
de A. Si p: P— X est la projection, d(A) sera I'image par

H°(X,R'p,(n,))—*> H*(X, n,) —> H*(X,%,) M

de la classe te H°(X,R'p,(p,) qui est caractérisée de la maniére sui-
vante. Soit (X;) un recouvrement ouvert de X qui trivialise P et soit,
pour tout i, un isomorphisme de torseurs u;: P|X;—— PGL(n)|X;. Soit
encore s€ H'(PGL(n), p,) la classe obtenue en considérant que le mor-

e
phisme SL(n, 4)— PGL(n, %)

définit un torseur sur PGL(n) sous pu,. Soit encore s;e H'(P|X;, u,)
I'image inverse de s par I'application continue composée

P|X,— PGL(n) x X, — PGL(n).

Soit enfin t;eR'p, (u,)(X;) I'image de s;. La classe ¢ est caractérisée par
la condition que sa restriction a chacun des X; soit égale a ¢;.

Exemple 4.8. Calcul de la classe attachée a un fibré de Severi-Brauer.
Soit X un schéma et notons encore X le topos étale de X [SGA 4 VII]
muni du faisceau d’anneaux défini par Oy. Le faisceau des unités &,
introduit plus haut est ici représentable par le groupe multiplicatif
%, x> par définition de ce dernier. Suivant [B 18], on appelle fibré de
Severi-Brauer sur X un X-schéma P qui, localement pour la topologie
étale, est isomorphe a un espace projectif type 2. Ceux qui sont de
dimension relative r forment une gerbe, car on peut recoller de tels
fibrés pour la topologie fpqc [BI8.1]. Cette gerbe est munie d’une
section définie par #%, donc est équivalente i la gerbe des torseurs
sous Aut(#y). Or le morphisme naturel

PGL(r+ 1)y —=— Aut(#}) (1)

est un isomorphisme (cf. par exemple, Mumford, Geometric Invariant
Theory, Ergebnisse, Springer-Verlag, chap. 0§5), d’ou une équivalence
entre cette gerbe et celle des Algébres d’Azumaya de rang (r+ 1)2, d’ou
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aussi, grace a la suite exacte (4.1(2)), une classe
d(P)eH*(X, %,,), )

qui, d’aprés (4.5 (3)), est la méme que celle de la gerbe des banalisations
de I’Algébre correspondant a P. Nous allons voir que cette classe est
celle de la gerbe des banalisations de P, une banalisation d’un fibré de
Severi-Brauer P étant un couple (V,v), ou V est un Ox-Module locale-
ment libre et v: P—— 2 (V), (V est le dual de V), un isomorphisme de
X-schémas. L’argument est analogue a celui de (4.5): on note que la
gerbe b(P) des banalisations de P est la gerbe des releévements de P
relativement au morphisme de champs

Lol(r+1)—SB(r), Vw2(V), (3)

qui, a tout O,-Module localement libre de rang r+ 1, associe le fibré
de Severi-Brauer 2(V). (N.B. on a eu recours a V, car Vw2(V) est
contravariant.) Nous donnerons dans (4.8.3) une description moins
banale de b(P).

Lemme 4.8.1. Soit p: P — X un fibré de Severi-Brauer de dimension
relative r sur X. On a une gerbe
A(P) (1)

sur X dont les objets de projection X' sont les Modules inversibles
trés amples L sur P'=P X yX' tels que le morphisme naturel u: P'—
2(p, (L)) soit un isomorphisme. Cette gerbe est liée par p, (9, p) XYy, x-
Sa classe dans H%(X, %,,) est I'opposée de celle de la gerbe des banalisa-
tions de P.

Que A(P) soit une catégorie fibrée sur le site étale de X est assez
clair. Par définition, si L est un objet de A (P) de projection X', (p, (L), u)
est une banalisation de P’. On a donc un morphisme cartésien

AP)—b(P)°, Lws(p,(L)",u). )

Celui-ci est pleinement fidéle, car le morphisme 4,, x <~ p, (%, p) qui
le lie est un isomorphisme, puisque p est propre a fibres géométriques
connexes. Il reste & prouver que (2) est essentiellement surjectif. Or, si
(V,0: P—P(V)) est une banalisation de P, le Module inversible
L=v*(O(1)) est muni d’un isomorphisme p,(L)—— V, ce qui prouve
que (¥, v) est 'image de L par (2). D’ou la conclusion, car la classe de
Popposée b(P)° de b(P) est 'opposée de celle de b(P) (IV 3.3.2(iii)).

4.8.2. Cette remarque va nous permettre de donner de d(P) une
description ne faisant pas intervenir de gerbes. Par construction méme,
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la gerbe A(P) est une sous-gerbe maximale de l'image directe par
p: P— X de la gerbe des Modules inversibles sur P, (III 2.1.3, II 3.1.5).
En traduisant «gerbe des Modules inversibles» par «gerbe des torseurs
sous %, », on trouve donc que A(P) est une sous-gerbe maximale de

I'image directe
8 p,(TORS(P, 4, ,)

de la gerbe des torseurs sur P sous %, . D’aprés (3.1.5), A(P) définit

donc une classe
teH°(X,R'p, (%, »))- 1)

4.8.2.1. On sait caractériser ¢t de la maniére suivante. Soit {X; — X}
une famille couvrant X et soit, pour tout i, un Module inversible trés
ample L; sur P x yX; tel que le morphisme P x yX; — 2(p;, (L)) soit un
isomorphisme. Alors L; définit une classe s,e H'(P x xX;, %, p, ,x) dont
limage dans R'p, (%, p)(X)) est notée t;. D’aprés (3.1.5), la classe ¢ est
caractérisée par la condition que sa restriction a chacun des X; est ;.
Ceci dit, d’apres la description en termes de gerbes du morphisme de

transgression o . i
H (X’R p*(gm,P))_)H (X’p*(gm,l’))’ (2)

'image de la classe ¢ est tout simplement la classe de la gerbe A(P).
Utilisant maintenant (3.2.1), qui nous assure que le morphisme (2)
coincide avec celui que I'on définit en algébre homologique, on conclut
ce qui suit en appliquant (4.8.1).

Proposition 4.8.3. Si P est un fibré de Severi-Brauer et si te
H°(X,R'p,(%,, p)) est la classe attachée a P par (4.8.2.1), la classe d(P)
de la gerbe des banalisations de P est I'image de ¢ par le composé

HO(Xa Rl p*(gm,P))_d’ HZ(X9 p*(gm,P))—’v'Hz(X’ gm,P) (1)

ou d est la transgression et ou I'isomorphisme est induit par Iiso-
morphisme 4, x——p_(%,, p). Pour que P soit banal, il faut et il suffit
que d(P) soit nulle.

4.9. Groupe de Picard et groupe de Brauer

Nous donnons ici la démonstration d’une assertion de [B III 5.4 (b)].
Soient X un schéma et X, le site fppf de X, dont les objets sont les
X-schémas localement de présentation finie, la topologie étant engendrée
par les familles surjectives {X;— X} telle que chaque morphisme
{X;— X7} soit plat et localement de présentation finie. Soit f: X —» Y un
morphisme de schémas quasi-compact et quasi-séparé tel que le mor-
phisme Oy — f, (O,) soit un isomorphisme. La suite spectrale de Leray
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du morphisme de sites f,;: X, — Y, fournit alors une suite exacte

0— Pic(Y) — Pic(X) > H°(Y, R! 9.))—H*(Y, %, y). 0))

pl*(
En effet, le morphisme ¥, y—f,,(%, x) induit un isomorphisme
G, y(Y) =14 (%n, x)(Y') pour tout Y-schéma plat Y’, ce qui suffit
a impliquer que les morphismes

H (Y,%, )= H(Yf,,&, ), 20, )
sont des isomorphismes. Par définition. on a
Pic(X/Y)=H°(Y,R"f, (%, %)) )
d’ou un morphisme de transgression
d: Pic(X/Y)—>H*(Y, %, y). @)

Les groupes de cohomologie sont pris au sens du site fpp fde X, mais,
puisque %, est lisse, ils coincident avec ceux du site étale de X [BIII
Appendice].

Grothendieck démontre dans [BIII 5.4] que, sous certaines con-
ditions, I'image de d est contenue dans celle de Br(Y). Pour cela, il
considére une classe xePic(X/Y). Par l'interprétation du morphisme
(4) en termes de gerbes, on sait que d(x) est la classe de la gerbe D(x)
dont les objets de projection Y'/Y sont les Modules inversibles L sur
X'=Xx Y’ dont la classe dans R'f, (%, ,)(Y’) est la restriction de x
a Y'. Supposons que, pour tout objet L de D(x) de projection Y'/Y,
le faisceau f (L) soit localement libre sur Y’ et que sa formation commute
a tout changement de base; cette condition est manifestement satisfaite
dés qu’elle I'est pour une famille L, d’objets de D(x) dont les projections
Y; couvrent Y. Dans ce cas, 2(f;(L)") est un fibré de Severi-Brauer, ce
qui donne un morphisme D(x) — SB(Y) de la gerbe D(x) dans le champ
des fibrés de Severi-Brauer sur Y; ce morphisme étant lié par le mor-
phisme nul, il définit & isomorphisme unique prés un fibré de Severi-
Brauer P et ’on a par construction un morphisme D(x) — b(P) a valeurs
dans la gerbe des banalisations de P. De plus, ce morphisme est lié
par le morphisme identique de %, y, ce qui prouve que I'image d(x)
de x par d est la classe de b(P), donc appartient a Br(Y). La proposition
suivante résulte alors du fait que, sous ses hypothéses, toute classe
xePic(X/Y) est différence de deux classes x’ et x” satisfaisant a la
condition ci-dessus, [EGA 111 2.2.1, 7.9.13].

Proposition 4.9.1. Soit f: X — Y un morphisme projectif, plat et de
présentation finie tel que Y soit quasi-compact et tel que Oy —f,(O,)
soit un isomorphisme. Alors I'image de I'application d: Pic(X/Y)—
H*(Y, %,) est contenue dans Br(Y).



Chapitre VI

Liens et 3-cohomologie

§1. Effacabilité

Dans ce paragraphe nous prouvons la proposition suivante, qui est
fondamentale pour le paragraphe suivant. La structure de la démonstra-
tion est donnée dans (1.11.1).

Proposition 1.1. Soient E un U-site et L un lien sur E. Si le centre C
de Lest un objet injectif de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens,
alors L est réalisable [autrement dit, il existe une L-gerbe, autrement
dit H2(L)%0].

1.1.1. D’aprés (V 1.2.4 et 1.4.2), on peut remplacer E par le U-topos
associé et donc supposer que E est un U-topos, dont on choisit un objet
final noté S. Puisque L est localement représentable, il existe une famille
couvrante {T;— S} telle que, pour tout i, la restriction de L a T; soit
représentable. Soit T la somme directe des T;. Le morphisme

f: T-S (1)

est couvrant car il est dominé par une famille couvrante. Par ailleurs,
la restriction de L a T est représentable. En effet, les représentants de
L forment une gerbe REP(L) (IV 3.2.2), donc, en particulier REP(L)
est un champ, donc, d’aprés [D 9.27] et (0 2.6 (iv) (b)), le foncteur produit
des foncteurs images inverses

REP(L), = H REP(L)y,
iel
est une équivalence, car {T; — T} est couvrante. Nous avons donc prouvé
le lemme que voici.

Lemme 1.2. Sous les hypothéses de (1.1), si, de plus, E est un U-topos,
il existe un morphisme couvrant f: T— S et un représentant (4, u:
lien(4) —— LT) de la restriction de L a T, ou S est I'objet final de E.
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1.3. Nous désignerons par
Simpl 1)

la sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles dont les objets

sont les intervalles
4,=[0,n] de A, neA. 2

Nous considérerons certaines des applications suivantes, ne A",

qi: 40— 4,, O0=<iZn,

0 3)
4 0)=i,
4 4, —>4,, O0<i<j<n,
P @)
4,;0)=i, gq;1)=j,
g’*: 4,—4, O0ZLi<j<k=n, 5
g O)=i, g*()=j, q*Q2)=k,
”“ 4;,—4,, 0<i<j<k=I=n,

©)

WMO=i, @M =i, @Ok @M=L,

pi: 4,_,—4,, 0=ZisZn,
Pi(G)=j si j<i )
pi()=j+1 si j=i.

De plus, nous choisissons un foncteur qui commute aux produits

[T]: (Simpl)° - E, (8)

et qui vérifie
[(T](4y)=T. )

Nous posons
[T]4,)=T,, n=0, [doncT,=T1], (10

(donc T, est la puissance (n+1)-iéme de T dans E) et nous désignons
par les mémes symboles les applications (3) a (7) et leurs images par [T]
(lesquelles vont donc «en sens inverse»).

1.4. 1l est temps de préciser comment les champs avec lesquels nous
travaillons sont munis de scindages. Par construction, on a un mor-
phisme de champs scindés

lien: FAGRSC—LIEN (IV1.1.5(5)) 1)

ou la fibre de FAGRSC en X eOb(E) est la catégorie des faisceaux de
groupes sur le site Ey, le foncteur image inverse associé¢ a une fléche
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m: X — Y étant la composition avec le foncteur naturel Ey — E ;. Par
ailleurs, L est un objet de la fibre de LIEN en 'objet final S IV 1.1.6.1);
grice au scindage de LIEN, il définit une section cartésienne L' de LIEN
au dessus de E. La gerbe REP(L) des représentants de L (définie grace
a L (IV 3.2.1)) a donc pour objets de projection XeOb(E) les couples
(A,u), ou A est un faisceau de groupes sur E,, ou u: lien(4)—— L¥
est un X-isomorphisme dans LIEN, et ou L' désigne I'image inverse
de L par le morphisme final X — S. Il en résulte immédiatement que
REP(L) est munie d’un scindage tel que I'image inverse de (A4, u) par
m: Y— X soit (A™,u™) ou A™ est la restriction de 4 a4 Y et ou
u™: lien(A)" —— (L*)™ est la restriction de u & m (image inverse par le
scindage de LIEN) et s’écrit aussi u™: lien(4A™)—— L¥, car (1) est un
morphisme de catégories scindées. Enfin, si 4 et B sont deux faisceaux
de groupes sur Ey, X€Ob(E), un A-B-bitorseur (II11.5.3) sera con-
sidéré comme un faisceau d’ensembles sur E,y muni d’opérations de A4
et B, plutét que comme un objet du topos E y; d’ou, encore une fois,
un scindage canonique.

Lemme 1.5. Sous les hypothéses de (1.2), soit TeOb(E) et soit
(A, u: lien(4)—— L,) un représentant de la restriction L, de L a T.
Pour tout couple (n, i) d’entiers, 0 <i<n, notons

(AL, ui: lien(4))——L,) (1)

I'image inverse de (4, u) par ¢;: T.—> T, [T,=T, (1.3)]. Soient i, j, n
des entiers, 0<i<j<n. Il existe un A:-A!-bitorseurs P sur T,, unique
a isomorphisme prés, tel que I'isomorphisme naturel

n(BY): lien(4)—>lien(4})  (IV3.2.5) 2
soit égal au composé (u})~!-ul.

En effet, la catégorie des Ai-Ai-bitorseurs sur T, vérifiant la con-
dition de I’énoncé est équivalente d’aprés (IV 5.2.5) a celle des L, -
morphismes T/ — T* ou T’ (resp. T%) désigne la gerbe des A’-torseurs
(resp. A;-torseurs) sur le site E . . Or la gerbe HOM, (T’, T') des L,-
morphismes de T’ dans T est liée par le centre C, de L, (IV 2.3.2 (iii)).
Or C, est la restriction a T, du centre C de L, donc est un objet injectif
de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur 7,, donc
HY(T,, C,)=H?*(T,, C,)=0. D’aprés (IV 3.4.2) (II1 3.5.4) et (111 2.5.2), la
fibre en T, de la gerbe H a donc un objet et, 4 isomorphisme prés, un seul,
d’ou le lemme car cette fibre est la catégorie des L,-morphismes T/ — T".

1.6. Jusqu’a la fin de ce paragraphe, nous choisissons un représentant
(A, u) de la restriction Ly de La T et un A9-A}-bitorseur P sur T, vérifiant
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la condition de (1.5). Soit

BY, 0<i<jsn (1)

n

limage inverse de P par g7: T, — T, (1.3 (4)). Par transitivité de l'image
inverse, P/ est un A.-Al-bitorseur sur T,, car on a (dans (Simpl)° et

dans E) o i i T e
@ qi=q, di-gi=q), O0=isjsn. @

De plus, toujours par transitivité de 'image inverse (1.4), le bitorseur
Pl vérifie la condition de (1.5). Posons
PiAP*=PiRpk  0<i<j<k<n. 3)

Cest un A!-A*-bitorseur qui, d’aprés (IV 5.2.6), vérifie la condition
de (1.5). Prenons n=2. D’apres (1.5), il existe un isomorphisme de A3-A3-

bitorseurs sur T,
m: P201/\P212—~>P202. (4)

Notons que, par la propriété universelle du produit contracté (II11.3.1),
la donnée de m équivaut a celle d’un morphisme

m: P201 % P212—>P202 (5)
tel que, pour tout XeOb(E,,) et pour tout

(a,p, b, q,c)e(49 x B! x A} x B}* x A})(X),
on ait
m(apb,b~'qc)=am(p,q)c. (6)

1.7. Si m est un morphisme tel que (1.6 (5)), on notera
mJ*: BIxP*> P, 0<i<j<ksn, (1)

son image inverse par le morphisme g*: T. — T, (1.3). La source et le
but de m/* sont bien celles indiquées par (1), car on a les relations
(dans (Simpl)° et E)

01 ,ijk ij 12 ijk __ jk 02 ijk __ ,ik . »
42 97 =4,)s 4 4 =ar> 432 47 =4y, O0=is<j

IIA

k<n.  (2)

D’autre part, la formation du produit contracté commute a la localisa-
tion. Donc (1) induit isomorphisme de A4:-A%-bitorseurs

mijk; P pik_~,pik  0<i<j<k<n. 3)

Nous travaillerons avec m plutdét que m en prévision de (1.11) et aussi
pour éviter des choix et des identifications canoniques ...
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Lemme 1.8. Sous les hypothéses de (1.5) et (1.6), il existe un mor-
phlsme m: PzOl X le2—>on2 (1)

vérifiant (1.6 (6)) et tel que le carré ci-dessous soit commutatif

m912 x 23
13301 x P312 x P323 3 P302 X 1_7323
101 x ;123 023
o J= e)
01 13 03
B x B - “mgs 213

ou I'/ désigne le morphisme identique de P et ou mj* est I'image inverse
de m par g¥* (1.7).

1.8.1. Nous allons devoir ajuster m car les Y ont des automorphismes
non triviaux. En effet, d’aprés (IV 1.5.3), on a des morphismes de
faisceaux de groupes sur T,

z: Cy—> AL, i=0,1, 1)

caractérisés par u -lien(z,)=c,, ou c,: lien(C,)— L, est la restriction
a T, du morphisme structural du centre C de L. De plus, z; identifie
C, au centre de A;. En vertu de (111 1.5.6), on a donc des isomorphismes

v;: C;——> Aut(P), i=0,1,
Vo (X)(P)=20(x) P, v (X)(P)=p 2 (x).

Vo="0, 3)

comme il résulte immédiatement de ’hypothése que n(P)=(u)™!-uj,
(1.6) (1.5), qui entraine n(P)lien(z,)=lien(z,), et de la définition de
n(P) (IV 3.2.5(1)). On a donc des isomorphismes de groupes

@

En fait on a

bo(T): C(T)—>Aut(BY), 0<i<j<n, )

par lesquels, pour toute fléche f: T.— T, de E vérifiant g/ f=g*, le
morphisme C(f): C(T,)— C(T)) s’identifie au morphisme

Aut(PY)— Aut(P*) ®)

induit par le foncteur image inverse attaché a f. Enfin il résulte aisément
de (3) et (1.6(6)) que, pour tout xeC(T,) et tout systéme d’entiers

xik . ik = it - (xi x 1) = mid* - (I x x¥), (©6)

ou mi* est le morphisme de (1.7 (1)), ou I” est I'identité de PV et ou x¥
est 'image de x par (4).



§ 1. Effagabilité 353

1.9. Pour tout morphisme m: B** x B'> — B’? comme dans (1.8), on

définit une section
D(m)e C(Ty) (1)

en identifiant D(m) & un automorphisme de BP* et en imposant
D(m)-m3?3 - (m3'2 x I?3)=m3"3 - (I°* x m}?3). )

En effet, par la propriété universelle du produit contracté, le carré
(1.8 (2))définit deux isomorphismes debitorseurs X' A P}? A B?3 —— P?3.
Nous prouverons dans (1.9.1) que, pour tout xe C(T}), on a

D(xm)=d(x) D(m) 3)
ou
dx)=x"(x)"1x*(*)7,  XF=CEy(x), (13(7), 4)

et ou, pour définir x m, on identifie x 4 un automorphisme de B’?. Nous
prouverons dans (1.10) que D (m) est un 3-cocycle du complexe C*(T/S, C)
de (II13.6.7). Ces deux faits entrainent (1.8). En effet, d’aprés (1.6), il
existe au moins un morphisme m et, puisque C est un injectif, le cocycle
D(m) sera un cobord [SGA 4V §5.1.5], ce qui, d’aprés (3), permet de
modifier m de telle sorte que (1.8 (2)) soit commutatif.

1.9.1. Prouvons (3). Par définition, si {i, j, k} U {I} =[0, 3], on a

py=q3*. ®)
Pour accorder les notations (4) et (1.7 (1)), on posera
m'=m{*, {i,j, k}u{l}=[0,3]. (6)

Ceci dit, le diagramme (1.8 (2)) relatif & x m s’écrit
1)301 X }%12 X 1)323 (x3m3) x 123 })302 X &23
101 x (xomo)l 1::1 m! (7)

01, p13 03
B xPB® ——0—h

car les isomorphismes de (1.8.1(4)) sont compatibles avec la localisation

(loc. cit.). Posons
S=x!'-m!-((x*-m3)xI?3). (8)

On a trivialement
S=x'-m! (x3x1?3). (m3x I?3), )
et aussi, par (1.6 (6)),
S=x'-x3-m!-(m3x1?3), (10)
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d’ou, pour les mémes raisons
T=x2-m?-(I°*x (x°-m%)=x2-x°-m? - (I°* x m°). 1)
Par définition, on a D(xm) - S= T, d’ou ’on déduit
D(xm)-x'-x3-m!-(m3xI1*3)=x2-x°-D(m)-m! -(m®x I?3), (12)

ce qui prouve (3), car on peut diviser par m' - (m® x I?3) qui est un épi-
morphisme (cf. 1.6 (5)).

1.10. Prouvons que D(m) est un 3-cocycle. Remarquons d’abord que
les dix morphismes

@t T~ T, 0si<j<ks4, (13(5), M

donnent naissance, par image inverse, au diagramme ci-dessous, ou I’'on
adopte les notations de (1.7 (1)), & ceci prés que I'on a supprimé les
indices inférieurs qui sont tous égaux a 4. De plus, I désigne le mor-
phisme identique de PY.

JO1 x [12 5 234

POl X P12 x P23 X P34 > POl X P12 X P24
mO12 x [23 5 [34 mO12 x [24
PO2 5 p23 5 p34 192 x m234 , P2 x p24
JO1 5 124
JO1 5 m123 x [34
m023  [34 m024
‘ 3
JO1  m134
POI X P13 X P34 POl X Pl4 .
mO13 x [34 mo14
3 v
P03 X P34 N P04

mo34

1.10.1. Nous allons donner des noms aux six composés possibles,
lesquels, en fait, ne sont que cinq car la face supérieure du cube est
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visiblement commutative. On pose
A=m024([02 X m234)(m012 X 123 X I34)
=m°24(m°12 X 124)(101 X 112 X m234)
B=m034(m023 X I34)(m012 X 123 X 134)
C=m034(m013 X 134)(101 X m123 % I34)
D=m014(101 X ml34)(101 X m123 X 134)
E=m014(101 X m124)(101 X 112 x m234)_
Nous allons relier les cinq faces restantes du cube aux images inverses

du carré (1.8 (2)) par les projections py: T, — T;, 0<i<4. Pour cela,
remarquons que l'on a les relations

¢f*pi=q/", 0si<j<ks3, 0=r=4 @

ou, pour 0=x=3 et 0=r=4, on définit x’ par
X'=x si x<r et x'=x+1 si xr, 3)
voir (1.3). Posons encore
X'=C(py)(D(m), 0<i<4, @
ou D(m)e C(T;) est la section définie, d’aprés (1.9 (2)), par
D(m)-m3?3 - (m3'? x I?3)=m3"3 - (I°* x m{?3). %)
Par définition de m/* (1.7 (1)) et B¥ (1.6 (1)), par transitivité du change-

ment de base (1.4) et les formules (1) et (2) et enfin par (1.8.1(5)), la
formule (5) donne, en appliquant le foncteur image inverse défini par p3,

XO m134(m123 X 134)=m124(112 X m234). (6)
En multipliant & gauche par le morphisme I°!, on trouve la relation
(IOI X XO)(IOI X m134)(101 X m123 X 134)=(101 X m124)(101 X 112 x m234), (7)

qui exprime le défaut de commutativité de la face arriére du cube. En
vertu de (1.8.1(6)), on a

m014(101 % X0)=X0 m014.

4

En composant 4 gauche par m°4 on déduit donc de (7) la relation

X°D=E. (®)
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L’image inverse de (5) par p) donne la relation
X'mO34m°23 x I3%)=m°24(1°2 x m?3*)  (face avant); 9)
en composant a droite par m°'? x I?3 x I*4, on trouve
X'B=A. (10)
L’image inverse de (5) par p2 donne la relation
XZ2mO34m3 x P =m®"*(I°* x m*3%)  (face du bas). (11)
En composant a droite par I°! x m'?3 x I**, on trouve
X2C=D. (12)
L’image inverse de (5) par p3 donne la relation
X3mO24(m®'2 x I**)=m°'*(I° x m'**)  (face de droite).  (13)

I°' x '2 x m?34, on trouve

En composant a droite avec
X3A=E. (14)
L’image inverse de (5) par p} donne la relation
X4m°23 (m®12 x 123)=m®13(I°' x m'23),  (face de gauche), (15)
d’ou, en multipliant a droite par I34
(X% x I3%)(m°23 x [34)(m®12 x [23 x [3%)
=(m°13 x [3%)(I°! x m'23 x [3%). (16)

En vertu de (1.8.1(6)), on a m®3*(X* x I**)=X*m"3*. En composant

a gauche (16) par m°3*, on trouve donc
X*B=C. 17)
D’ou
E=X°X’X*B=X?X'B. (18)

Il est clair que B est un épimorphisme de faisceaux (1.6), donc (18)
entraine que D(m) est un 3-cocycle, ce qui achéve la preuve de (1.8).

Proposition 1.11. Soient E un U-site standard (02.5.2), S un objet
final de E et
[T]: (Simpl)° — E (1)
un foncteur qui commute aux produits. On pose

T,=[T]4,, n=0, )
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et 'on désigne par les mémes symboles les applications définies dans
(1.3) et leurs images par [ T]. Soit A un faisceau de groupes sur T, et soit

AL (©)
son image inverse (1.4) par ¢': T,— T,, 0<i<n. Soit P un A?-A}-
bitorseur sur T; et soit pi @
son image inverse par ¢¥: T, > T;, 0<i<j=<n, laquelle est un A}-4;-
bitorseur (1.4) (1.6 (2)). Soit
m: 1)201';\12})212_“'+P202 (5)
un isomorphisme de AJ-A3-bitorseurs et soit
m: B! x B2 — B? (6)
le morphisme correspondant (1.6 (5)). On note
mijk: E'ij x I:jk — Pnik (7)

limage inverse de m par g¢’*: T, — T,, 0<Si<j<k=n. On suppose que
le morphisme final T, — S est couvrant et que

m323 . (m312 x 123)=m313 . (I°* x m}?3),  (1.8(2)). ®)

Alors il existe une E-gerbe scindée G, un te Ob(G(T)), un isomorphisme
de faisceaux de groupes sur T,

it A—> Auty (1) )
et un isomorphisme de A?-A]-bitorseurs sur T,
w: Isomy (t],t)) —— P, (10)
ou . '
t, (11)

est 'image inverse de ¢t par g': T,— T,, 0<i<n, de telle sorte que m
s’identifie par (10) a 'accouplement de composition:

Isomy, (13, t3) x Isomy. (3, t3) — Isomy (13, £9). (12)

1.11.1. Montrons comment (1.1) résulte de (1.11). D’aprés (1.1.1) il
suffit de prouver (1.1) lorsque E est un U-topos, [donc un U-site
standard]. Le lemme (1.2) fournit un morphisme couvrant T, — S, un
foncteur [T7], un faisceau de groupes A sur T, et un isomorphisme de

h
tens sur To u: lien(4)—> L. (1)
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Le lemme (1.5) fournit un bitorseur P et (1.8) fournit un isomorphisme
m vérifiant (8). Soient M le lien de la gerbe fournie par (1.11) et M, son
image inverse par le morphisme final T, — S. Pour prouver (1.1), il suffit
de construire un isomorphisme L~ M. On a des isomorphismes de liens
sur T

0 M, — lien(Aut,, (1) —2— lien(4) —“> L, )

ou b~ !=lien(i) et ou a fait partie de la définition de M (IV 2.2.2.2). Il
suffit de prouver que uba est compatible avec les données de descente
naturelles [D 9.8] dont sont munis L, et M,. En effet, par hypothése
T, — S est couvrant et, par construction, les liens forment un champ.
Puisque le champ des liens est scindé, la condition susdite est simplement

u'b*at=u’b°a’ 3)

ou I'exposant i désigne 'image inverse par pi: T, —» T, 0<i<1. Or, en
vertu de (1.5(2)), on a u'=u®n(P); puisque w est un isomorphisme de
A9-Al-bitorseurs on a

n(P) b*=b°n(Isom(x], x?)) e
et, en vertu de (IV 2.2.2.2, 2.5.2, 3.2.5), on a
n(lsom(x}, x?)) a'=a®, (5)

ce qui achéve la preuve de (3) et réduit (1.1) a (1.11).
On notera que I'argument ci-dessus prouve le corollaire suivant.

Corollaire 1.11.2. Sous les hypothéses de (1.11), I'isomorphisme
n(P): lien(4})—>lien(4?9), (IV3.5.2) (1)

est une donnée de descente sur lien(A) relativement a T, — S. La gerbe
G est liée par le lien sur S obtenu par descente.

1.11.3. Prouvons (1.11). Définissons d’abord un faisceau de catégories
G sur E. Pour tout XeOb(E), on pose

Ob(G)(X)=Hom(X, Ty) (=T,(X)). 1)

Pour tout couple (x, y) d’éléments de Ob(G)(X), on définit
[x,y]leHom(X,T) par x=q;-[x,y], y=qi-[xy], (2
ce qui est licite car le foncteur [T] commute aux produits. On pose alors

Hom(y, x)=P([x,y]), (nota [x,y]€Ob(E,,)). 3)
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Notons que Hom(y, x) est I’ensemble des sections du bitorseur obtenu
en restreignant P & X par [x, y]: X — T,. Si x, y et z sont des ¢€léments de
Ob(G)(X), on définit
[x, y.zZleHom(X, T,) 4
par
x=qg'[x,y,z], y=q12-[x,y,z], qug'[x,y’z], (5)

ce qui est licite car [T] commute aux produits. Par définition des BV
(1.11(4)) (1.4), l1a valeur en l'objet [x,y,z] de E,;, du morphisme de
faisceaux m de (1.11(6)) s’écrit donc

Hom(y, x) x Hom(z, y) - Hom(z, x). (6)
On notera

(.8 f*g, (7

Papplication (6). Il est immédiat que la relation (1.11 (8)) signifie que cette
«loi de composition non partout définie» est associative. Par ailleurs,
m provient d’un isomorphisme de bitorseurs (1.11(5)). Or (6) est déduit
de m par passage aux sections sur [x, y, z]€Ob(E ;). Il en résulte que
les applications «translations»

Hom(y, x) » Hom(z,x), fr>f*g, geHom(zy)
Hom(z, y) - Hom(z,x), g+ f*g, feHom(y,x)

sont bijectives. Par des arguments standards, il en résulte que les formu-
les (1), (3) et (6) définissent un groupoide G(X), modulo vérification que,
pour tout xeOb(G)(X), ’ensemble Hom(x, x) est non vide. Or, par
définition, c’est ’ensemble des sections du bitorseur Q déduit de P par
restriction suivant [x, x]: X — T;. On a évidemment g% - [x, x, x]=[x, x],
0=<i<j=<2. Par restriction suivant [x, x, x]: X — T,, 'isomorphisme m
de (1.11(5)) fournit donc un isomorphisme de B-bitorseurs Q R 00,
ou B est la restriction de 4 suivant x: X — T, car on a (5). Donc Q est
trivial, donc Hom(x, x) est non vide. Nous avons donc construit, pour
tout XeOb(E) un groupoide G(X). Pour toute fleche ¢: X'— X, on
définit des applications

Ob(G)(X)— Ob(G)(X"), XwsXt,
Hom(x, y) »Hom(xt,y1),  fwP@)(f),
ou t est considéré comme un morphisme d’objets au dessus de T;
t: [xt,ty]—[x,y], ®

ce qui est licite, car [xt, yt]=[x, y]-t (cf. (2)). Il est immédiat que les
applications (7) sont compatible avec les lois de composition. Ce sont
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donc des foncteurs car G(X') est un groupoide. D’ou un faisceau de
groupoides G.

1.11.4. Considérons G comme un préchamp scindé (II 2.2.1), et soit
g: G— G’ un champ associé a G (II 2.1.3). On peut supposer que G’ est
scindé et que g est un morphisme de catégories scindées (II 2.2.6.1). Les
formules de loc. cit. montrent que les fibres de G’ sont des groupoides.
De plus, par construction, Ob(G)(X) est non vide, donc aussi Ob(G')(X),
dés que X appartient au raffinement de E engendré par T, (c’est bien un
raffinement car on a supposé que T, — S est couvrant). Puisque G est un
préchamp, le foncteur g: G — G’ est pleinement fidéle (II 2.1.3.3) et, par
ailleurs, g est localement surjectif sur les objets (II 2.1.3 (ii), 1.4.1.1). Pour
prouver que deux objets quelconques de G'(X) sont localement isomor-
phes, il suffit donc de prouver que G posséde la méme propriété et 'on
saura alors que G’ est une gerbe. Or, si x et y sont deux objets de G(X),on a

Hom,(y, x)=P|[x, y], (1)

ou le second terme désigne la restriction de P suivant [x,y]: X > T,
(1.11.3(2)). En effet, on a défini Homy(y, x) (12.6.2.1) en posant, pour
tout objet t: X' — X

Homy(y, x)(t)=Hom(yt, xt) (1.11.3(7)), ?)
donc

Homy (y, x)(t)=P([xt, y t])=P([x, y]t)=(PI[x, y])(2),

d’aprés (1.11.3 (8)). Enfin P est un torseur, donc admet localement une
section, donc aussi Homy (y, x), donc x et y sont localement isomorphes.

1.11.5. Le foncteur g: G— G’ étant pleinement fidéle induit des
isomorphismes de faisceaux Homy(x, y)—— Homy(g(x), g(y)) compa-
tibles avec la localisation et les accouplements de composition (I 2.6.2.1).
Pour achever la preuve de (1.11), on pourra donc travailler dans le
préchamp G et I'on posera

t=idy, teOb(G)(Ty)=Hom(T,, T). (1)

Drapres (1.11.4 (1)), Hom(t, t) est un A-bitorseur, car gj - [t, t]=t=idp;
de plus, il a une section, a savoir le morphisme identique I de ¢t dans
G(T,), d’ou un isomorphisme de A-torseurs a droite:

i: A—=>Hom(t,t), i(@)=Ia. )

Nota: on désigne par * la loi de composition de G(X) et par rien du
tout les opérations déduites de la structure de bitorseur de P. Montrons
que (2) est un morphisme de groupes. Pour tout XeOb(E ) et tout
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ac€ A(X), on a, en vertu de (1.6 (6)), IaxI=1I=*al, donc Ia=al. Donc
i(ab)=Iab=IabxI=Iaxbl=I1axIb=i(a)*i(b). Envertude(1.11.4(1)),
ona

Hom e}, 1) =P, 3)
car [t0,t{]=idy, d’aprés (1.11.3(2)). Prouvons que (3) est un isomor-
phisme de Al-torseurs a droite, ou ce groupe opére sur Hom(t, t?)
grice a (2) et a la composition des morphismes. Pour tout objet X de
E,r,, tout ae A{(X) et tout pe P(X), on a, d’aprés (1.6 (6)), paxI=p=al,
donc pa=p=*i(a), car on a vu que al=Ia. On procéde de méme pour
les opérations de A?. Enfin, on achéve la preuve de (1.11) en notant que,
par construction de G, l'accouplement de composition (1.11(12)) est
égal a m.

§ 2. L’obstruction c(L)e H? (C) attachée a un lien L de centre C

Lemme 2.1. Soient L un lien, C son centre,
0->C—5I1—-450-0 (1)
une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens et
p: LxI—->M, M=LKI, (IV 1.6.1), 2

le morphisme naturel.
(i) On a une suite exacte de liens (IV 4.1.1)

ou u est le composé
L0, [ xI-25M (IV142) Q)

et ou v est caractérisé (IV 1.6.1) par la condition que le composé v p:
L x I — Q soit égal a
jepr,s LxI—Q. (5)
(i) Le morphisme
d: I1-M, d=p-inj,, (6)

identifie I au centre de M et au centralisateur de u. De plus, le morphisme
i (resp. j) est le morphisme induit par u (resp. v) sur les centres.

On rappelle que M =L A I est défini comme le conoyau du couple de

morphismes
P (@ 1),(L,): C3LxI, )
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ol ¢: C — L est le morphisme structural. Prouvons (i). D’apreés (IV 1.4.1,
1.5.3 et 1.6.3), il suffit de prouver le méme énoncé dans la catégorie des
faisceaux de groupes, ou il est trivial. Par ailleurs, (ii) résulte de (IV 1.6.6).

Lemme 2.2. Soit un diagramme commutatif de faisceaux de groupes

abéliens , ,
0-C——I1—-150-0

b g

0-C—>I'—5>0 -0
dont les lignes sont exactes. Soit un diagramme commutatif de liens

L—<-C

g s el

LI — C/
tel que ¢’ soit central et tel que (C, ¢) soit a la fois le centre de L et le

centralisateur de f.
(i) On a un diagramme commutatif de liens

M—25Q
'I I" M=LRI, M'=LAI, 3)
MIT’Q’

ou ¢ est défini par ¢ - p'=p - (f x h), (notations de (2.1)). De plus, le centra-
lisateur de ¢ est le centre I de M.

(ii) Si M est réalisable on a un diagramme commutatif
H*M)—2 H*(Q) %> H3(C)

A el e
H>(M')—par> H*(Q) —~ H?(C)

ou d et d’ sont les cobords attachés aux suites exactes de (1).

La commutativité de (3) résulte de la propriété universelle du produit
contracté M'=L R I'. D’aprés (2.1 (ii)), le centre de M est I et C’est égale-
ment le centralisateur de ¢t d’aprés (IV 1.6.4). Les correspondances
attachées aux morphismes de (3) sont ici des applications en vertu de
(IV 3.1.5) et le carré gauche de (3) est commutatif d’apres (IV 3.1.5.2). On
obtient le carré droit en identifiant, par (IV 3.4.2), les groupes H?(Q) et
H?(Q’) a ceux définis en algébre homologique.
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Théoréme 2.3. Soient L un lien et C son centre.

(i) 11 existe une unique classe c(L)e H3(C) telle que, pour toute suite
exacte (2.1(1)), 'ensemble {c(L)} contienne limage de Iapplication
composée

H*M)—2 H?(Q)—4> H3(C), M=LKI, 1)

ou v est le morphisme de (2.1(2)) et ou d est le cobord attaché i la suite
exacte (2.1(1)).

(ii) Pour que L soit réalisable (autrement dit H*(L)=) il faut et il
suffit que ¢(L)=0.

2.3.1. Choisissons une suite exacte (2.1(1)) telle que I soit un objet
injectif de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens, ce qui est
possible d’aprés [SGA 4 V]. D’apreés (2.1 (ii)), I est le centre de M, donc
H?(M) est non vide d’apreés (1.1). Soient x et y deux éléments de H?(M).
Puisque I est le centre de M, il existe he H*(I) tel que x=hy, (IV 3.3.3).
De plus, d’aprés (IV 3.34),0n a

v ()= (h) - v (y)

car j est le morphisme induit par v sur les centres (2.1 (ii)). Les isomorphis-
mes de (IV 3.4.2) étant fonctoriels, on a dj® =0, donc les images de x
et y par (1) sont égales. L’image de (1) est donc réduite a un élément que
I’on notera c(L).

2.3.2. Soit maintenant une suite exacte
0->C-T1r—-450-50 )

de faisceaux de groupes abéliens. Puisque I est injectif, il existe un dia-
gramme commutatif tel que (2.2 (1)), oo C=C’ et ou g=id.. On peut
appliquer (2.2 (ii)) en prenant L=L et f=id, car M est réalisable (cf.
supra). D’ou I'on déduit que I'image de I’application (1) attachée a (2)
est contenue dans {c(L)}, ce qui prouve (i).

2.3.3. Prouvons (ii). Puisque M est réalisable et que le centre de M
est le centralisateur de u: L— M (2.1(ii)), la relation u® est fonctionnelle
(IV 3.1.5). Si H%(L) est non vide, le composé

H?(L) 2 H>(M)—2— H%(Q)

a donc pour image la classe unité, car vu: L— Q est le morphisme unité.
Donc ¢(L)=0. Inversement, supposons que c(L)=0. Il existe un mor-
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phisme de gerbes m: F — G lié par v: M — Q, car M est réalisable et v
surjectif. De plus, si ge H?(Q) est la classe de G, on a d(g)=c(L)=0
d’aprés (i). Donc q=0 car H?(I)=0, donc Q est triviale. Soient alors s
une section de Q et L(s) le lien de la gerbe des relévements de s par rap-
portam: F — G, (IV 2.5.5). D’apreés loc. cit., on a une suite exacte de liens

1-L(s)>M Q1.

Drapreés (IV 4.1.7), on a donc un isomorphisme L(s)~ L, car il est clair
que Q opere trivialement sur L (IV 4.1.6 (iii)). Donc L est réalisable.

Corollaire 2.4. Soit f: L — L un morphisme de liens tel que le centrali-
sateur de f soit le centre de L (IV 1.5.4 (5)) et soit g: C'— C le morphisme
induit par f sur les centres. On a

g2 (c(D)=c(L). (1)
En particulier, si L est réalisable il en est de méme de L.

Il existe un diagramme commutatif tel que (2.2 (1)), dans lequel I

et I’ sont injectifs. De plus, M=L A I est réalisable car son centre est I
(2.1(ii)) et car H*(I)=0 on a donc le diagramme commutatif de (2.2 (4)).

D’ou la formule (1), d’aprés (2.3), car M'=L A I’ est réalisable.

Remarque 2.5. Sous les conditions de (2.4), la relation f® est fonc-
tionnelle et définit une application

f®: H*(L)—> H*(L) (1)

comme on voit en conjuguant (2.4) et (IV 3.1.5). On rappelle que ’hypo-
thése de (2.4) est vérifiée si 'une des conditions suivantes est vérifiée

(i) f+ L— L est surjectif (IV 1.3.4)
(ii) L est abélien o
(iii) g: C’'— C est un monomorphisme et L=L A C, (IV 1.6.6 (i)).

Sous les hypothéses de (2.4), I’étude de 'application f® se réduit a un
probléme de cohomologie abélienne. En effet, si H2(L) est non vide la
classe ¢(L) appartient a Ker(H?(C') — H3(C)). Pour que ¢(L)=0 il faut
etilsuffit que H2(L)soit non vide. L’application (1) est alors un morphisme
d’espaces principaux homogénes compatible avec le morphisme de
groupes H?(C')— H?(C) (IV 3.3.3 et 3.3.4). Quant a I’application induite
par @ sur les ensembles de classes neutres, on peut I’étudier en notant
que f induit un morphisme de liens Int(L)— Int(L) et en utilisant les
résultats de (IV 3.2), [ce n’est plus un probléme «abélien»].
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Corollaire 2.6. Soient L et L deux liens, C et C’ leurs centres.
(i) Cx C estle centre de L x L et (¢(L), c¢(L)) est I'image de ¢(L x L)
par I'isomorphisme
H3(C x C)—» H*(C)x H3(C). (1)
(i) SiC=C,ona
¢(LRL)=c(L) c(L). )
(iii) Si L° désigne 'opposé de L (IV 1.2.5), on a
c(l®)=c(L)~ 3)

En particulier, L A I° est réalisable.

Soient ¢: C — Letc': C' — L les morphismes structuraux. On identifie
Cx C’ au centre de L x L grace au morphisme c¢xc¢': Cx C'—>Lx L.
Moyennant quoi on obtient (i) en appliquant (2.4) aux deux projections
de L x L. On déduit (ii) de (i) en appliquant (2.4) au morphisme structural
LxL—Lk L, car celui-ci induit sur les centres le morphisme C x C — C,
f(x,y)=xy, (IV 1.6.2 et 1.6.6). Enfin on obtient (3) en appliquant (2.4)
a l'isomorphisme L— I? de (IV 1.2.5), car celui-ci induit sur les centres
le morphisme C — C, x+— x~1. D’ou I'on déduit que L X L0 est réalisable
par (ii) et (2.3 (ii)). On peut également prouver ce dernier point directement
en notant que L K0 lie la gerbe dont les objets sont les (4, P, B, u), ou
(A, P, B) est un bitorseur et u: lien(4) — L un isomorphisme de liens.
Le détail est laissé au lecteur.

2.7. Le groupe de Mac-Lane. Soit C un faisceau de groupes abéliens.
On appelle lien de centre C un couple (L, c), ou c: C— L est un mor-
phisme de liens possédant la propriété universelle évidente (IV 1.5.3). Si
(L, c) et (L, c) sont deux liens de centre C, on a un carré commutatif

L—*sLSL

T T (1)

ol u est le composé L, [« [~ 25 LR L, et ou u'=p-inj,, p étant
la projection structurale (IV1.6.1). Il est immédiat que le composé
uc=u'c identific C au centre de LK L (IV 1.6.6). Soit N I’ensemble
des classes a isomorphisme prés de liens de centre C. La relation «il

existe des liens réalisables de centre C, soient R et R’, tels que LKR



366 Chapitre VI. Liens et 3-cohomologie

soit C-isomorphe a L A R’» induit une relation d’¢quivalence R dans N.
En effet, elle est évidlemment symétrique; elle est réflexive car C est
réalisable et L~L K C, et enfin elle est transitive puisque le produit
contracté est associatif (IV 1.6.3 (iii)) et puisque le produit contracté de
deux liens réalisables est réalisable (2.3) et (2.6 (ii)). On posera

ML(C)=N/R. (2)

Nous allons voir que le produit contracté munit ML(C) d’une loi de
groupe abélien. On l'appellera le groupe de Mac-Lane de C. Nous ferons
au chapitre VIII le raccord avec le groupe des classes de II-kernels
introduit par Eilenberg et Mac-Lane [8].

Théoréme 2.8. Le produit contracté munit ’ensemble M L(C) d’une
loi de groupe abélien et I'on a un monomorphisme de groupes abéliens

c: ML(C)— H3(C) 1))
obtenu en associant a tout lien L de centre C la classe c(L) de (2.3).

En vertu de (2.6 (ii)), on a bien une application (1). Elle est injective.
En effet, soient L et L deux liens de centre C tels que c(L)=c(L). Les
liens LOKL et LOKL sont réalisables d’aprés (2.6 (iii)), (2.6 (ii)) et
(2.3 (i1)). Donc les classes de L et L dans ML(C) sont égales car on a un
isomorphisme L X L° K L—» L X L° X L d’aprés (IV 1.6.3). Puisque (1)
est injective, la conclusion résulte formellement de (2.6).

Remarque 2.9. Il est possible que (1) soit un isomorphisme. C’est
en tout cas vrai lorsque I'on prend pour site le topos des IT-ensembles
ou I7 est un groupe appartenant a U: on déduit ceci des résultats d’Eilen-
berg et Mac-Lane sur les extensions de groupes [8]. J'ignore également
si ML(C) est un sous-foncteur de H*(C). Cependant, en vertu de (2.4)
et (2.5 (iii)), ce dernier point serait acquis si I'on prouvait que:

«pour tout morphisme g: C’'— C de faisceaux de groupes abéliens
et tout lien L de centre C', il existe un lien Lde centre C et un morphisme
de liens f: L — Ltel que C soit le centralisateur de fet tel que g: C'—> C
soit le morphisme induit par f'sur les centres». On notera que la réponse
est affirmative si g est un monomorphisme (2.1).

Proposition 2.10. Soient f: E'— E un morphisme de U-sites, L un
lien sur E, C son centre, L I'image inverse de L par f, (V1.2.2) et C' le
centre de L. La classe ¢(L) est I'image de c(L) par I'application composée

H3(E, C)—*> H3(E', f*(C)) <2 H3(E/, C) (1)
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ou f*(C) est I'image inverse de C, ou ¢=H?3(f, C) est le morphisme
induit par f: E'—E (V1.5.3) et ou g: f*(C)— C’ est le morphisme
de (V1.29.3).

2.10.1. On choisit une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens
0>C—>1—-250-0 )

telle que M=L X I soit réalisable [ce qui est toujours possible (2.3 (i)]
et on considére la suite exacte de liens de (2.1(3))

1 >L-—*sM—*>Q—1. 3)

Par image inverse par f: E'— E, on trouve une suite exacte de faisceaux
de groupes abéliens sur E’

0 — C“—'.”—PI”_J.“—> Q”-’O (4)
et une suite exacte de liens sur E’' (V 1.2.7)
1LY 5M' 50" 1. (5)

En vertu de (V 1.5.1), H%(E, *) est fonctoriel par rapport a E, de plus,
dans le cas abélien le morphisme de foncteurs de (V 1.5.1) coincide avec
celui défini en algébre homologique, lequel est compatible avec les
opérateurs cobords, (V1.5.3). On a donc un diagramme commutatif

H*(E, M) —®— H?(E, Q) —*>H*(E, C)

(6)
HZ(E’, M//) u'’(2) HZ(E,, QII) d’’ H3(E/, C//)

ou les fléches verticales sont définies par le morphisme f: E'—E et
ou d (resp. d”) est le cobord relatif a (2) (resp. (4)). Par (2.3 (i)), I'image
de la ligne supérieure de (6) est égale a {c(L)}, car H?(M) . Par ailleurs,
d’aprés (V 1.2.5), image inverse ¢”: C”— L du morphisme structural
¢: C— L est un morphisme injectif et central et, par (V1.2.8), on a un
isomorphisme M"—— L ar qui identifie la suite (5) a celle obtenue
a partir de (4) et de ¢”’: C”"— L par le procédé de (2.1). La conclusion
résultera donc du lemme suivant, qui améliore (2.3 (i)).

Lemme 2.11. Soient L un lien,
0_> CII i’ Iu j“ Q”—‘)O (1)

une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens et ¢”: C'— L un
morphisme de liens injectif et central. Soient ¢’: C'— L le centre de L
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et g: C"— C' le morphisme caractérisé par ¢’ g=c". Soit v"': M"— Q",
M"=L%1", le morphisme naturel (2.1(3)). Si H*(M") est non vide, le
composé . .

H?(M") =25 H2(Q") —4 H?(C") 2 H(C) @
a pour image {c(L)}.

On considére un diagramme commutatif de faisceaux de groupes

abéliens
0__)CII i I// J Q”_"O

] o
0— CI—?—>1,—J—,> Q,—’O
dont les lignes sont exactes et tel que I’ soit un injectif. On conclut en
appliquant (2.2 (ii)) ou I'on prend pour f le morphisme identique de L,
H L /C' ’ 7 :
ce qui est licite car L A I’ a pour centre I', donc est réalisable.



Chapitre VII

Exemples tirés de la Géométrie Algébrique

§ 1. Relévement infinitésimal de schémas lisses

A titre d’application de Iinterprétation du H? abélien en termes de
gerbes, nous donnons une description des obstructions introduites par
Grothendieck dans [SGA 11II], libérée d’une hypothése de séparation
superflue.

1.1. Relévements d’homomorphismes

Soit x: X — S un morphisme de schémas et soit X le premier
voisinage infinitésimal de la diagonale Ay, du produit fibré X x ¢X.
Rappelons que si U est un voisinage ouvert de la diagonale dans lequel
celle-ci est fermée et si I est un Idéal de définition de 4,5 dans U, X
est le sous-schéma fermé de U défini par I'ldéal I?. Le morphisme
diagonal identifie son espace topologique sous-jacent a celui de X et
I'on a donc des morphismes de faisceaux d’anneaux sur X :

Oy <~ Oy (—<:+ Oy 4y

induits par le morphisme diagonal et les projections de X x X.
On désigne par Q% le noyau de &, cest un Idéal de carré nul et,
par suite, les morphismes p, et p, le munissent d’une méme structure de
Oy-Module.

Proposition 1.1.1. Soient encore Y un S-schéma, Y, un sous-schéma
fermé de Y défini par un Idéalde carré nul J et g: Y, — X un S-morphisme.
L’ensemble Hom#(Y, X) des S-morphismes h: Y — X dont la restriction
a Y, est égale a g est un pseudo-torseur sous le groupe

G=H°m0yo(g*(9}r/s)’ J), 1

ou g* désigne le foncteur image inverse de Modules.
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On a un diagramme de faisceaux sur Y;:
0+« g*(Oy) —g*(Oxw) ——g*(Q; X/s) < 0

i )
00y, «0Oy—J0

ou y est I'isomorphisme induit par g. Puisque les espaces topologiques
sous-jacents 4 X et X'V d’une part, Y et Y, d’autre part, sont les mémes,
on a un isomorphisme canonique

Hom# (Y, X)~Hom’(g*(Oy), 0,) 3)

ou le second membre désigne I'ensemble des morphismes de faisceaux
d’anneaux sur Y, compatibles avec y. Pour prouver que Hom’(Y, X)
est un pseudo-torseur sous G, il nous faut d’abord décrire un morphisme

Hom?’(g*(Oy), Oy) x Homg,, (g*(QY;s), J) > Hom”(g*(Oy), Oy)  (4)

noté
(hyuw)r>h-u.

Pour cela, considérons la différentielle extérieure

d: Oy — Qs )
définie par i-d=p,—p,. On définit (4) par

h-u=h+u-d (6)
d’ou, pour une section de Oy, la jolie formule

(k- w)(f)=h(f)+u(df), ™

ou I'on note encore d I'image g*(d) de d par le foncteur g*. Il résulte de
la formule d(fg)=fdg+gdf et du fait que J est de carré nul que h-u
est bien un morphisme d’anneaux h - u: g*(Oy) — Oy; il est compatible
avec y car la ligne du bas de (2) est exacte. Puisque Q) ¢ est engendré
comme Oy-Module par I'image de d, il est clair que h=h-u équivaut
a u=0. Il reste & prouver que si h, Y'eHom(g*(Oy), Oy), il existe un
Oy,-morphisme u: g*(Q%,s)—J tel que K'=h-u. Pour cela, on note
d’abord que les deux projections p,, p,: X’ —= X induisent un iso-
morphisme X (Y)—— X(Y)x xwpX(Y), ceci d’aprés la construction
méme de XV, Il existe donc un unique morphisme de faisceaux d’anneaux
k: g*(Oxw)— Oy tel que (W, h)=(kp,,kp,). 1l suffit maintenant de
prendre pour u la restriction de k a g*(Q}s), laquelle se factorise par J
car h et i’ sont compatibles avec 7.
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1.1.2. Les opérations définies par (1.1.1(4)) et lisomorphisme
(1.1.1(3)) sont évidemment compatibles avec la localisation sur Y et
si I’'on définit un faisceau sur Y par la formule

Hom#(Y, X)(Y')=Hom?# (Y’, X), 1

ou Y’ est un ouvert de Y et g’ la restriction de g a Yy;=Y'nY,, on en
déduit que Hom#(Y, X) est un pseudo-torseur sur Y pour la topologie
de Zariski sous le faisceau de groupes

HomOYO(g*(Qk/s), J). ()]

Par définition, [EGA IV 17.3.1], si X est lisse sur S, Hom8(Y, X) est
en fait un torseur sous le groupe (2). Dans ces cas, Qi{/s est localement
libre sur X et si 'on désigne son dual par gy, on a le corollaire que voici:

Corollaire 1.1.3. Si X est lisse sur S, le faisceau Homé(Y, X) est un
torseur sur Y pour la topologie de Zariski sous le faisceau de groupes

ng*(g)(/s) ®0Y0J- (1)
D’apreés (III 3.5.4), ce torseur définit une classe
PeH'(Y,6) )

dont la nullité est nécessaire et suffisante pour qu’il existe un prolonge-
ment h: Y— X de g: Y,— X. En particulier, si ce torseur est trivial,
par exemple si Y est affine, le morphisme g admet un prolongement,
I'ensemble de ces prolongements étant isomorphe, non canoniquement, &

H(Yy, 8*(@x)) ®oy,J)- 3)

1.14. La formation du pseudo-torseur Homé(Y, X) est «foncto-
rielle» par rapport a X et Y. Tout d’abord, si r: X — X’ est un mor-
phisme de S-schémas, on a un morphisme naturel

r* (@) > Qs (M)
Puisque (1) est compatible avec la différentielle extérieure, le morphisme
Hom#(Y, X) > Hom&(Y, X'), hw>rh, )

est compatible avec le morphisme
Hom,, (g*(2xs). J) > Homg, (g*r*(Q.s), J) ()

déduit de (1). En particulier, si X est lisse sur S, la source de (2) est un
torseur et par (I111.4.6 (iii)) on en déduit que Hom#(Y, X’) est le torseur
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qui se déduit de Hom3(Y, X) par extension du groupe structural
suivant (3).

1.1.5. Par ailleurs, si s: Y'— Y est un morphisme de S-schémas, si
on pose Yy=Y'x,Y, et si g’ est la restriction de g & Y;, le morphisme

s*(Hom#(Y, X)) - Hom#'(Y’, X) 1)
est compatible avec le morphisme de faisceaux de groupes
s*(Homy, (g*(Qs), J) - Homg, (s* g*(QY;s), JOy.), )

comme on voit en prenant I'image inverse par s du diagramme (1.1.1(2)).

Draprés (III 3.4.5), ces deux assertions s’interprétent en termes des
classes de cohomologie (1.1.3 (2)).

Corollaire 1.1.6. Soient S un schéma, S, un sous-schéma fermé défini
par un Idéal de carré nul J et soient X et Y deux S-schémas. Supposons
que X soit lisse sur S. Désignons par un indice 0 I'effet du changement
de base de S a S,,. Pour tout S,-morphisme g,: Y, — X, ’ensemble des
S-morphismes g: Y — X se réduisant suivant g, est un torseur sur Y,

sous
88 (8xo/s0) Pos,J - 1

11 suffit d’interpréter le faisceau de groupes (1).

Corollaire 1.1.7. Sous les hypothéses du corollaire précédent, le
groupe A des S-automorphismes de X induisant I'identité sur X, est
canoniquement isomorphe au groupe

G=HO(X, gxys, ®os,J)- (1)

1.1.7.1. Tout d’abord, ’on sait qu’un S-morphisme X — X qui se
réduit suivant I'identité de X, est un isomorphisme [SGA 11II 4.2], donc,
d’aprés (1.1.6), ’ensemble sous-jacent & A est un torseur sous G. Par
ailleurs, c’est également un torseur sous le groupe A opérant par transla-
tion a gauche. Or, d’aprés (1.1.4), G opére sur A par morphismes de
A-torseurs. Puisque G est abélien, on en déduit, d’aprés (111 1.5.1, 1.5.7),
un isomorphisme de groupes G — A, g~ e - g, ou e est I’élément neutre
de A et ou le produit est pris au sens des opérations de G sur A.

1.1.7.2. Soit encore X' un S-schéma et soient G’ et A’ les groupes
analogues a G et A construits a partir de X'. Si f: X' — X est un S-iso-
morphisme, les isomorphismes y: G'— G et a: A'— A construits par
transport de structure sont compatibles avec les isomorphismes attachés
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a X et X' par le corollaire précédent. Cela résulte encore de (1.1.4) et
de l'explicitation des isomorphismes y et a.

1.2. Relévements de schémas lisses

Théoréme 1.2.1. Soient S un schéma, S, un sous-schéma fermé défini
par un Idéal de carré nul J. Soit X, un S,-schéma lisse. Soit R la catégorie
— dont les objets sont les (X, U, x), o X est un S-schéma lisse, U
un ouvert de X, et x: U — X un S-morphisme tel que le carré ci-dessous
soit cartésien
XU

||

S——35§,

— dont 'ensemble des morphismes de source (X, U, x) et de but
(X', U', x') est vide si U4 U’ et égal a I'’ensemble des S-morphismes
m: X' — X tels que mx=x"isi Uc U’ etsii: U— U’ est 'immersion
naturelle

— et dont la loi de composition est induite par celle des morphismes
de schémas.

Alors le foncteur
R —Ouv(X,) X,U,x)—~U 1)
fait de R une gerbe sur X, pour la topologie de Zariski qui est liée par
le faisceau
G=gxo/50 ®0s‘] (2)

grice aux isomorphismes G(U)—— Aut(X, U, x) de (1.1.7).

Corollaire 1.2.2. 11 existe une classe re H*(X,,, G) dont la nullité est
nécessaire et suffisante pour qu’il existe un S-schéma lisse X et un
So-isomorphisme X x ¢S, — X,,.

Le corollaire est une conséquence évidente du théoréme et de
(IV 3.4.2) car la fibre de la gerbe R en X, est la catégorie des «reléve-
ments» de X,. Il est clair que R est une catégorie fibrée sur la catégorie
Ouv(X,) des ouverts de X,. C’est un champ car on sait recoller des
schémas. Par construction méme, la fibre R(U) de R au dessus d’un
ouvert U de X, est la catégorie des relévements de U a S. C’est donc un
groupoide car un S-morphisme qui se réduit suivant un isomorphisme
est un isomorphisme d’aprés [SGA 1111 4.2]. Deux objets d’'une méme
fibre sont localement isomorphes d’aprés (1.1.6) et pour achever de
prouver que R est une gerbe, il nous suffit de savoir que si U est affine,
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alors R(U) est non vide, ce qui résulte de [EGA IV 18.1.1]. Quant a
l’assertion concernant le lien de R, elle résulte du fait que, pour tout
morphisme m: (X, U, x) - (X', U’, x') de R, le diagramme ci-dessous est
commutatif

Auty (X, U, x) «2— Aut,. (X', U, x)

s

G(U) 55— G(U)

ou les fléches verticales sont celles de (1.1.7) et ou u est obtenu en notant
que le morphisme m est Ouv(X,)-cartésien (comme tout morphisme
appartenant a une gerbe). Cette commutativité résulte immédiatement
de (1.1.4) et (1.1.5).

Corollaire 1.2.3. L’ensemble des classes a isomorphisme prés de
relévements de X, (objets de R(X,)) est un pseudo-torseur sous le
groupe H'(Xo, gxy/s, ®og, J)-

Cela résulte de (III 2.5.1).

1.3. Relévements de torseurs

Dans ce numéro, on considére un schéma S, un sous-schéma fermé
S, défini par un idéal J de carré nul et un S-schéma en groupes G. Pour
tout S-schéma X, on pose X,=X x ¢S,.

Théoréme 1.3.1. Soit Ry un G,-torseur sur S, pour la topologie étale
(resp. de Zariski) et soit Lie(G,/S,)' le Og -module obtenu en tordant
Lie(G,/S,) par R,. Posons

W=Lie(Go/So) ®o,J- )

Si G est lisse, il existe une classe ce H2 (S,, W) dont la nullité est néces-
saire et suffisante pour qu’il existe un G-torseur P pour la topologie
étale (resp. de Zariski) sur S relevant R. Si ¢=0, I'’ensemble des
classes a isomorphisme prés de relévements de Ry est un torseur sous
HZ, (S°, W).

1.3.1.1. On rappelle que, puisque G est lisse, tout G-torseur pour la
topologie f.p.p.f. provient d’'un G-torseur pour la topologie étale, [18]
exp. VI, 11.7, 11.8. Par ailleurs, I'objet tordu Lie(G,/S,) est a priori un
faisceau sur le site étale de S,; mais si 'on pose A=Aut(Lie(G,/S,)),
Papplication H, (S,, 4)— H}(S,, A) est bijective (descente de modules
localement libres) et Lie(G,/S,) est donc défini par un Og -module
localement libre que ’on désignera par le méme symbole.
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1.3.1.2. Si le groupe tordu Gj=Aut; (R) est représentable, (par
exemple si G est affine ou commutatif, ou si la topologie est celle de
Zariski, G étant alors quelconque), on a, par fonctorialité de la torsion:

W =Lie(Gy/S,) ®oy, -

Enfin, si tout G-torseur est représentable (par exemple si G est affine ou
si la topologie est celle de Zariski) on peut remplacer partout dans le
théoréme «torseur» par «torseur représentable».

1.3.1.3. Notons encore que si S; est un sous-schéma fermé de S
défini par un idéal nilpotent K> J tel que J - K=0, (par exemple J=K"
et K"*'=0), on a $§oS§,>8,, les espaces topologiques sous-jacents
étant les mémes. De plus, le faisceau J est alors porté par S,, donc
aussi le faisceau W attaché a un G,-torseur R, qui est alors

W=Lie(G,/S,) ®o, J-

Les groupes de cohomologie qui interviennent dans le théoréme ne
dépendent donc que de la restriction de Ry a S,.

Avant de démontrer le théoréme, notons qu’il implique les corol-
laires que voici.

Corollaire 1.3.2. Si S est affine et G lisse, I'application H'(S, G)—
H'(S,, G,) est bijective, pour la topologie f.p.p.f., la topologie étale et
celle de Zariski.

Corollaire 1.3.3. Si S, est un sous-schéma fermé d’un schéma gffine S
défini par un idéal nilpotent, I’application de restriction Br(S)— Br(S,)
est bijective.

En appliquant le corollaire (1.3.2) au groupe linéaire et au groupe
projectif linéaire, on voit que toute Algébre d’Azumaya sur S, provient
d’une Algébre d’Azumaya sur S, unique a isomorphisme non unique
prés; de méme pour les Modules localement libres; d’ou (1.3.3).

De méme, en appliquant le théoréme aux différents groupes classi-
ques, on en tire des conclusions évidentes concernant le relévement
infinitésimal de modules localement libres, de modules localement libres
munis d’une forme quadratique localement isomorphe a la forme stan-
dard (resp. d’'une forme alternée) etc. Le théoréme s’applique également
aux torseurs sous les schémas abéliens, mais dans ce cas, rien n’assure
a priori que les relévements considérés soient représentables.

Il nous reste a démontrer le théoréme. Nous ne traiterons que le cas
de la topologie étale, le cas de la topologie de Zariski se traitant de la
méme maniére, avec des simplifications évidentes.
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1.34. Soit r: Tors(S, G)— Tors(S,, G,) le foncteur restriction. Il
nous suffit de prouver que la catégorie K des relévements de P, (dont
les objets sont les couples (P, p), ou P est un G-torseur et p: r(P)— R
un isomorphisme), est la catégorie des sections d’une gerbe sur le site
des ouverts de S, et que le lien de cette gerbe est W. Or, puisque W est
un faisceau cohérent, ses groupes de cohomologie pour la topologie
étale et celle de Zariski sont les mémes [SGA 4 VII 4.3]; il nous suffira
doncde construire une W-gerbe K sur le site étale de S telle que K(S,) T K.

Considérons le morphisme
Ji 80,6 8a 1)

entre les sites étales de S, et S qui est induit par I'immersion S, — S.
On a un morphisme t: f*(G) — G, et le composé

Tors(S, G)—— Tors(S,,f*(G)—— Tors(S,, G,),

ou s est induit par fet t’ par t est isomorphe a r. Or le foncteur image
inverse attaché a f est une équivalence de catégories [SGA 4 VIII 1.3];
il en est donc de méme de s et la catégorie K s’interpréte donc a équi-
valence prés comme la catégorie des sections du champ des relévements
de P, relativement au morphisme de gerbes sur le site étale de S, induit

par ¢
TORS(S,, t): TORS(S,, f*(G)) > TORS(S,, G,),

cf. (IV2.5.4). D’aprés (IV 2.5.8 (i), le lemme que voici assure que ce
champ est une W-gerbe, ce qui prouve le théoréme.

Lemme 1.3.5. Avec les notations ci-dessus, si G est lisse, on a une
suite exacte de faisceaux de groupes sur le site étale de S,:

1 Lie(Go/So) ®oy ] =1 *(G)—> Gy — 1 (1)

et les opérations de G, sur le noyau de ¢ sont celles que I'on déduit de
l'action de G, sur son algeébre de Lie.

Puisque le foncteur image inverse attaché a f est une équivalence
de catégories, pour tout faisceau F sur S, ,, le morphisme d’adjonction
f*f,(F)— F est un isomorphisme et, pour prouver I'exactitude de la
suite (1) il suffit de trouver une suite exacte de faisceaux sur S;,

1 £, (Lie(Go/So) ® J)—> G —">1,(Gy)— 1, @)
ou v est le morphisme qui correspond a t. Or pour tout S’ étale sur S, on a

f(Li€(Go/So) ® J)(S)— Homy,, (p* (@5 JOg),  (3)
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ou p: S, — S est le morphisme naturel; en effet, S’ est plat sur S. Soit
L(S’) le groupe qui figure dans (3); d’aprés (1.1.2), on a une bijection

LS)—>T(S), oare-a, 4)

ou e désigne la section unit¢ de G et ou T(S') est le noyau de
v(8): G(8')— G, (S5)=1,(Go)(Sp). Pour S’ variable, les morphismes (4)
forment un morphisme de foncteurs d’aprés (1.1.5) et d’aprés
[SGA 3 III Cor.0.9], ils sont compatibles avec les structures de groupe
de L(S’) et T(S"), ce qui définit le morphisme u cherché et prouve que
L est le noyau de v. Enfin, puisque G est lisse, toute section de G, se
reléve localement pour la topologie de Zariski et, a fortiori, v est un
épimorphisme pour la topologie étale. Puisque le foncteur image
directe f, est une équivalence, il ne nous reste plus qu’a vérifier que les
opérations de G sur L déduites de celles de G, sur son algébre de Lie
sont induites par les automorphismes intérieurs de G, ce qui résulte
de (1.1.4) et (1.1.5).

Du lemme précédent, on déduit ce qui suit dans le cas abélien.

Théoréme 1.3.5. Si G est un S-schéma en groupes lisse et commutatif,
on a une suite exacte infinie
0— HO(S, W)--- - H!_(S, W)— H.(S, G)— H.,(Sy, Go) > H:}1(S, W)...
En effet, ceci n’est autre que la suite exacte de cohomologie attachée

a (1) car le morphisme induit par ¢t sur la cohomologie s’interpréte
comme le morphisme

H, (S, G) > Hy(So, Go)

induit par fet t puisque le foncteur f* est une équivalence de catégories.
On notera que, puisque ¢t est un épimorphisme pour la topologie de
Zariski, on a encore une suite exacte analogue a la précédente en rem-
plagant la topologie étale par celle de Zariski.

§2. Deux théorémes de M. Artin et A. Grothendieck

Nous allons donner des variantes non commutatives (dlies aux
mémes auteurs) du théoréme de changement de base par un morphisme
lisse [SGA 4 XVI] et du théoréme de changement de base pour un
morphisme propre [SGA 4 XII] de M. Artin et A. Grothendieck. Dans
le présent paragraphe, le mot faisceau s’entend au sens de la topologie
étale.
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2.1. Le changement de base lisse

Définition 2.1.1. On dit qu’'un morphisme de schémas f: §'— S est
prolisse si S’ est limite d’un systéme projectif de S-schémas affines et
lisses dont les morphismes de transition sont affines.

Théoréme 2.1.2. Soit un carré cartésien de schémas

X x

b d

Y‘TY’

tel que f soit quasi-compact et quasi-séparé. On suppose que, pour tout
point géométrique y' de Y’ se projettant sur un point géométrique y
de Y, le morphisme induit par g entre les localisés stricts de Y’ et Yen )’
et y est prolisse. Soit L le complémentaire, dans I’ensemble des nombres
premiers, de I’ensemble des caractéristiques résiduelles des points de Y.
Pour tout ind-L-champ C sur X, le morphisme de champs sur Y’

g*f(O)—>f,g*(C) @)
est une équivalence.

2.1.2.1. L’hypothése sur g est satisfaite si g est lisse. Quant a I’hypo-
thése faite sur C, elle signifie que, pour tout objet x de C de projection
UeOb(X), le faisceau de groupes Auty(x) est un faisceau de ind-L-
groupes [SGA 41.3]. D’aprés [SGA 41X 1.6], la propriété d’étre un
ind-L-groupe se vérifie fibre par fibre. D’apres (V 1.3.3) et (2.1.5.3), il
en est donc de méme pour la condition d’étre un ind-L-champ, ce qui
prouve qu’elle est de nature locale et que, pour tout morphisme de
schémas f: X' — X, I'image inverse par f d’un ind-L-champ sur X est
un ind-L-champ sur X".

2.1.2.2. Le morphisme (2) est celui que I'on déduit, par la propriété
universelle de I'image inverse par g du champ f,(C), du morphisme
composé
S(O)—- £, 2, % (C)— g, f48"* ()

ol a est I'image directe par f du morphisme structural C— g/, g'*(C).
Par suite, d’apreés (II 3.2.1.6), le composé

S:(O(Y) = g* L (O)(Y) - [ g*(O)(Y) (©)
n’est autre que le foncteur naturel

C(X)—g*(O)(X)).
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2.1.2.3. D’aprés [SGA 4 VIII 3.5], les points géométriques de Y’
forment une famille conservative de points du topos étale de Y'. D’aprés
(111 2.1.5.8), il nous suffit donc de prouver que, pour tout point géomé-
trique y’ de Y/, la fibre en y’ du morphisme de champs (2) est une équi-
valence. Soit alors y' un point géométrique de Y’ & valeur dans le spectre
k d’un corps séparablement clos et soit y=g )’ son image par g. Si S
et S’ désignent respectivement les localisés stricts de Y et Y’ aux points
y et y, [SGA 4 VIII 3.4.3], on a un diagramme commutatif de schémas

Yr s’ S/ t k

l 1"/ @)

Y‘S—S

ou y'=s't', donc y=st. Par le changement de base f: X — Y, on en
déduit un carré commutatif de morphismes de schémas

X/ u' T/

1 1"’ )

Draprés le calcul des fibres d’'un champ en topologie étale (2.1.5), le
morphisme induit par (2) entre les fibres en )’ n’est autre que le foncteur
naturel

u*(C)(T)— h*u*(C)(T). (6)

Drapres (2.1.2.1), u*(C) est un ind-L-champ et, par hypothése, le mor-
phisme h est prolisse. On voit donc que (6) est une équivalence en appli-
quant (2.1.3) a u*(C) et au carré cartésien

T T

!

S (—h_ S,.
En résumé, nous avons prouvé que (2.1.3) et (2.1.5) impliquent (2.1.2).
Notons encore que (2.1.3) est la forme que prend (2.1.2) quand on y
suppose que g est un morphisme local d’anneaux strictement locaux.
En effet, ceci résulte immédiatement du calcul des fibres d’'un champ
pour la topologie étale (2.1.5).

Théoréme 2.1.3. Soit g: S'— S un morphisme local et prolisse entre
les spectres de deux anneaux locaux strictement henséliens. Soit L
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I'ensemble des nombres premiers qui ne sont pas la caractéristique
résiduelle d’un point de S. Pour tout carré cartésien

XX

1]

S8

et tout ind-L-champ C sur X, le foncteur C(X)— C'(X’) est une équi-
valence, ou C'=g'*(C).

Remarque 2.1.4. On notera que I'on peut prendre pour g le mor-
phisme de schémas défini par une extension de corps séparablement
clos. De plus, ainsi qu’il a été expliqué dans (III 2.1.5.12), cet énoncé
implique, pour la cohomologie de degré <2, (abélienne ou non), des
conséquences que le lecteur explicitera.

Draprés [SGA 4 XVI], le morphisme g est universellement 1-asphé-
rique pour L, ce qui signifie que, pour tout carré cartésien comme dans
I’énoncé, la condition (iii) de (III 2.1.5.11) est satisfaite par le morphisme
induit par g’ entre les sites étales de X’ et X, donc aussi la condition (i)
du méme énoncé, ce qui prouve (2.1.3). Bien entendu, dans (I1I 2.1.5.11),
on prend pour P la condition d’étre un ind-L-groupe.

Pour achever la preuve de (2.1.2), il nous reste a calculer les fibres
d’un champ (I11 2.1.5.9) en topologie étale.

Proposition 2.1.5. Soient K —— Y «Z— X des morphismes de sché-
mas, K étant le spectre d’un corps séparablement clos et f étant quasi-
compact et quasi-séparé. Soit S le localisé strict de Y en son point géomé-
trique y. On a des morphismes naturels K—%-»S—»Y et un carré
cartésien

T X

J

(1) Soit F un champ sur Y. Posons F, = y*(F)(K). Le foncteur naturel
s*(F)(S) — F, est une équivalence.

(i) Soit F un champ sur X. On a une équivalence t*(F)(T) — f, (F),,
ou f, (F),=y* [, (F)(K).

2.1.5.1. Prouvons (i). Par transitivité de I'image inverse de champs,
le foncteur considéré n’est autre que

s*(F)(S) — u* s* (F)(K).
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11 suffit donc de prouver que, pour tout champ H sur S, le foncteur
n: H(S)— u*(H)(K) est une équivalence, ce qui résulte de I'analogue
relatif aux faisceaux d’ensembles [SGA 4 VIII 4.6]. En effet, d’apres
(111 2.1.5.9), le foncteur 1 est toujours pleinement fidele et il suffit de
prouver qu’il est une équivalence lorsque H est une gerbe. Mais puisque
S est strictement local, toute gerbe sur S est triviale, donc une gerbe de
torseurs, et puisque tout torseur sur K est trivial, n est toujours une
équivalence.

2.1.5.2. Avant de prouver (ii), nous allons trouver une autre ex-
pression de F, en utilisant le procédé de calcul de y*(F) donné dans
(I13.2.4.1(1)), qui assure que y*(F) est le champ associé¢ a une catégorie
fibrée y*(F) sur le site étale de K. Puisque le topos des faisceaux d’en-
sembles sur K est équivalent a U-ens, toute catégorie fibrée est un
champ et, par suite, y*(F)=y*(F). D’aprés les formules (I2.5.1), on a

donc
y*(F)(K)=Lim(F[K]/Y[K]), (1)

ou Y[K] est la catégorie dont les objets sont les couples (Y', y': K— Y’),
ou Y’ est un Y-schéma étale et y un Y-morphisme, et ou F[K] se déduit
de F par le changement de base Y[K]— Y, (Y',)) ~~ Y". On a donc

des équivalences - ~ -
s*(F)(S)—=> F, <>~ Lim F(Y"), )

Y,y

ou le dernier terme écrit est une notation plus suggestive pour (1).

2.1.5.3. Notons au passage que la formule ci-dessus prouve que,
pour tout objet x de F,, il existe Y-schéma étale Y’, un Y-morphisme
y': K— Y’ et un objet x’ de F(Y’) tels que I'image de x’ dans F, soit
isomorphe a x. Par ailleurs, d’aprés (I1 3.2.8), si ZeOb(F(Y’)) et si z est
son image dans F,, I'ensemble Hom(x,z) est la fibre du faisceau
Homy.(x', z'). On obtient donc ainsi une description commode de la fibre
d’un champ sur le site étale d'un schéma.

2.1.54. Pour prouver (ii), appliquons ce qui précede a f, (F). Les
formules (1) et (2) deviennent alors

fo(F),=Lim(f, (F)[K)/Y[K]), ©)
ce qui s’écrit de maniére plus suggestive

fx(F)y=LimF(X), X'=Xx,Y" “4)

Y,y
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Pour chaque objet (Y',y': K—Y’) de Y[K], on a un morphisme
s': S— Y’ tel que s'u=y, d’ou deux carrés cartésiens

Xe——X«—T

L]

D’ou un foncteur
F(X")— t*(F)(T). (5)

Il est facile de vérifier que les morphismes (5) définissent, par la pro-
priété universelle de Lim, un foncteur

S (F),— t*(F)(T).

Dr’aprés ce qui précéde, il reste a voir que ce dernier est une équivalence,
ce qui résulte, comme dans le cas des faisceaux d’ensembles, d’un résultat
de passage a la limite que voici.

Lemme 2.1.6. Soit I une catégorie pseudo-filtrante, soit X;, iecOb([),
un systéme projectif de schémas quasi-compacts et quasi-séparés indexé
par I tel que les morphismes de transition soient affines. Soit 0 un objet
final de I et soit F un champ sur X,,. Pour tout iel, on note F; 'image
inverse de F par le morphisme de transition X;— X,. On note X la
limite projective des X; et F I'image inverse de F, sur X. Le foncteur

turel .
natire Lim F,(X) — F(X) (1)
. —
est une équivalence.

Draprés (II 3.2.3), les F;(X;) définissent une catégorie fibrée (mais
non nécessairement scindée) F sur I et les foncteurs F(X;)— F(X)
définissent un foncteur I-cartésien F — F(X)x I, ce qui définit (1) par
la propriété universelle de L‘El» Le fait que (1) soit pleinement fidele
résulte du résultat analogue pour les faisceaux d’ensembles
[SGA 4 VII 5.8] et de (II 3.2.8). Le résultat cité montre d’ailleurs que (1)
est une équivalence lorsque 'on prend pour F, un champ de torseurs
(V 1.3.4). Le cas d’'une gerbe non triviale s’en déduit en utilisant le fait
que F, est trivialisée par une famille finie X,,— X, ou les X, sont
encore quasi-compacts et quasi-séparés et en faisant un petit calcul en
termes de données de descente, licite parce que (1) est toujours pleine-
ment fidéle. Enfin, par le procédé de (III 2.1.5.9), le cas général se réduit
au cas d’une gerbe en notant que, d’apres (III 2.1.5.5) et [SGA 4 VII 5.8),

I’application h_m) Ger (F)(X,) — Ger (F)(X)

est bijective, ce qui permet, quitte a remplacer I par une catégorie
cofinale, de remplacer F, par une gerbe.
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2.2. Le changement de base pour un morphisme propre

2.2.1. Le site et le topos étales d’un schéma X sont notés respective-
ment X,, et X. Un champ F sur le site étale d’un schéma X est dit construc-
tible (resp. ind-fini) si, pour tout objet x de F se projetant sur SeOb(Xy,),
le faisceau de groupes Autg(x) est constructible (resp. ind-fini), [SGA 4
IX 2.3 et 1.3]. Il s’agit la d’une propriété qui se vérifie fibre par fibre
(2.1.5.3) [SGA 41X 2.3 et 1.6] et qui est donc de nature locale et stable
par images inverse.

Il serait plus naturel d’exiger en outre que le faisceau des sous-gerbes
maximales d’un champ constructible (resp. ind-fini) soit constructible
(resp. ind-fini). Nous ne le ferons pas, car cette condition n’intervient pas
ici, contrairement a ce qui se passe pour le théoréme de finitude de
I'image directe d’'un champ par un morphisme propre (cf. Michéle
Raynaud [34]).

Nous désirons prouver le théoréme suivant

Théoréme 2.2.2. Soient Y un schéma localement noethérien et
f: X — Y un morphisme propre. Pour tout champ ind-fini F sur X et
tout carré cartésien )
XX

fj p (1)

Y T Y’
le morphisme naturel de champs sur Y

g* [ (F)—> fy 8 *(F) )
est une équivalence.

2.2.2.1. Il est vraisemblable que la conclusion reste satisfaite si 'on
ne suppose plus que Y est localement noethérien cf. [SGA 4 XII 5.1].
A part ’hypothése faite sur Y, le lecteur aura noté que notre énoncé
implique [SGA 4 XII 5.1(ii)] en prenant pour F un champ de torseurs
sous un faisceau en groupes ind-fini (cf. V 3).

2.2.2.2. De [SGA 4 XII] nous n’utiliserons que des résultats tres
simples et, au lieu de procéder par récurrence sur la dimension, nous
utiliserons le résultat que voici, que M. Artin sait maintenant réduire
facilement au cas d’un anneau local complet, cas traité par Grothendieck
dés 1960, [SGA 2]. La méthode employée ici et qui est dile a8 Grothendieck
repose essentiellement sur (2.2.13) qui permet «d’effacer» une gerbe
par un morphisme entier et sur (2.2.6)—(2.2.9) qui permet de «redes-
cendre» a X.
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Théoréme 2.2.3. Soient S un anneau local hensélien, f: X — S un mor-
phisme propre et A un faisceau de groupes fini et constant sur X. Si X,
désigne la fibre de X au point fermé de S, le foncteur Tors(X, A) —
Tors(X,, 4,) est une équivalence de catégories, ol 4, est I'image inverse
de A sur X,,.

Admis.
Par un argument facile de passage aux fibres, nous montrerons

d’abord comment (2.2.2) résulte de (2.2.4) ci dessous, puis nous déduirons
(2.2.4)de (2.2.3).

Théoréme 2.2.4. Sous les hypothéses de (2.2.3), si S est noethérien,
pour tout champ ind-fini F sur X, le foncteur F(X)—s F,(X,) est une
équivalence de catégories, ou F, est I'image inverse de F sur X,,.

2.2.5. Montrons comment (2.2.4) implique (2.2.2). Notons d’abord
que la conclusion est locale sur Y’, donc aussi sur Y, ce qui permet de
les supposer tous deux affines. On sait alors que Y’ est limite projective
filtrante de Y-schémas affines et de présentation finie Y;, ce qui, grace a
(2.1.6), permet de supposer que Y’ est de présentation finie sur Y. On
sait alors que les points géométriques de Y’ localisés en un point de Y’
fermé dans sa fibre fournissent une famille conservative de points du
topos Y’, [SGA 4 VIII 3.13(b)]. D’aprés (II12.1.5.8), suffit donc de
prouver que les fibres de (2.2.2(2)) en ces points sont des équivalences.
Soient donc y’ un point de Y’ fermé dans sa fibre, y=g(y’) et K le spectre
d’une cloture séparable du corps résiduel de y'. Si S’ et S désignent
respectivement les localisés stricts de Y’ et Y en y’ et y, on a un diagramme

commutatif
S—3¢

BN

Y——Y«—K

d’ou, par le changement de base f: X — Y, un diagramme commutatif
de schémas _ B
X—X

AN

Xe—X —X,.

Avec des notations évidentes pour les images inverses du champ F par
ces différents morphismes, on a des foncteurs

F(X)—> F (X') —- Fy(X,),
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ou le composé vu est isomorphe au foncteur de restriction induit par
Xo— X. Daprés (2.1.5(ii)), la fibre en )’ de (2.2.2(2)) n’est autre que u
et, d’aprés (2.2.4), les foncteurs v et v u sont des équivalences; ceci prouve
que (2.2.4) = (2.2.2). On notera que I’hypothése que Y est localement
noethérien n’est pas intervenue jusqu’ici.

Corollaire 2.2.6. Sous les hypothéses de (2.2.4),

(i) Pour tout faisceau de groupes ind-fini 4 sur X, l'application
H'(X, Ax) > H'(X,, Ay,) est bijective pour i=0, 1.

(i) Pourtout lien ind-fini L, 'image inverse par 'application H? (X, L)
—H?*(X,, L,) de l'ensemble des classes neutres est 'ensemble des
classes neutres.

(iii) Pour tout faisceau de groupes ind-fini et commutatif A4, le
morphisme H'(X, A)— H(X,, A,) est bijectif pour i=0, 1 et injectif
pour i=2.

Par définition de la cohomologie non abélienne, (i) et (ii) traduisent
(2.2.4) dans le cas d’une gerbe. De plus, (iii) résulte de (i) et (ii) d’apres
(II13.5.4) et (IV 3.4.2).

2.2.7. 1l nous reste a prouver que (2.2.3) = (2.2.4) et pour cela, nous
utiliserons la construction que voici qui, 4 un champ F sur le site étale
d’un schéma U, associe une catégorie fibrée F sur Sch,, toute entiére.
Nous construisons d’abord une catégorie clivée dont nous oublierons le
clivage. Pour tout U-schéma u: U'— U, on pose

F(U)=u*(F)(U). (1)

Pour tout U-morphisme de schémas m: U” — U’, on a, par transitivité
de I'image inverse de champs (II3.2.1.5(7)), un foncteur restriction
F(u): F(U)— F(U") et, pour tout couple U"—2»U"—%> U’ de U-
morphismes composables, un isomorphisme

Cyo: FO)FW)—Fuv), (113.23).

Par construction, ces objets satisfont aux conditions de compatibilité
qui permettent de définir une catégorie clivée dont la catégorie fibrée
sous-jacente est notée F. On I'appelle 'extension de F a la catégorie des
schémas. On notera que, pour tout objet U’ du site étale de U, on a
F(U)&F(U’) en vertu de (II 3.2.7). On a par ailleurs une catégorie fibrée
Faisc sur Sch,, dont la fibre en U’ est la catégorie des faisceaux d’en-
sembles sur le site étale de U'. Soit T la topologie la plus fine pour
laquelle Faisc est un champ sur Sch,;,. Bien entendu, T est plus fine que
la topologie étale. D’aprés [SGA 4 VIII 9.4], elle est strictement plus fine,
car tout morphisme surjectif u: U’ — U’ qui est entier, ou propre, ou
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plat et localement de présentation finie, est couvrant pour T. La proposi-
tion suivante est donc un «procédé de localisation» et c’est ainsi que
nous I'utiliserons.

Proposition 2.2.8. Soit F un champ sur le site étale d’'un schéma U.
L’extension F de F a la catégorie Sch,;, est un champ pour la topologie T.

Il est immédiat que F est un préchamp pour T. En effet, cela résulte
de (I1 1.2.3) et de (II 3.2.8). Pour prouver que F est un champ, on peut se
limiter au cas d’une gerbe. En effet, si S={S;— S} est une famille
couvrante pour T et x;eF(S;) une famille d’objets munie d’une donnée
de descente (u;;) relative & S, il existe une sous-gerbe maximale G de
I'image inverse de F sur S telle que, pour chaque i, x; soit un objet de
I'image inverse de G sur S;. En effet, on a un préfaisceau d’ensembles
Ger(F) sur Sch,, dont les sections sur U’ sont les sous-gerbes maxi-
males de I'image inverse de F sur U'. D’aprés (III 2.1.5.5 (ii)) et par
définition de T, le préfaisceau Ger(F) est un faisceau, d’ou ce point.
Puisque toute gerbe est trivialisée par une famille couvrante étale et
que ces familles sont de descente effective pour F (car il en est ainsi
pour F), on peut supposer que F est une gerbe triviale, donc est équivalente
a la gerbe des torseurs sous un faisceau de groupes A4 sur U;,. D’aprés
(II1 2.1.5.7), son image inverse par u: U'— U est la gerbe des torseurs
sous I'image inverse de A. Dans ce cas I’énoncé résulte facilement du fait
que Faisc est un champ pour T et du fait que le foncteur image inverse
de faisceaux d’ensembles commute aux limites projectives finies.

Corollaire 2.2.9. Soit i: X, — X un morphisme de schémas et soit
p: X’— X un morphisme couvrant pour T (2.2.7, 2.2.8). Pour tout entier
i=0, on pose X'=(X'/X)'*! et X} =X"'x 4X,. Soit F un champ sur X
et soit F son extension & Sch,x. Supposons que le foncteur F(X?) — F(X{)
soit (2-i)-fidéle pour i=0, 1, 2. Alors le foncteur F(X)— F(X,) est une
équivalence.

D’aprés (2.2.8), F est un champ pour T, d’ou la conclusion par un
petit raisonnement en termes de données de descente, ou en invoquant
[D 104].

Proposition 2.2.10. Soit i: X, — X une immersion fermée et soit
j: U— X I'immersion ouverte, ot U= X — X,. Soit F un champ sur X¢,.
Le morphisme d’adjonction v: F — i, i*(F) est couvrant (I 1.4.1); de
plus, I'image inverse de v par i est une équivalence et I'image inverse
par j de i, i*(F) est le champ final.

Drapres la description que 'on a donnée en (2.1.5.3) des fibres d’'un
champ pour la topologie étale, il est clair que les fibres de i, i*(F) aux
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points géométriques de U sont toutes équivalentes a la catégorie finale,
d’ou il résulte que j* i, i*(F) est le champ final. Par ailleurs, pour tout
point géométrique y de Y, la fibre en y du morphisme v est une équivalence;
en effet, par dévissage (III12.1.5.5), on est réduit au cas des faisceaux
d’ensembles, traité dans [SGA 4 VIII 6.2]. Donc i* (v) est une équivalence.
I1 résulte de ceci que v est couvrant, car il suffit de vérifier que ses fibres
aux points géomeétriques de X le sont, ce qui vient d’étre vu.

2.2.11. Soit i: X, — X une immersion fermée. Considérons les condi-
tions suivantes

(A) X est noethérien
(B) pour tout X-schéma fini X’ et tout groupe fini 4, le foncteur

Tors(X', Ay) — Tors(X;, Ayx;)

est une équivalence, ou Xo=X'x yvX,.

(C) Pour tout faisceau d’ensembles F sur X, I'application F(X)—
Fy(X,) est bijective, ou F, est 'image inverse de F sur X|,.

(D) Pour tout champ constructible F sur X, le foncteur

F(X)— F(X,) )

est une équivalence, ou F est I'extension de F a Sch .
(E) Pour tout champ ind-fini, le foncteur (1) est une équivalence.

Sous les hypothéses et avec les notations de (2.2.4), on a (A) par
hypothese, (B) d’aprés (2.2.3) et (C) d’aprés [SGA 4 XII 6.5 (i)]. Pour
prouver que (2.2.3) = (2.2.4), il nous suffit donc de montrer que (E)
résulte de la conjonction de (A), (B) et (C).

Lemme 2.2.12. Si I'immersion fermée i: X, — X satisfait a (B) (resp.
(Q)), alors, pour tout X-schéma entier X', le morphisme i': X, — X'
déduit de i par changement de base satisfait a (B) (resp. (C)).

Examinons d’abord la condition (B). Notre assertion est évidente
si X' est fini sur X. Si X’ est entier sur X, tout X'-schéma fini sur X’ est
entier sur X, donc limite projective de X -schémas finis, d’ou la conclusion
par (2.1.6) ou [SGA 4 VII 5.8 et 5.14]. Par ailleurs, si F est un faisceau
d’ensembles sur un X-schéma entier X’, on a un carré commutatif de

schémas
X —Xj

1 e

X ——X,
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et application F(X')— F,(Xj) s’identifie a 'application composée
S (F)(X) = i* f, (F)(Xo) = fo 4 (Fo)(Xo).

La premiére est bijective d’aprés (B) et la seconde est bijective d’aprés
[SGA 4 VIII 5.6], d’ou la conclusion.

Proposition 2.2.13. Soit X un schéma intégre quasi-compact et quasi-
séparé de point générique x et soit G une gerbe constructible (resp.
ind-finie) sur X. Il existe un morphisme entier et surjectif f: X' — X,
un faisceau de groupes F sur X’, un morphisme de gerbes

r: G—->TORS(X',F), G'=f*G), (1)

et un ouvert non vide U de X tels que

(i) la restriction de r & U’'=f~!(U) est une équivalence
(ii) F est le faisceau constant attaché a un groupe fini 4 (resp. F est
ind-fini).

2.2.13.1. Soit L une cloture algébrique du corps résiduel de x et soit
X' le normalisé de X dans L. Le morphisme f: X’'— X est entier et
surjectif. Par ailleurs, le site étale de X' est équivalent a son site zariskien.
11 existe donc une famille couvrante (X; — X’), iel, qui trivialise G’, ou
les X; sont des ouverts non vides de X'; de plus, puisque X’ est quasi-
compact, on peut supposer que I’ensemble d’indices I est fini. Soit
a;€0b(G'(X))), iel, une famille. Puisque I est fini, il existe un ouvert
dense U’ de X', contenu dans chacun des X;, tel que les images inverses
sur U’ des g; soient isomorphes 4 un méme objet a de G'(U’). Si G’ est
constructible, le faisceau Auty.(a)est constructible et, quitte a rétrécir U,
on peut supposer qu’il est constant. Enfin, puisque f: X’ — X est entier
donc fermé, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, que I'on peut
choisir quasi-compact, dont I'image inverse est contenue dans U’'.
Remplagons U’ par f~!(U) et a par son image inverse sur f~*(U). De
plus, 'immersion ouverte j: U'— X' est quasi-compacte car il en est
ainsi de U — X puisque X est quasi-séparé. En résumé, nous avons
choisi U’ de telle sorte que, si G est constructible, il existe un groupe fini 4
et un isomorphisme Ay~ Auty.(a). Posant

B=Auty(a) et F=j(B), )

on en déduit que F est isomorphe a Ay, car X’ est normal et j est dominant
et quasi-compact [SGA 41X 2.14.1]. Par ailleurs, si G est ind-finie, il
en est de méme de G’ (2.2.1), donc aussi de B, donc aussi de F [SGA 41X
1.6 (iii)]. Il nous reste donc a trouver un morphisme de gerbes tel que
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(1) satisfaisant a la condition (i). Or 'objet a de G'(U’) fournit une équiva-
lence de gerbes sur U’

u: j*(G)—>TORS(U,B), bwlsom(a,b); 3)
d’ou, d’aprés (II 3.2.1 et 3.2.7), un morphisme de champs sur X’
v: G'—j,(TORS(U', B)), @)
qui, & tout X’-schéma étale Y, associe le foncteur composé
G'(Y)—> G (Y x . U)—>TORS(U', B)(Y x x.U").

La restriction de v & U’ est donc une équivalence. Par ailleurs, on a un
morphisme de champs sur X’

w: TORS(X, F)— j,(TORS(U’, B)), (V3.12), )

qui est pleinement fidéle et dont la restriction & U’ est également une
équivalence. Il nous reste donc a prouver I'existence d’'un morphisme

r: G'—>TORS(X', F) (6)

tel que wr soit isomorphe a v, car la restriction de r & U’ sera une équiva-
lence. Puisque w est pleinement fidéle et que G’ et TORS (X", F) sont des
gerbes, il suffit de prouver que tout objet de I'image de v est localement
isomorphe a un objet de I'image de w; puisque les X; couvrent X', ceci
résulte du fait que, pour chaque i€l, v(a;) est 'image par w du torseur
trivial, ce qui est immédiat puisque I'image inverse de a; sur U’ est
isomorphe a a. D’ou la conclusion.

2.2.14. Notons maintenant que si le couple (X, X, satisfait a (A)(B)(C),
alors pour tout couple (X,, X;) de sous-schémas fermés de X tels que
X>X,5X,5X,, le couple (X,, X,) satisfait a (A) (B) (C), car d’apres
(2.2.12) il en est ainsi de (X, , X,) et (X;, X,). Soit alors F un champ sur X.
Il résulte de (C) que les foncteurs F(X;)— F(X)) et F(X)— F(X;) sont
pleinement fidéles. Pour prouver que F(X)— F(X,) est une équivalence,
il suffit donc, par récurrence noethérienne, de prouver qu’il existe un
fermé X, contenant X, et distinct de X, tel que F(X)— F(X,) soit une
équivalence. Pour cela, on peut déja remplacer X par le schéma réduit
sous-jacent, ce qui ne change pas le site étale [SGA 4 VIII 1.3]. On peut
alors remplacer X par le schéma X’ somme des composantes irréductibles
de X. En effet, la projection f: X' — X est finie et le couple (X', Xp)
satisfait encore a (A) (B) (C) d’aprés (2.2.12). De plus, si X; est un fermé
de X’ distinct de X’ et contenant Xg, il en est de méme de f~!(f(X7)) et
si F(X')— F(X}) est une équivalence, il en est de méme de F(X')—
F(f~*(f(X))). Il résulte alors de (2.2.9) que F(X)— F(f(X,)) est une
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équivalence. Notons encore que, pour prouver (D) ou (E), on peut
supposer que F est une gerbe. En effet, nous avons déja noté que le
foncteur F(X)— F(X,) est pleinement fidéle. Or si s est un objet de
F(X,), la sous-gerbe maximale qu’il engendre est I'image inverse d’une
sous-gerbe maximale de F. En effet, d’aprés (III 2.1.5.5), le faisceau des
sous-gerbes maximales de i* (F) est I'image inverse du faisceau des sous-
gerbes maximales de F et il suffit d’appliquer (C). En résumé, pour
prouver que (A) (B) (C) impliquent (D) (resp. (E)), il suffit de prouver
le lemme suivant.

Lemme 2.2.15. Soit i: X,— X une immersion fermée, ou X est
intégre, qui satisfait aux conditions (B) et (C). Pour toute gerbe construc-
tible (resp. ind-finie) G sur X, il existe un fermé X, de X contenant X,
et distinct de X tel que le foncteur G(X)— G(X,) soit une équivalence.

Appliquons (2.2.13) et remplagons I'ouvert U ainsi obtenu par son
intersection avec X — X,,, ce qui n’affecte pas les conclusions de (2.2.13).
Posons X;=X—U et X|;=f"!(X,). D’aprés (2.2.9), il suffit de prouver
que G'(X’)— G'(X}) est une équivalence, sachant déja qu’il est pleine-
ment fidéle. Avec les notations de (2.2.13), nous avons des immersions
U~ X'« X|, un faisceau F sur X’ et un morphisme r: G'—
TORS(X’, F) dont I'image inverse par j est une équivalence. Soit s; un
objet de G’'(Xj) et soit s I'objet correspondant de i, i*(G’). D’aprés
(2.2.10), le morphisme d’adjonction p: G'—i, i*(G') est couvrant.
Drapres (IV 2.5.4), le champ K (s) des relévements de s relativement a p
est donc une gerbe. On a ainsi des morphismes de gerbes

K(s)—->TORS(X', F) > i, i*(TORS (X', F))

ou « est le composé K (s) —%— G'—--» TORS (X", F), k étant le morphisme
structural, et ou B est le morphisme d’adjonction, (noter que
i, i*(TORS(X", F)) est bien une gerbe car § est couvrant (2.2.10)). La
suite de morphismes de liens

l-L—*>M-t5>N-1

ou a et b sont induits par a et § est exacte (IV 2.5.5). En effet, cela se voit
sur les fibres aux points géométriques de X'; or la restriction de a & U’
est une équivalence et celle de i, i*(TORS(X’, F)) est la gerbe finale,
cependant que la restriction de f a X est une équivalence et celle de K
la gerbe triviale. D’aprés (IV 2.5.5.5), la gerbe K s’interpréte donc
comme la gerbe des relévements relativement & f d’une section de
i, i*(TORS(X', F)), & savoir 'image du composé Ba. Or le morphisme
induit par B (resp. p) entre les catégories de sections cartésiennes s’inter-
préte comme le foncteur restriction Tors(X’, F)— Tors(X1, Fy) (resp.
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G'(X") — G'(X})). Par suite, pour que s se reléve, il faut et il suffit que K
soit triviale, ce qui signifie que ¢ se reléve. Si la gerbe G est constructible,
le faisceau F est constant d’apreés (2.2.13) et par suite, t se reléve d’aprés
la condition (B) et (2.2.12). Nous avons donc prouvé le lemme dans ce
cas et nous savons donc que (A) (B) (C) impliquent (D). Lorsque la
gerbe G est ind-finie, le faisceau F est ind-fini d’aprés (2.2.13), et le lemme
résulte donc du lemme ci-dessous.

Lemme 2.2.16. Soit i: X, — X une immersion fermée telle que I'on
ait (C) et (D). Pour tout morphisme entier f: X’ — X et tout faisceau de
groupes ind-fini F sur X', l'application H'(X', F)— H'(Xj, F,) est
bijective, ou F, est I'image inverse de F sur Xj=f~(X,).

Si f est I'identité et si F est constructible, la gerbe des F-torseurs est
constructible, d’ou la conclusion dans ce cas par (D). Comme tout
faisceau ind-fini est limite inductive filtrante de faisceaux constructibles
[SGA 41X 2.7.2], le cas ou f est I'identité s’en déduit par [SGA 41X 5.7
et 5.14]. Enfin, dans le cas général, si 'on noté f,: Xy — X, le morphisme
induit par f: X’ — X, on a un carré commutatif

H'(X", F)— H'(X}, Fo)

HI(X’ f*(F))—’Hl(XO’ fO*(F))

ou les fléches verticales sont des isomorphismes, car f est entier
[SGA 4 VII1 5.8]. De plus, le morphisme f, (F), — fo . (Fo) est un iso-
morphisme car f est entier [SGA 4 VIII 5.6]; il suffit donc de prouver
que l'application

H'(X. £,(F)— H'(Xo. (f,(F)o)

est bijective. Or f, (F) est ind-fini car f est quasi-compact, d’ou la con-
clusion.



Chapitre VIII

Extension d’un topos

Le principal résultat de ce chapitre est la possibilité d’effacer de
fagon universelle une classe de cohomologie de degré 2 par un topos.
Ce résultat est la clef de 'interprétation de H*(X, G) comme classifiant
certains X-topos que l'on pourrait appeler des extensions de X, la
terminologie étant inspirée par le cas des extensions de groupe d’un
topos, traité au §7.

§0. Conventions

Nous commengons par trois paragraphes de compléments sur les
topos. Comme dans ce qui précéde, U désigne, dans ce qui suit, un
univers non vide. Si X et Y sont deux U-topos, on note

Mor(X, Y) (N

la catégorie des morphismes de topos f: X — Y qui, on le rappelle, est
définie comme la sous-catégorie pleine de la catégorie de tous les
foncteurs f,: X — Y dont les objets sont ceux qui admettent un adjoint
a gauche f*: Y— X, celui-ci commutant aux limites projectives finies.
Les U-topos forment ainsi une 2-catégorie; le « produit de composition»
de deux morphismes de morphismes de topos

b N
X2y iz,

a’ b’

qui n’est autre que celui des morphismes de foncteurs sous-jacents est
noté n*m. Si x: X —» S et y: Y — S sont deux morphismes de U-topos,
on note (par abus de notations)

Morg(X, Y) ()

la catégorie dont les objets sont les (£, i), ou f: X — Y est un morphisme
de topos et i: yf— x un isomorphisme de morphismes de topos, les
fleches de (2) de source (f,i): X — Y et de but (g,j): X — Y étant les
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morphismes de morphismes de topos

m:fog ©)

tels que j-(y*m)=i. Les morphismes de topos x: X —S (appelés
S-topos) forment ainsi une 2-catégorie que 'on appelle la 2-catégorie
des S-topos.

Remarque 0.1. Dans ce qui suit, nous observerons qu’il est souvent
plus commode de travailler avec le foncteur image inverse f*: Y —» X
sous-jacent 4 un morphisme de topos f: X — Y qu’avec le foncteur
image directe f,: X — Y. De ce fait, nous devrons utiliser le lemme
suivant qui assure que si f, g: X 3 Y sont deux morphismes de topos,
on a une bijection naturelle entre I'ensemble Hom(f,, g,) des mor-
phismes f—g et 'ensemble Hom(g*, f*). On notera que par cette
opération, on «retourne toutes les fléches», ainsi que I'expliquent les
lemmes (0.3) et (0.4).

Si m: f — g est un morphisme de topos, nous conviendrons, s’il y a
ambiguité, de noter

m,: f,—8g, et m*: gFf* 1)

les morphismes de foncteurs sous-jacents, liés par les formules du lemme

suivant. Lorsque le contexte le permet, nous remplacerons 'un ou I'autre
des signes m, et m* par m.

Lemme 0.2. Soient f,,g,: X 3 Y deux foncteurs admettant des
adjoints a gauche f* et g*. On a deux bijections inverses I'une de 'autre:

A: Hom(f,, g,)—— Hom(g*, /*) (1)
A(m)=(ag*f*)(g**mx*[*)(g** b))
B: Hom(g*,f*)—— Hom(f,, g,) ?2)

B(n)=(g* * af)(g* * n*f*)(bg *f*)

ou a: f*f,—idyx et b;: idy —f, f* sont les morphismes d’adjonction
(notations analogues pour g).

0.2.1. On notera que, pour tout m: f, — g, et tout yeOb(Y), on a
Am)()=a,(f*)-g*(m(f*) - g*(b, (),
autrement dit, A(m)(y) est 'image du composé

Y [ 2 () g, f2(9)



394 Chapitre VIII. Extension d’un topos

par l'isomorphisme habituel
Hom(y, g, f*(y)) —— Hom(g* (). /*(»))-

0.2.2. Prouvons que BA(m)=m, me Hom(f{,, g,). Par définition, on a
BA(m)=XYZTU, 08 X=g, *ay, Y=g, * ag+* [y, Z=8, 8* xm*f*f,,
T=g,g**b;*f, et U=b,*f, . Orona

af' (ag*f*f*)_:ag*af:ag' (g* g**af)9

donc
XY=(g**ag)(g*g* g**af)'
Orona
(84 *ap)(mxf*fy)=msar=m-(f,*ap),
donc

XYZz(g**ag)(g*g**m)(g*g*f**af)-
Or on a (f, *a))(by*f,)=id,, car [* est adjoint a gauche de f,, donc

XYZT=(g,*a,)(g,8**m).
Orona

(g* g**m)(bg *f*)':bg*m:(bg*g*) -m,

donc XYZTU =(g, * a;) (b, * g,) m, donc BA(m)=m, car (g, * a,)(b,* g,)
=id,, puisque g* est adjoint a gauche de g, .

0.2.3. Prouvons que AB(n)=n,neHom(g*, f*).Ona AB(n)= XYZTU,

ol X=(ag*f*), Y=(g*g.*xarxf*), Z=@*g*n+fef?. T=
(g**byxf, f*) et U=(g**bs). Orona

(b * fuf*) - by=byxby=(8, 8" *by) - by,
donc TU=(g*g,g**b,)(g**b,). Or on a

(nxf, f*)(g**by)=n*b=(f**bf)-n,
donc ZTU =(g* g, f**b))(g* g, *n)(g**by). Or on a

(ap* f*)(f** b)=id.,

donc XYZTU =(a,*f*)(g* g, *n)(g**by). Or on a

(@ f*)(g* gy x N)=agxn=n-(ag*g*),

donc AB(n)=XYZTU=n-(a *g*-(g**b)=n. C.QF.D.

Lemme 0.3. Soient f,,g,,h,: X =Y des foncteurs admettant des
adjoints a gauche f* g* h*: Y3 X et soient f, —">g,—"—>h, des
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morphismes de foncteurs. On a

A(nm)=A(m) A(n), (1)
ou h* —Al , gx__Am) , £* sont les morphismes des foncteurs attachés
a m et n par le lemme précédent.

Pour les morphismes d’adjonction, on adopte les notations du lemme
précédent. On a A(nm)=XYZT, ou X=a,*f* Y=h*¥xnxf* Z=
h*xmxf* T=h*xb,. Puisque id, =(g, * a,)(b,* g,), on a

n=n-(g,*ay)(by*g,)=(n*ay)(b,*g,)=(h,*a)(n*g*g,) (b, *g,)
d’ou

Y=(h*hyxagxf*)(h**nxg*g, f*)(h**b,x g, [*).

Ora,-(h*h *a)=a,*a,=a,-(a,*g*g,) donc
* g g g *

XY=(ag*f*)(an*g* g, f*)(h*xnxg*g, [*)(h**b,xg, [*)
=(ag*f*)(A(N)* g, f*).
Or (A(n)* g,)(h* * m)= A(n)* m=(g* * m)(A(n) = f,), donc

XYZT=(ag*f*)(g*» mxf*)(A(n)»f, [*)(h*x by)
=(ag*f*)(g* * m**)(A(n)* by)
= (ag*[*)(g* * m* [ *)(g* * by)(A(n))
=A(m)A(n). C.QF.D.

Lemme 0.4. Soient des morphismes de foncteurs
— Je hy
X_im Y " Z.

8x ky

On suppose que les foncteurs f,, g,, h, et k, admettent des adjoints
a gauche notés respectivement f*, g*, h* et k*. Si I'on désigne par
m—> A(m) lapplication qui fait passer d’'un morphisme de foncteurs
au morphisme correspondant entre les adjoints a gauche (0.2), on a

A(nxm)=A(m)* A(n) (1)
Ah,xm)=Am)*h* et A(nxf)=f**A(n). )
0.4.1. Compte tenu de (0.3), il suffit de prouver les formules (2).

Nous ne prouverons que la premiére de celles-ci, la seconde se vérifiant
de maniére analogue. Nous utilisons pour les morphismes d’adjonction
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les mémes notations que dans (0.2) en notant que les morphismes
ahf=af‘(f**ah*f*) 3)
byy=(hy*bs*h*) b, “)

font du composé f* h* un adjoint a gauche de h_ f,, ce qui, compte tenu
des énoncés analogues relatifs aux autres composés possibles donne un
sens aux formules (1) et (2). On a

A(hyx m)=(ayg *f* h*)(g* h* hy x mxf* h*)(g* h* x by, ;)
=(ag*f*h*)(g* * ay* g, f* h*)(8* h* hyx mx f* h*)(g* h*x b, ).
Or (a,* g,)(h* h,*m)=a,*m=m - (a,*f,), donc
A(hyxm)=(ag*f* h*)(g* * mxf* h*)(g* * a * f, f* h*)(g* h* * by, ).

Pour en déduire que A(h, * m)=A(m)* h*, il suffit de prouver que, si
I'on pose X =(a,*f, f*h*)(h*+b,;),on a X=b,+h* Orona

X =(ap*fo f* h*)(h* hy * by » h*)(h* x b,)
=(ap* by » h*)(h* x by)
=(by * h*)(a,* h*)(h* x by)
=b,* h*,
d’ou la conclusion.

Définition 0.5. Soit un diagramme

X<z

l m 1 )

ou x, y, x', y' sont des morphismes de topos et ou m: xy'— yx’ est un
isomorphisme de morphismes de topos. On dit que (1) est 2-cartésien si,
pour tout X-topos w: ¥V — S, le foncteur

Morg(V, Z) - Morg(V, X) x Morg(V, Y) )
(@, ) ((y v, i (m* ), (x' v, 1))

est une équivalence de catégories.

Dans ce cas, on dit également que (x', y', m) fait de Z un 2-produit
fibré de X et Y au-dessus de S et on écrit abusivement

ZX X xgY. 3)
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Le lecteur aura noté que, pour définir (2), nous avons choisi de faire
de Z un S-topos grace a y x', ce qui explique la disymétrie des formules.
M. Hakim a démontré (non publié) que le produit fibré de deux topos
existe toujours. Le lecteur qui répugnerait a admettre ou a démontrer
ce résultat observera que nous ne 'utilisons que dans (3.7) et que lorsqu’il
est fait usage de (3.7), on est assuré pour d’autres raisons de I’existence
des produits fibrés considérés.

0.6. On dit qu'un morphisme de S-topos f: X —» Y, i: yf— x est
une S-équivalence si le foncteur image inverse f* est une équivalence,
ce qui revient a dire que le foncteur image directe f, en est une.

§ 1. Localisation d’un topos

1.1. Soient X un U-topos, U un objet de X et
F: T-Xy (1)
un morphisme de topos. Par composition avec le morphisme
u: Xy—X, u*(U)=(UxU-VU), (2
F définit un morphisme de topos
f=u-F, f:T-X. 3)

Par ailleurs, soit U® T'objet de X, défini par la seconde projection de

U x U. La diagonale
d: U-UxU @)

définit une fléche de X, de source l'objet final idy et de but U®. Son
image par F* est donc un morphisme

p: er—f*(U) ®)
car F*(idy) est l'objet final e, de T et F*(U")=f*(U). Au morphisme
F: T— Xy, nous avons donc associ¢ un objet de la catégorie

M(TU) (6)

dont les objets sont les couples (f, @) ou f: T— X est un morphisme de
topos et ou @: er—f*(U) est une section de f*(U). Les morphismes
de cette catégorie sont définis de fagon naturelle: une fléche m: (f, @) —
(g,y) est un morphisme de morphismes de topos m: f—g tel que

m*(U)-y=¢. @)
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Il est alors clair que, pour tout morphisme de morphismes de topos

F
—_
T —Xw

le morphisme
usm: uF -uG

est une fléche de M (T, U), car, d’une part, m est un morphisme de foncteurs
et, d’autre part, m(idy) ne peut étre que la fleche identique puisque
F*(idy)=G*(idy) est I'objet final de T. On définit donc ainsi un foncteur

Mor(T, X,) > M(T,U),  Fws(uF, F*(d)). (8)
Proposition 1.2. Soient X et T deux U-topos et soit UeOb(X). Le
foncteur (8) est une équivalence de catégories.

La démonstration étant fastidieuse et triviale nous n’en donnerons
que l’essentiel. Elle est basée sur le fait que, pour tout objet p: U'— U
de Xy, le carré ci-dessous est cartésiens dans X

U (idy, p) U xU

/| Jp s (1)

U—d>UXU.

De plus, (1) se déduit du carré de X,y ci-dessous par oubli des fleches
structurales (a valeurs dans U)

p—(pr,: U xU—-U)

l ‘l 2

idy —4> UW.

Le carré (2) est donc lui-méme cartésien dans X,;,. Son image par F*
est donc un carré cartésien de T:

F*(U'/U)— F*(pr)=f*(U’)

S*(p) (3)
er="F*(idy) —% F*(UM)=f*(U).

On en déduit donc un isomorphisme canonique
F*(U/U)=e~ ! (f*(U) (4)

qui permet de reconstruire F a partir de (f, ¢). Plus précisément, les
isomorphismes (4) fournissent un isomorphisme entre F et le composé
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des morphismes de topos
To: To>Tpwy,  Sfut Tpwy— X, )

dont les foncteurs image inverse sont donnés par

@~ V) (VIfXU),  (f*U)f*U)e~(UV).

Ces foncteurs sont définis a partir de (f, ¢) seulement, et I'on vérifie
aisément qu’en associant a (f; ¢) le composé (5), on définit un foncteur
quasi-inverse de (8).

Corollaire 1.3. Pour tout morphisme de U-topos f: T— X et tout
objet U de X, la catégorie Mory(T, X ;) est équivalente a la catégorie
discréte définie par I'ensemble Hom (e, f*(U))=H°(T, f*(U)).

On rappelle qu'une catégorie est dite discréte si les seules fléches y
sont les fleches identiques. L’action de Iéquivalence (1.1(8)) sur les
fléches est donnée par Mwsux M. La catégorie Mor,(T, X ) est donc
discréte et le corollaire résulte immédiatement de (1.2). En explicitant le
corollaire lorsque T =X, ou VeOb(X), on trouve ce qui suit.

Corollaire 1.4. Soient U et V deux objets d’'un U-topos X. La caté-
gorie Mory(X,y, X)) est discréte et équivalente a celle définie par
I’ensemble Hom (U, V).

Bien entendu, le foncteur image inverse du morphisme X, ,: X, — X,
attaché a une fléche f: U— V de X est

X )* Xp—=>Xy, (V/V)wV'x,U. (1)

Remarque 1.5. En résumé, la sous-2-catégorie de la 2-catégorie des
X-topos dont les objets sont les X,;,, UeOb(X), «est» en fait une
catégorie, équivalente a X.

Ces préliminaires nous conduisent au résultat suivant qui sera
utilisé plus bas.

Proposition 1.6. Soient f: X — Y un morphisme de U-topos et soit
VeOb(Y). On a des morphismes de topos

X=Xy
fl l’” U=f*(V) 1)

Y—1Y,
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et un isomorphisme de morphismes de topos
i: fu—>uvf), )
qui fait de (1) un carré 2-cartésien dans la 2-catégorie des topos.
1.6.1. Le morphisme u a pour foncteur image inverse U'ws U’ x U; de

méme, le morphisme v a pour foncteur image inverse V'»w» V' x V et
enfin f), a pour foncteur image inverse

(V' = V) (f*(V) - f*(V)).
Enfin
i(V): fX(V'x V)= f*(V)x f*(V) 3)

est I'isomorphisme déduit du fait que f* commute aux produits fibrés
finis. Ceci dit, la proposition est une conséquence immédiate de (1.2).
On en déduit le corollaire suivant:

Corollaire 1.7. Sous les hypothéses de (1.6), pour tout morphisme de
U-topos t: T— Y, le foncteur

Mory,, (T, X,y) = Mory(T, X), (1)

(t', t)ws(ut', (vx7)(i*1')), est une équivalence de catégories.

On dira souvent que X ;;, ou U=f*(V), est la restriction du Y-topos
X aTlobjet V de Y, auquel cas on posera

Pour accorder les notations, on écrira parfois

Y|V, VeOb(Y), 3)
au lieu de Y.

§ 2. Champs de topos

Définition 2.1. Soient E un site. On appelle champ de U-topos sur E
un E-champ C tel que, pour tout SeOb(E) la fibre Cg soit un U-topos et
tel que, pour toute fléche f: T— S de E, le foncteur changement de base

f*: Cs—Cr (1)
définisse un morphisme de topos f: C; — Cs.

La définition a un sens car deux foncteurs changement de base
relatifs & un méme f sont canoniquement isomorphes.
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Exemple 2.2. Soit X un U-topos. La catégorie FL(X) des fléches de X
se projettant sur X grace au foncteur but est un champ d’aprés (II 3.4.8.2);
c’est méme un champ de U-topos, car sa fibre en Se Ob(X) est le U-topos
X 5, et le foncteur changement de base attaché a une fléche f: T— S de X

n’est autre que ,
Xs— X, SwS8xgsT. (1)
Soit alors f: X — Y un morphisme de U-topos. La catégorie
f«(FL(X)) )

qui se déduit de FL (X) par changement de base suivant le foncteur image
inverse f*: Y— X est un champ de U-topos sur Y. C’est un champ car
c’est limage directe par f du X-champ FL(X) (11 3.1.1). C’est un champ
de topos car le foncteur changement de base attaché a une fleche u: T— S
de Y est, par construction, le foncteur changement de base attaché a
FL(X) et au morphisme f*(u): f*(T)— f*(S). Dans ce chapitre, nous
ne nous intéresserons guére qu'a des champs de topos de cette espece.
Ils possédent une vertu particuliére: les foncteurs changement de base
admettent a la fois un foncteur adjoint a gauche et un adjoint a droite.
En effet, il suffit de prouver notre assertion pour le champ FL(X) et il
est alors clair que I'adjoint a gauche de (1) n’est autre que

Xr—Xs, (@ T'>T)w(ft: T'>S). 2

L’existence d’adjoints & gauche aux foncteurs changement de base
nous servira dans la proposition suivante a prouver I'existence de U-
générateurs.

Proposition 2.3. Soient E un U-site et C un E-champ. Soit S;, i€l,
IeU, une famille d’objets de E engendrant un raffinement de E telle que,
pour tout iel, le champ Cig, soit un champ de U-topos sur Ejs,.

(i) Pour tout SeOb(E), la fibre Cg est une U-catégorie qui vérifie
les conditions (a), (b) et (c) de (0 2.6).

(ii) Pour toute fleche f: T— S de E, le foncteur changement de base
f*. Cs— Cr commute aux limites projectives finies et aux limites
inductives.

(iii) Supposons de plus que, pour toute fleche f: T— S de E, le fonc-
teur changement de base f*: Cy— C; admette un adjoint & gauche.
Alors C est un champ de U-topos.

L’hypothése signifie aussi que, si R désigne le raffinement de E
engendré par les S;, le champ C g est un champ de U-topos sur R. Pour
prouver (i), on peut supposer que S est objet final de E, car les fibres et les
foncteurs changement de base ne sont pas affectés par le passage de E
aEg.
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2.3.1. Nous allons prouver que les limites inductives indexées par
une catégorie J appartenant a U et les limites projectives finies existent
dans Cg. Pour cela, notons que, puisque C est un champ, on a une
équivalence de catégories:

Cs == Lim(C/R). (1)

Soit alors X: J —»L,i_rg(C/R) un foncteur. Pour tout jeOb(J), X (j) est
une section cartésienne de C au-dessus de R. Supposons que J appartienne
a U et soit, pour tout TeOb(R), X'(T) la limite inductive du foncteur

X(T): J—>Cr,  X(T)(j)=X0G)T).

Puisque les foncteurs image inverse commutent aux limites inductives,
il existe, pour toute fléche g: U — T de R, une unique fléche g-cartésienne
X'(g): X'(U)— X'(T) telle que, pour tout jeOb(J), le carré ci-dessous
soit commutatif .

X()(T) 22— X (j)(U)

l l

X'(T) —— X'(U),

ou les fléches verticales sont les morphismes structuraux. Il est facile de
vérifier que X’ est la limite inductive de X. On raisonne de méme pour
les limites projectives finies.

2.3.2. Prouvons maintenant que, pour toute fleche f: T— S de E,
le foncteur changement de base f*: Cg — C;commute aux limites projec-
tives finies et aux limites inductives quelconques. Soient RS et RT les
raffinements de E 5 et E,; définis par le raffinement R de E engendré par
les S;. Le foncteur changement de base f* s’interpréte comme le foncteur
restriction Li_m(C/Rﬁ—» Lim (C/R"). Celui-ci est compatible avec les
limites projectives finies et les limites inductives indexées par une caté-
gorie élément de U d’aprés le procédé de calcul de ces limites. Ceci
prouve (ii).

2.3.3. Pour prouver que les fibres sont des U-topos, nous allons
utiliser le lemme (III 1.2.8.4). Soit SeOb(E). Quitte a remplacer les S;
par les S;x S, on peut supposer que S est objet final de E. De plus, la
famille {S; — S} est couvrante et le produit des foncteurs image inverse

f: Cs—[]Cs,=C (1)
iel

est donc conservatif (raisonner avec les données de descente). De plus,
puisque IeU, la catégorie C’ est un U-topos. Il nous reste a vérifier les
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conditions de (III 1.2.8.4). On sait déja que les limites projectives finies
et les limites inductives indexées par une catégorie appartenant a U
existent dans Cg et que le foncteur f les respecte; donc Cg vérifie les
conditions (a), (b) et (c) de (0 2.6), ce qu’on peut d’ailleurs prouver directe-
ment en utilisant la construction de (2.3.1). Ceci achéve de prouver (i).
Pour prouver (iii), il nous reste 4 prouver que Cg admet une U-famille
de générateurs topologiques. D’aprés (III 1.2.8.4(ii)), il nous suffit pour
cela de prouver que le foncteur (1) admet un adjoint a gauche. Or chacun
des foncteurs changement de base f;: Cs— Cs, admet un adjoint a
gauche g;, et le foncteur défini par

gX)=[]&(X), X=(X)eOb(llCs), 2

iel

est évidemment un adjoint a gauche de f. C.Q.F.D.

24. Pour étre complet, I’énoncé devrait indiquer que la condition
de (iii) est elle aussi de nature locale. Cela est vrai sous une hypothése
supplémentaire a laquelle satisfont les champs de topos de I'exemple
(2.2) et que nous allons indiquer.

Lemme 2.5. Soient E un site ou les produits fibrés finis existent et
soit C une E-catégorie fibrée. Soit ¢ un clivage de C (choix des images
inverses). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) C est cofibrée et pour tout carré cartésien

T—T

fl Jf’ (1)

S‘,‘—S,

de E et tout carré commutatif

I

de C se projettant sur (1), tel que a et b soient cartésiens et m cocartésien,
m’ est cocartésien.

(ii) Pour toute fléche f: T— S, le foncteur changement de base f*:
Cs— C; admet un adjoint a gauche

ﬁ: CT_> Cs, (3)



404 Chapitre VIII. Extension d’un topos

et pour tout carré cartésien de E noté comme (1), le morphisme naturel

fiv* —>u*f, 4

est un isomorphisme.

Remarque 2.5.1. Avant de démontrer ce lemme, notons que la
condition (i) est évidemment stable par tout changement de base u:
E'— E qui transforme carrés cartésiens en carrés cartésiens. Pour
prouver qu’elle est satisfaite pour le champ de topos f"(FL(X)) sur Y
attaché au morphisme de topos f: X — Y (2.2), il suffit donc de la vérifier
pour le champ de topos FL(X) sur X car le foncteur u est alors le fonc-
teur image inverse f*: Y— X. Or, dans FL(X), une fléche

ye—y

- 1 1,,,,

x<—,,—x’

de FL(X) de projection a: x’— x est cartésienne (resp. cocartésienne) si,
et seulement si, le carré est cartésien (resp. b est un isomorphisme). La
vérification de (i) est donc immédiate. La condition de (2.5) est donc
satisfaite par le Y-champ f*(FL(X)) attaché @ un morphisme de U-topos
fi X—-Y

2.5.2. Remarquons déja que dans une catégorie fibrée, le composé de
deux morphismes cocartésiens est cocartésien. Dire que C est cofibrée
signifie donc que, pour toute fléche f: T— S de E et tout xeOb(Cy) il
existe une fléche cocartésienne de C de source x se projettant sur f. Il
est immédiat que, pour f fixé, cette condition signifie que le foncteur
changement de base f* admet un adjoint a gauche f,. De plus, on a une
bijection entre 'ensemble des adjoints a gauche de f* et 'ensemble des
familles (f,), xeOb(Cy), de fléches cocartésiennes de projection f, qui
s’obtient en attachant a un tel adjoint f,: C;— Cg la famille qui, a
xeOb(Cy), associe la fléche composée

X L f* £,(0) ~HAE £, (x) 5)
ou r(x) est le morphisme d’adjonction et o ¢,(f,(x)) est la fléche carté-

sienne attachée par le clivage ¢ a 'objet f,(x)de Cseta f: T— S [D 1.6].

2.5.3. Pour prouver I’¢quivalence de (i) et (ii), nous pouvons donc
supposer que C est cofibrée et que 'on a choisi un coclivage de C (c’est
a dire les foncteurs f,). Choisissons donc un carré tel que (1). On a un
morphisme de foncteurs (le morphisme d’adjonction)

riide,.—f*f,
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d’oi un morphisme v**r: v*—>v*f*f,, d’ou, en composant avec
lisomorphisme v* f*— f’* y* donné par le clivage (car (2.5 (1)) est
commutatif), un morphisme

s: v* o fIRu*f,
d’ou, puisque f, est adjoint a gauche de f’*, un morphisme
t: fi v*>u*f,

qui est le morphisme «naturel» de (2.5(4)). Pour tout yeOb(Cy), on
peut d’ailleurs expliciter ¢(y) comme l'unique S’-morphisme qui rend
commutatif le diagramme

y D p¥(y)

dy  (v*(y))
ds(y)

SO g W i0) 5 £ (* )

ou ¢, (y) et c,(f1(») sont les fléches cartésiennes attachées par le clivage
a (y,v) et (f1(y), u) et oud,(y) et d,.(v*(y)) sont les fleches cocartésiennes
attachées par la coclivage a (y, f) et (v*(y), f'). Pour que ¢ soit un iso-
morphisme, il faut et il suffit que, pour tout yeOb(Cy), le morphisme
t(y) soit un isomorphisme, ce qui signifie que le composé

t(y) ds (v*(v))

est cocartésien. Le carré (2.5(1)) étant fixé, cette condition équivaut a
celle de (2.5 (i)), car tout carré tel que (2.5(2)) est isomorphe & un carré
obtenu en composant dans un diagramme tel que celui ci-dessus les
morphismes () et d(v*(y)). Donc (i) équivaut a (ii).

2.5.4. On notera que, dans la démonstration, nous avons seulement
utilisé le fait que le carré (2.5 (1)) est commutatif, mais que dans 'exemple
(2.5.1), 1a condition n’est vérifiée que pour les carrés cartésiens.

Lemme 2.6. Soit E un site ou les produits fibrés finis existent et soit C
un E-champ. Soit (S;), ie I, une famille d’objets de E engendrant un raffine-
ment R de E. Pour que C vérifie les conditions équivalentes de (2.5) il
faut et il suffit que, pour tout i€, il en soit ainsi du champ Cg, sur E,.

La condition est évidemment nécessaire car le foncteur changement
de base

Es—E, (5/8)~¢§,

commute aux produits fibrés finis. Inversement, supposons que, pour
tout iel, le champ C, vérifie la condition (i) de (2.5). Cela implique que
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le champ C vérifie la méme condition. Soit alors f: T— S une fleche
de E. On a deux foncteurs qui commutent aux produits fibrés finis

uv: Ex3E, u(S/S)=S, v(S'/S)=8" xT,
et la premiére projection de S’ x T fournit un morphisme de foncteurs
m: v—u.

Choisissons un clivage ¢ de C. D’aprés (D 1.17), on a un morphisme de
champs sur E 5

m*: C*— C* 1)
entre les catégories déduites de C par les changements de base u et v, qui,
pour tout §’eOb(Es) induit sur les fibres en S’ le foncteur image inverse

m*(§): Cg — Cs sT

attaché par le clivage a la premiére projection m(S’): S’ x T— S’. Nous
allons démontrer que m* admet un E-adjoint a gauche (I 1.11.2) cartésien
noté m,. Il en résultera que m*(S): Cs— C; admet un adjoint a gauche.
De plus, le fait que m, soit cartésien implique que, pour tout carré cartésien

de la forme
T—T

1]

S—§

ou f est le morphisme indroduit plus haut, la seconde condition de
(2.5 (1)) est vérifiée. On aura ainsi achevé la démonstration du lemme.
Notons encore R le raffinement de E 5 défini par le raffinement R de E.
Pour que m* admette un adjoint a gauche cartésien, il faut et il suffit
qu’il en soit ainsi de sa restriction 4 R

m;"R: C'/‘R — C;]R .

En effet, nous cherchons un morphisme de champs m,: C*— C* et des
morphismes de morphismes de champs i: id¢. — m* m, et j: m, m* — idc.
tels que (jxm)(m*xi)=id,, et (m*xj)(i*xm*)=id,,..

Or C* et C* sont des champs sur E 5 et, d’'aprés (I1 2.1.5.2) pour tout
couple (F, G) de champs sur E g, le foncteur restriction

Cartg  (F, G)—=- Cartg(Fg, G g)

est une équivalence de catégories. D’ou I'existence de (m,, i, j) si I'on
connait celle de leurs restrictions & R. Mais, pour tout S’eOb(R), le
foncteur induit par m* sur les fibres en S’ admet un adjoint a gauche, car
c’est le foncteur changement de base attaché a une fléche du raffinement
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de E engendré par les S;. D’apres (I 1.11.3), on sait donc que mfz admet
un adjoint a gauche. Il reste & voir que celui-ci est cartésien, ce qui est
une conséquence de la seconde condition de (2.5 (ii)).

Remarque 2.7. Chemin faisant, nous avons démontré que la condition
(ii) de (2.5) équivaut a la suivante:
(iii) Pour toute fléche f: T— S de E, le foncteur

m*: C*— C
de (2.6 (1)) admet un adjoint a gauche cartésien.

Théoréme 2.8. Soit E un site ou les produits fibrés finis existent et soit
(S,), iel, IeU, une famille d’objets de E engendrant un raffinement de E.
Pour qu’un E-champ C soit un champ de U-topos vérifiant les conditions
de (2.5), il faut et il suffit que, pour tout i€l, il en soit ainsi du champ
Cis, sur le site Eg,.

C’est une conséquence immédiate de (2.3) et (2.6).

§ 3. Morphismes de champs de topos

Définition 3.1. Soient E un site, C et C' deux champs de U-topos sur
E. On appelle morphisme de champs de topos de source C et de but C’
un E-foncteur cartésien m*: C'— C tel que, pour tout SeOb(E), le
foncteur induit sur les fibres m*(S): Cs— Cs soit le foncteur image
inverse sous-jacent a un morphisme de topos.

3.1.1. On notera Morg(C, C’)la sous-catégorie pleine de Cartg(C’, C)°
dont les objets sont les morphismes de champs de topos. On rappelle que
I'on a une E-catégorie scindée

CART.(C', C) 1)

dont les objets de projection SeOb(E) sont les E s-foncteurs cartésiens
Cjs— C/s (13.3.1.2) et que celle-ci est un E-champ dés que C est un
E-champ. Puisque la condition d’étre un morphisme de champs de
topos se voit sur les fibres, on a une sous-catégorie scindée pleine

MOR,(C, C') 2

de CART(C', C)°, dont les objets sont les morphismes de champs de
topos.
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Proposition 3.2. MOR(C, C’) est un sous-champ plein de
CARTg(C, C)°, (I11.25.1).

En effet, puisque c’est une sous-catégorie fibrée pleine de
CARTg(C, C)°, il nous suffit d’aprés (II 1.2.5.1) de prouver que la
condition d’étre un morphisme de champs de topos est locale. Soit donc R
un raffinement de E et soit m*: C'— C dont la restriction a R est un
morphisme de champs de topos. Soit S Ob(E). Nous devons prouver que
m¥: Cs— Cg commute aux limites projectives finies et aux limites
inductives indexées par une catégorie appartenant a U. On introduit le
raffinement RS de E g défini par R, moyennant quoi le foncteur mg s’inter-
préte comme le foncteur induit par m*:

. : ' IRS s S
M*: Lim(C'/R% — Lim(C/R®).
En reprenant le calcul des limites dans ‘Li_m(C'/Rs) fait dans (2.3.1), on
voit immédiatement que M* les respecte, d’ou la conclusion.
Exemple 3.3. Soient
X582 Y

des morphismes de U-topos. Tout S-morphisme de topos (f, i),

[ X->Y iiyf—>x 1)
induit un morphisme de champs de topos sur S

F: x,(FL(X))— y,(FL(Y)) )

dont le foncteur sous-jacent F* est obtenu en associant a tout objet
(Y'— y*(U)) de la fibre Y.y, de y, (FL(Y)) en UeOb(S) le morphisme
composé , Iy
[*(Y) > f*(y*(U))—=— x*(U), Q)

qui est bien un objet de la fibre X,.y, de x,(FL(X)) en U. Cest bien
un S-foncteur cartésien car f* commute aux produits fibrés finis. C’est
un morphisme de champs de topos, car sa restriction aux fibres en
UeOb(S) est, d’apres (3), le morphisme

Sy Xipypoy= Y, cf (16(1). @
De plus, une fléche

m: (f,)— (8 ) ©)
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de Morg(X, Y) donne naissance a un morphisme de morphismes de

champs
F

¥4 (FL(Y)) —MGL—' x, (FL(X)), 6)
ou M(Y'— y*(U))=m(Y’); cette derniére formule définit bien un S-
morphisme de S-foncteurs car, par définition, on a j(m#* y*)=i.
Nous avons ainsi défini un foncteur

Morg(X, Y)— Morg(x, (FL(X)), y,(FL(Y))). )]

Exercice 3.4. Soient X —— S «¥— Y deux morphismes de U-topos.
Montrer que le foncteur (3.3 (7)) induit une équivalence entre Morg(X, Y)
et la sous-catégorie pleine du but de (3.3(7)) dont les objets sont les
morphismes de champs de topos dont le foncteur sous-jacent est a la
fois cartésien et cocartésien. Montrer que l'on obtient I’équivalence
quasi-inverse de la précédente en attachant a tout morphisme de champs
de topos satisfaisant a la condition indiquée

F: x,(FL(X))— y,(FL(Y)) 1)

le morphisme qu’il induit sur les catégories fibres en 'objet final de S.

3.5.Soient X —=— § «*— Y deux morphismes de U-topos. Nous allons
maintenant définir un champ sur S

MORS(Xa Y)a (1)
dont la fibre en UeOb(S) sera la catégorie des S,,-morphismes de topos
Morg,y (XIU, Y|U), (0

ou S|U, X|U et Y|U désignent les restrictions de S, X et Y a U (1.7).
Nous venons de définir les objets de ce champ, définissons I’ensemble des
fléches de projection s: V— U, seFL(S), de source g: X|V— Y|V et de
but f: X|U — Y|U. Pour cela, notons que ’on a des morphismes de topos

X|U - X|V

g

YU LYV | (cf 16). 3)
b ¢ b’

S\U «—— S|V
De plus, pour chacun des topos figurant dans (3), tous les morphismes

'ayant pour source et ayant pour but S,; sont canoniquement isomor-
phes. Ainsi, pour X|V, on a quatre isomorphismes de morphismes de
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\a a 4)

*

champs
bfé—2%at

b

bng rEsob'g

ou ¢: bf— a est I'isomorphisme de morphismes de topos sous-jacent
au §,y-morphisme f, ou y est 'analogue pour g et ou X (resp. y) est
I'isomorphisme naturel rendant commutatif la «face avant» (resp.
arriére) de (3). Ceci dit, on définit 'ensemble des morphismes de projec-
tion s: V— U, de source g et de but f, comme I’ensemble des morphismes
de morphismes de topos

m: fEong )

tels que b*m rende commutatif le diagramme (4); ce sont donc les
morphismes m: f&—ng qui sont des 2-fléches dans la 2-catégorie des
topos au-dessus de S,y

3.6. Le fait que MORg(X,Y) soit une catégorie fibrée sur S est
alors une conséquence immédiate de (1.6). Toujours d’aprés (1.6), on a,
pour tout UeOb(S), une équivalence

Morgy (X|U, Y|U)—> Mors(X|U, Y), (6)

la premiére de ces catégories étant, par définition, la fibre en U de
MORg(X, Y). De plus, puisque (1.6(2)) est un isomorphisme, une fléche
de MOR(X,Y) est cartésienne si, et seulement si, le morphisme de
morphismes de topos sous-jacent est un isomorphisme. Il reste a prouver
que MOR(X, Y) est un champ, et nous référerons pour cela a la thése
de M. Hakim [Orsay, 1967]. On pourrait d’ailleurs déduire ce fait de
Iexercice (3.4) en prouvant que, par localisation, le foncteur (3.3 (7)) donne
une S-équivalence

MOR(X, Y)—*> MORg(x, (FL(X)), y, (FL(Y))), ™

car, d’apres (3.2), le but de celle-ci est un champ.

3.7. Nous considérerons également le champ sur X
MOR{ (X, Y) (1)

obtenu en localisant sur X (et non sur S) la catégorie Morg(X, Y). Autre-
ment dit, (1) est la catégorie fibrée sur X dont la fibre en UeOb(X) est

Morg(X|U, Y), UeOb(X). 2
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Si 'on admet Pexistence du produit fibré de topos X x sY (M. Hakim
[Theése]), on voit que (1) est un champ, car on a une X-équivalence

MOR, (X, X x sY)XMORX(X, Y).

Par la propriété universelle du produit fibré de deux topos, on a des
équivalences

Morg, (X|U, YIU)®Mors(X|U, Y), UeOb(S). 3)

Par suite, Morg(X, Y) se déduit de MORZ (X, Y) par le changement de
base x*: S— X. Autrement dit, par définition de limage directe d’un
champ (11 3.1.5) on a une équivalence de champs sur S

MOR(X, Y)—=- x, (MOR¥ (X, Y)). @)

§ 4. Le topos classifiant d’un faisceau de groupes

Ce paragraphe est entiérement dii & Grothendieck. Outre sa propriété
universelle, B joue pour la cohomologie un réle analogue aux classifiants
classiques (cf. (8.7)) mais dans une situation plus générale car I'on ne se
limite pas aux faisceaux constants. Profitant de cette remarque, il semble
possible, grace a la cohomologie étale, de transcrire en arithmétique
certains raisonnements de la topologie ordinaire.

4.1. Soient X un U-topos et G un groupe de X. On désigne par
Bg(X) ou Bg (1)

la catégorie des G-objets a gauche de X. D’aprés (III 1.2.8) c’est un U-
topos et I’on a trois foncteurs dont chacun est adjoint a gauche de celui
qui est écrit sous lui

Bg—t—X, @)
\ —_—
ou
7,(A)=G\4

t*(E)= E + opérations triviales (noté¢ E°)
7,(4)= A€ (invariants).
Il en résulte que t* est le foncteur image inverse d’un morphisme de topos
1g: Bg—X. 3)

Si u: G — H est un morphisme de groupes de X, on a un morphisme de
topos
B,(X): Bg(X)— Bg(X), aussinotéB,, 4)
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dont le foncteur image inverse B est celui qui, d'un H-objet V fait un
G-objet grace a u: G— H. On définit un adjoint a droite B, de B} par

B, (U)=Homg¢(H, U)
et un adjoint a gauche B, de B} par
B, (U)=HAU (L1 1.36).

On notera que t5: Bg— X n’est autre que le morphisme attaché au
morphisme unité G— 1 et que le morphisme unité 1— G définit un

morphisme
wg: X — Bg(X) %)

dont le foncteur image inverse n’est autre que le foncteur «oubli des
opérations de G», aussi noté
UwU°. (6)

Siv: H— K est un morphisme de groupes de X composable avec u, on a
B B¥*=B¥,, donc B,B,=B,,. En particulier, B,(X): Bg(X)— Bg(X)
est un morphisme de X-topos et, par ailleurs, on a
16 Wg=1dy. 7
S’il n’y a pas d’ambiguité, nous écrirons 7 et w au lieu de 7 et wg. Enfin,
les adjoints a gauche et a droite de w* sont donnés par
0, (U)=GxU et w,(U)=Hom(G,U). (8)

4.2. De plus, désignons par E; 'objet de B; obtenu en faisant opérer
G sur lui-méme par translations a gauche. Les translations a droite en
font un torseur de Bg sous le groupe G* de B;. On posera

G™=ad(E;) (III 1.4.8). (1)

Par définition, c’est le groupe des G'-automorphismes du torseur E; de
Bg; il est clair que c’est le groupe de B obtenu en faisant opérer G sur
lui-méme par automorphismes intérieurs. Le triple (Bg, 7, E;) joue le
role d’un classifiant:

Théoréme 4.3. Pour tout U-topos X' et tout morphisme de topos
[ X'—> X, le foncteur

n: Mory(X', Bg)° — Tors(X', f*(G)), p-p*(Eg), 1)

est une équivalence de catégories.

4.3.1. Pour préciser la définition de (1), rappelons qu’un objet de
Mory (X', Bg) est un (p, i), ou p: X' — Bg est un morphisme de topos et
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i: f—=> 7 p un isomorphisme de morphismes de topos. Moyennant quoi,
p*(Eg) est un torseur de X’ sous p*(G®), dont on fait un f*(G)-torseur
grace a I'isomorphisme

i(G): p*t*(G)—f*(G). )

Si m: (q, j)— (p, i) est une fléche de Mory(X’, B;) dont le morphisme

sous-jacent est m*: p* — g*, son image par (1) est, par définition, le
morphisme

m*(E¢): p*(Eg) — q*(Eg). 3)

Puisque m est un morphisme entre foncteurs qui commutent aux limites
projectives finies, (3) est compatible avec le morphisme de groupes

m*(G): p*(G*) — q*(G"). 4)
I1 en résulte que m*(Eg) est un morphisme de f*(G)-torseurs car, par
définition de Mory (X', Bg), on a
jrxm)=i, ®)
donc j(G) m(G%)=i(G).

4.3.2. Nous allons décrire un foncteur
p: Tors(X', f*(G))— Mory(X’, Bg)° (6)

dont nous prouverons que c’est un quasi-inverse de (1). Soit P un f*(G)-
torseur de X'. Pour tout 4eOb(Bg), le groupe G opére sur 'objet 4°
de X, donc le groupe f*(G) opére sur f*(A®). Grace a ces opérations,
on peut former le produit contracté

PR f*(4°) (7)
noté p*(A). On obtient ainsi un foncteur
p*: Be(X)—>X'. (8)

De plus, pour tout E€Ob(X), la seconde projection de P x f*(E) induit

un isomorphisme ) 1*6) -
i(E): P" A" f*(E)—> f*(E), ©)

ou le produit contracté est construit grace aux opérations triviales de
f*(G) sur f*(E). Puisque E=E*®, on obtient ainsi un isomorphisme de
foncteurs

ir f*¥—5p*1* (10)
Pour prouver que (p,i) est un objet de Mory(X’, B;), il nous reste a
prouver que p* est le foncteur image inverse d’un morphisme de topos
p: X' — Bg. Il suffit pour cela de prouver qu’il respecte les limites projec-
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tives finies et les familles épimorphiques. Or il en est ainsi du foncteur
induit par f*:
(Bf)*: Bg(X)— Bg(X'), ou G'=f*(G), (11)

ceci, d’aprés le calcul des limites dans les topos Bg (111 1.2.8.3). De plus,
le foncteur «torsion»

By —»X, EwPXE, (12)

posséde la méme propriété. En effet, la question est locale sur X', P est
localement trivial et, lorsque P est trivial, le foncteur torsion est iso-
morphe au foncteur oubli des opérations de G. D’ou la conclusion, car (8)
est isomorphe au composé de (12) et de (11). Nous laissons au lecteur le
soin de décrire I'action de (6) sur les fléches.

4.3.3. Construisons un isomorphisme de foncteurs entre le composé
pn et le foncteur identique de Mory(X’, B;). Soit (p,i), p: X'— By,
i: p*t*—> f* un objet de celle-ci. Pour tout objet 4 de B;, on a

p(p, if*(A)=p* (Eg) A" f*(4°). (13)
Grace a I'isomorphisme i, cet objet s’écrit également
P*(Eq)" R p*(4”) (14)

qui, a isomorphisme canonique prés, n’est autre que
p*(Eg A A®Y), (15)

ou l'objet a opérateurs triviaux 4A“* de B est un G*-objet de B, grace a
la structure de G-objet de A® et au foncteur t. D’aprés (III 1.3.1.3), le
morphisme Eg x A — A qui définit les opérations de G sur A4 fournit un
isomorphisme Eg; ‘XA“"—)A, dont I'image par p*: B; — X' donne, en
composant avec les isomorphismes précédents, un isomorphisme

pn(p, i)*(A) —— p*(4). (16)

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cet isomorphisme est
fonctoriel en 4 et compatible avec i, c’est-a-dire qu’il fournit un iso-
morphisme d’objets de Mory (X', Bg)°:

pn(p, ) —(p, ). (17)

Quelques vérifications supplémentaires montrent alors que I’on a bien
définiunisomorphisme defoncteurs de p ndansl'identité de Mory(X’, B;)°.

4.3.4. Indiquons rapidement comment construire un isomorphisme
entrele composér p et lefoncteuridentiquede Tors(X’, G'),ou G’ = f*(G).
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Soit donc P un f*(G)-torseur. Par définition, on a
7 p(P)=p(P)*(Eq)=P”"A” f*(EQ).

Puisque f*(E2) est le torseur a gauche trivial sous f*(G), on a un
isomorphisme naturel © p(P)—— P. Nous laissons au lecteur le soin de
vérifier que I'on obtient ainsi I'isomorphisme de foncteurs annoncé, ce
qui donne la conclusion.

Corollaire 4.4. Soient f: X' — X un morphisme de U-topos et G un
groupe de X. Posons G'=f*(G). On a un diagramme commutatif de
morphismes de topos

Bg(X) «*~ Bg/ (X))
| 1)
XX
qui est 2-cartésien (0.5).

4.4.1. Le foncteur image inverse sous-jacent a B est celui induit par f*.
Le carré est visiblement commutatif. Qu’il soit 2-cartésien résulte du
théoréme précédent, car, pour tout U-topos X" et tout morphisme g:
X" X, la catégorie des X-morphismes X" — B; est anti-équivalente
a celle des (fg)* (G)-torseurs de X" et celle des X-morphismes X" — Bg:
est anti-équivalente a celle des torseurs de X" sous g*(G')~(fg)*(G).

4.4.2. On notera que si Ue Ob(X) et si on pose X'=X,;,ona G'=G|U
et on a une équivalence de catégories

B (X)|U % Bgy(X|U), 03]

ou le premier membre est la restriction de B (X)a U (1.7).

4.4.3. On peut aussi énoncer (4.4) en disant que I'on a une équivalence
de topos

Bs(X) % x X' —= Bg.(X), 3)
ce qui fournit un exemple de produit fibré de deux topos.

Corollaire 4.5. Soient X un U-topos et G un groupe de X. Le X-champ
MOR (X, B;) est une gerbe, anti-équivalente a celle des G-torseurs de X.

4.5.1. D’aprés la définition (3.5 (1)) de MORx (X, Bg), la fibre de celle-ci
en un objet U de X, n’est autre que

Mory(X|U, Bg) ®Mory,y(X|U, Bg|U), (1)
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cest-a-dire la catégorie des morphismes p: X|U — B; munis d’un
isomorphisme i: Tp——>u, ou u: X|U — X est le morphisme naturel.
D’aprés (4.3), on a une équivalence entre 'opposée de la fibre en U de
(1) et la catégorie des G-torseurs de X|U et il suffit de voir qu’il existe un
X-foncteur cartésien

MOR (X, Bg)° — TORS(X, G), @

induisant sur chaque fibre 'équivalence de (4.3 (1)). Ce travail est laissé
au lecteur.

4.5.2. L’image par (2) du morphisme w est le torseur EZ, sous G**=G.
C’est donc le G-torseur trivial de X. Le foncteur (2) induit donc un
isomorphisme de faisceaux de groupes sur X (c’est-a-dire unisomorphisme

de groupes de X) Auty(@) > G° 3
X > s

ou le premier est le faisceau des automorphismes de w dans le champ (1),
c’est-a-dire le faisceau des X-automorphismes du morphisme de topos
w: X — Bg, et ou G est identifié au faisceau des automorphismes du
torseur trivial grace aux translations a gauche.

§ 5. Topos classifiant d’une gerbe et effacement d’une classe de cohomologie
de degré 2

Dans ce paragraphe, nous démontrons que, pour toute gerbe G sur
un U-topos X, il existe un X-topos

Tg- BG—)X

qui 2-représente le 2-foncteur qui, a tout X-topos X', associe 'opposée
de la catégorie des sections de I'image inverse de G sur X'. L’image
inverse de G sur Bg est donc trivialisée (munie d’une section) et le topos
Bg joue le role du topos universel qui efface (annule) la classe de cohomo-
logie définie par G. Le topos Bg(X) est construit dans (5.1), sa propriété
universelle est établie dans (5.2) et dans (5.3) nous prouvons qu’il y a
une 2-équivalence entre la 2-catégorie des gerbes sur le topos X et la
2-catégorie des X-topos B qui, localement, sont de la forme B;(X) ou G
est un groupe du topos X. Un tel X-topos B est appelé une extension
du topos X car une extension de groupes du topos X

15>F—*%5G—>H—1

fournit un morphisme de topos B,(X): Bg(X)— By(X) qui fait de
B;(X) une extension du topos By (X). Cette circonstance sera utilisée
au paragraphe 7 pour étudier les extensions de groupes dans un topos.
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5.1. Construction du topos classifiant B;(X) d’une gerbe G

Proposition 5.1.1. Soient X un U-topos et G une gerbe sur X, dont
les fibres sont des U-catégories. Posons

Bg(X)=Carty(G, F1(X)), [on écrit aussi Bg], 1)

ou F1(X) est le champ (II 3.4.8.2) des fléches de X, se projettant sur X

grace au foncteur but. Soit
& X — Bg )

le foncteur qui, a tout objet U de X, associe le X-foncteur cartésien

«constant»
(U): G- FI(X), t%(U)(x/V)=UxV. (3)

La catégorie Bg est un U-topos. Le foncteur (2) admet un adjoint a
droite et un adjoint a gauche; c’est le foncteur image inverse d’un mor-

phisme de topos te: Beo X. @

5.1.1.1. Pour définir le foncteur (2) de maniére plus correcte que
dans I’énoncé, on choisit d’abord un quasi-inverse s de I'équivalence de

catégories:
v: 6Iﬁn_(Fl(X)/X)—»X, v(t)=t(ey), )

ou ey est I'objet final de X, et 'on compose s avec le foncteur
Lim (FI(X)/X)— Carty (G, F1(X)), twtp, (6)

ou p: G — X est la projection. On rappelle que, puisque la projection
p est couvrante (II 1.4.1), le foncteur (6) est pleinement fid¢€le. Il est clair
que son image essentielle est formée des foncteurs cartésiens x: G — F1(X)
qui, pour tout VeOb(X), appliquent tout V-automorphisme d’un objet
g de la fibre G, sur le morphisme identique de x(g). De tels foncteurs
sont appelés constants.

5.1.1.2. Pour prouver la proposition, remarquons que Bg est la fibre
en l'objet final de X de la X-catégorie scindée

Bs(X)=CART(G, FI(X)), (13.3.1.2). 0

D’aprés (I12.1.5), Bg est un X-champ car il en est ainsi de FI1(X)
(I1 3.4.8.2). Prouvons que Bg est un champ de U-topos satisfaisant aux
conditions de (2.5). D’aprés (2.8), cette condition est locale et elle est
satisfaite par un X-champ de la forme f, (FI1(Y)), ot f: Y— X est un
morphisme de U-topos. Comme toute gerbe, G est localement triviale,
la premiére assertion de la proposition résulte donc du lemme suivant.
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Lemme 5.1.2. Sous les conditions de (5.1.1), soit g une section de G.
Posons G= Aut(g). On a une X-équivalence

Be— 16, (F1(Bg)) (1)
qui induit une équivalence

Bg—=>B;, xwXx(g). ()]

5.1.2.1. Puisque G est trivialisée, un morphisme x: G — FL(X)
définit une section x(g) de FL(X) et un morphisme de faisceaux de

roupes
BrOuP G=Aut(g) > Aut(x(z),

autrement dit un objet a opérateurs de FL(X). D’aprés (II1 2.2.2), on
sait que 1’'on obtient ainsi une équivalence de X-champs

k: CART(G, FL(X))—> OPER(G, FL(X)), 3)
dont le but est le champ des G-objets de FL(X). Ce foncteur s’écrit
également -

g k: Be—> 16, (FL(Bg). @)

comme on voit en notant qu’un objet de ¢ (FL(Bg)) de projection
UeOb(X) n’est autre qu’un G-objet 4 de X muni d’un G-morphisme
A— U", et s’interpréte comme un objet de la fibre en U du but de (3).
Ceci prouve la premiére assertion du lemme; la seconde en résulte par
passage aux fibres en I'objet final de X.

Pour achever de prouver la proposition (5.1.1), il suffit de prouver
que le foncteur 7§ admet un adjoint a droite et un adjoint a gauche.
En effet, il en résultera que c’est le foncteur image inverse sous-jacent
a un morphisme de topos.

5.1.3. Prouvons que 7§ admet un adjoint a gauche
TG! : BG d X . (1)

Il suffit de prouver que, pour tout xeOb(Bg), il existe un 4eOb(X)
et un morphisme r: x — t§(A) tel que, pour tout objet B de X, I'applica-
tion composée

Hom (A4, B) - Hom (t%(A), 7%(B)) — Hom (x, t%(B)) )

soit bijective. D’aprés (5.1.1.1), le foncteur t§ identifie la catégorie X
a la sous-catégorie pleine de Bg formée des foncteurs constants
x: G—FL(X). Nous devons donc construire un foncteur constant

A: G- FL(X) (3)
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et un morphisme r: x — A. Pour tout objet g de G de projection
UeOb(X), on pose
A(g)=Auty(g)\x(g), “4)

ou Auty(g) opére sur x(g) par I'intermédiaire du foncteur x: G — FL(X)
et ou le quotient est pris dans la catégorie fibre X ;. Puisque la formation
des faisceaux d’automorphismes d’un objet de G et celle des quotients
dans X, commutent a la localisation, on définit ainsi un foncteur
cartésien A: G — FL(X), qui est évidemment constant. Pour définir
r: x— A, on prend pour r(g): x(g)— Auty(g)\x(g) la projection du
quotient. Il reste a vérifier que I'application (2), qui s’écrit maintenant

Hom(A, B)—Hom(x, B), mwmr, NG
est bijective pour tout morphisme constant B: G — FL(X). Cela est
immédiat.

5.1.4. On démontre de méme I’existence d’un adjoint a droite
Te: Bg— X (1)

de t%. Disons simplement que, pour tout objet g de G de projection
UeOb(X), et tout objet x: G — FL(X) de Bg, on pose

AX)(@)=x(g), )

plus grand sous-objet de x(g) sur lequel I'= Auty(g) opére trivialement.
On obtient ainsi un morphisme de champs

A(x): G—>FL(X) (3)
qui est constant, et un morphisme de morphismes de champs
r: A(x)—x, C))

ce dernier associant a tout geOb(Gy), UeOb(X), le monomorphisme
structural r(g): x(g)" — x(g). L'objet tg(x) de X correspondant au
foncteur constant A(x) et la fléche &t (x)— x correspondant a r
définissent la valeur en x d’un foncteur adjoint a droite de t§, comme
on voit aisément. C.Q.F.D.

5.2. La propriété universelle de B¢ (X)

Proposition 5.2.1. Soient X un U-topos, G une gerbe sur X. On a
une X-équivalence de gerbes

V: G—=5MORy(X, Be)°. 1)
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5.2.1.1. D’aprés la définition (3.5(2)), un objet du but de (1) de
projection UeOb(X) est un morphisme de topos

p: X,y — Bg )

muni d’un isomorphisme i: u—— 175- p ou u: X, —» X est le morphisme
naturel. A tout objet g de G de projection UeOb(X), nous devons
donc associer un foncteur image inverse

V(g)*: Be— Xy 3
et un isomorphisme '
v(g): V(g)*tg——u*. (4)
On pose
V(@* (x)=x(g), )

qui est bien un objet de X ;;, car un objet x de Bg est, par définition, un
X-foncteur cartésien x: G — FL(X), donc respecte les fibres, et la fibre
en U de FL(X) n’est autre que X,;. Pour définir (4), on rappelle que,
pour tout VeOb(X), I'objet t&(V): G — FL(X) de Bg n’est autre que
le foncteur «constant» (5.1.1.1)

(/U U x V.
On a donc
V(gi*t&(V)=Ux V=u*(V), (6)

et 'on peut prendre pour v(g) le morphisme identique. Il est clair que
V(g)* est un foncteur et v(g) un isomorphisme de foncteurs.

5.2.1.2. Pour prouver que I'on a ainsi défini ’action sur les objets
d’un foncteur (1), nous devons voir que V(g)* commute aux limites
projectives finies et aux limites inductives quelconques. Supposons pour
commencer que U soit 'objet final de X et soit g une section cartésienne
de G dont la valeur en U soit égale a g. Le foncteur V(g)* est alors le

composé
Bg—>Bs—> X, (M

ou G=Aut(g), ot y est I'équivalence de (5.1.2 (2)) et ou w est le foncteur
oubli. Dans ce cas, V(g)* définit donc un morphisme de topos. Dans
le cas général, V(g)* est le composé des foncteurs

Bg(X)—*> Be,,(Xp) —"> Xy, ®)

ou a est le foncteur image inverse dans le champ de topos Bg (5.1.1)
et ou b est 'analogue de V(g)* relatif au topos Xy, a la gerbe G, et a
I'objet g de G,;. D’ou la conclusion, car a est un foncteur image inverse.
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5.2.1.3. Pour achever de définir (1), il faut définir son action sur les
fleches. A toute fléche m: g'— g de G de projection M: U'— U, nous
devons associer un morphisme de morphismes de topos V(m):

V(g)

Bg «—i—— X,
I A
Vig) X/ ’ ©
Xy
tel que
v(g) - (te*V(m))=0(g), (10)

ceci, par définition de MOR(X, Bg)°. Soit donc x: G —FL(X) un
objet de Bg. On a une fléche de FL(X)

x(m): x(g)— x(g), (11)

dont la projection est M: U’'— U, d’ou, puisque x(m) est cartésienne,
un isomorphisme dans X ;.

V(m)*(x): x(g)——x(g)x yU’, (12)
qui s’écrit également
V(m)*(x): V(g)*(x)—— X} V(g)*(x). (13)

On vérifie aisément que I'on définit ainsi un morphisme de morphismes
de topos V(m), et que 'on a bien défini un foncteur

V: G —MOR(X, Bo)°.

Il est immédiat que c’est un X-foncteur, et il est cartésien car, pour
toute fleche m de G, son image V(m) est cartésienne, puisque V(m) est
un isomorphisme.

5.2.1.4. 1l nous reste a prouver que le foncteur (1) ainsi construit est
une équivalence de catégories. Puisque sa source et son but sont des
champs sur X, il suffit de prouver qu’il existe un raffinement de X tel que,
pour tout objet U de ce raffinement, le foncteur (1) induise sur les fibres
en U une équivalence de catégories. Or la construction de (1) est compa-
tible avec la localisation (5.2.1.2). On peut donc supposer que G admet
une section notée g, et il suffit de prouver que la restriction aux fibres en
'objet final de X du foncteur V de (1) s’interpréte comme I’équivalence
(4.3.2(6)), ou X'=X et ou G=Aut(g). Pour cela, il suffira de montrer
que le carré ci-dessous est commutatif & isomorphisme prés, car les
foncteurs autres que V, sont des équivalences de catégories.
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5.2.1.5. Considérons les foncteurs

Mory (X, Bg)° —£— Mory(X, Bg)°
E Ve (14)
Tors(X, G)—~ G.,

ou V, est leffet sur les fibres en 'objet final ey de X du foncteur V de
(1), ou D est le foncteur torsion (I1I 2.3.9 (1))

D(P)=PRg, avec g=gl(ey), (15)
qui est une équivalence (III 2.5.1), ou E, qui est défini par
E(P)*(A)=PRA, (432(6)), (16)

est aussi une équivalence, et ou F est donné par la composition avec
I’équivalence
C: Bg—B;, C(x)=x(g), (5.1.2). (17)

Soit P un G-torseur. Le foncteur image inverse V, D(P)* attaché au
morphisme de topos V, D(P) est défini par

V,D(P)*(x)=x(PRg), xeOb(Bg). (18)

Le foncteur image inverse attaché au morphisme de topos F E(P) est
donné par

FE(P)*(x)=P R x(g), xeOb(Bg). (19)

Ces deux objets sont canoniquement isomorphes (III 2.3.11). Il reste a
vérifier que la famille de ces isomorphismes, pour x variable, fournit un
isomorphisme de foncteurs entre V, D(P)* et FE(P)* et que celui-ci est
compatible avec 7g5: Bg — X autrement dit qu’il définit un morphisme de
morphismes de X-champs (0(3)). On doit enfin vérifier que, pour P
variable, on obtient ainsi un isomorphisme entre les deux composés
possibles de (14). Nous laissons ce travail au lecteur.

Corollaire 5.2.1.6. Pour que le morphisme 75: Bg— X admette une
section il faut et il suffit que la gerbe G soit triviale.
Ayant ainsi établi la propriété universelle (5.2.5) dans un cas particu-

lier, nous déduirons le cas général de la proposition que voici.

Proposition 5.2.2. Soient f: X’'— X un morphisme de U-topos, G
une gerbe sur X et G'=f}(G) son image inverse par f. Le carré com-
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mutatif
Bs(X) <2 B (X')

‘e (1)
X f—f—-' X’

est 2-cartésien (0.5), ou b est le morphisme de topos décrit plus bas.

5.2.2.1. Pour définir le foncteur image inverse b* sous-jacent au
morphisme de topos b, rappelons qu’il s’explicite comme un foncteur

b*: Carty(G, FL(X))— Carty.(G’, FL(X")). 2
Par définition de G’ comme image inverse de G, on a une équivalence
Carty.(6', FL(X)) — Carty (G, f"(FL(X")); ?3)

il nous suffit donc de trouver un foncteur
b*: Carty(G, FL(X))— Carty(G, f*(FL(X")). @)

On prend pour (4) le foncteur induit par composition avec le morphisme
de X-champs

FL(X) - f(FL(X), (U—=V)=(f*U)—f*(V)). &)

On rappelle que f"(H), ou H est un X’-champ est le X-champ déduit
de H par le changement de base f*: X — X'.

5.2.2.2. Notons que (1) est commutatif, car, pour tout objet U de X
lobjet b*(t%(U)) est le foncteur constant (5.1.1.1)

G- fMFLX)),  (g/U)=f*(U), (©6)

et il en est de méme de & (f*(U)), comme on voit en explicitant 'équiva-
lence (3).

5.2.2.3. Pour démontrer que le carré (1) est 2-cartésien, on doit prouver
que, pour tout X'-topos X", le foncteur

Mory. (X", Bg) — Mory (X", Bg) 0

est une équivalence de catégories. Or ce dernier est I'effet sur les fibres en
I’objet final de X d’un morphisme de X-champs

" (MORy. (X", Bg)) = MOR (X", Bg), ®)
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obtenu a partir de (7) en localisant sur X (1.6). Que (8) soit une équivalence
est une question locale car sa source et son but sont des champs. On peut
donc supposer que G est triviale et il reste & prouver que, dans ce cas,
le carré (1) s'interpréte comme le carré (4.4 (1)), dont on a démontré qu’il
est 2-cartésien. Or si g est une section de G, on pose G=Aut(g) et G'=
f*(G), moyennant quoi, d’aprés (II 3.2.8), G’ s’identifie a Aut(g’), ou g’
est la section de G’ définie par g. On a des équivalences

Bg—=>B; (resp. B¢ —— Bg),

obtenues en attachant a x: G — FL(X) (resp. x: G’ — FL(X")) l'objet a
opérateurs x(g) (resp. x(g')). En explicitant (3), on voit que ces équivalen-
ces permettent d’interpréter le foncteur b* comme le foncteur induit par f-

BG_)BG’, AMf*(A)’

qui est précisément celui qui figure dans (4.4 (1)), ce qui démontre la
proposition.

Corollaire 5.2.4. Soient f: X’ — X un morphisme de U-topos et B le
X-topos classifiant d’une X-gerbe G. Si 'on pose B'=B x xX’, on a une
X'-équivalence de gerbes

MOR,.(X’, B) % f*(MORy (X, B)) 1)
et une X-équivalence de gerbes
MOR, (X', B)%X f,(MOR.(X’, B))). 2

L’existence de B’ est assurée, sans recours au théoréme général de
M. Hakim, par (5.2.2) qui assure que 'on a B'=Bg, ou G’ est I'image
inverse de la gerbe G. L’équivalence (2), qui assure que MOR (X", B)
est 'image directe de la gerbe MOR,. (X', B') est alors une conséquence
triviale des définitions (3.7 (4)). Par définition de I'image inverse d’une
gerbe, pour prouver (1), il faut déja définir un morphisme de champs sur X :

MORy (X, B)— f,,(MOR.(X', B))), (3)

c’est-a-dire un morphisme MOR (X, B)— MORy(X’, B) et I'on prend
celui qui est défini par composition avec f: X' — X. Pour prouver que le
morphisme (1) qu’il définit est une équivalence, on note que, par les
équivalences GEMOR (X, B) et G'EMORy. (X', B'), le foncteur (3)
s’interpréte comme le morphisme d’adjonction G — f, f*(G).

Par passage aux catégories de sections cartésiennes, on déduit de
(5.2.4 (1)) et (5.2.1) la propriété universelle du topos classifiant Bg(X):
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Théoréme 5.2.5. Pour tout morphisme de U-topos f: X' — X et toute
gerbe G sur X, on a une équivalence de catégories:

Lim (f*(G)/X’)—> Mory (X', Bo(X))".

5.3. Extensions d’un topos

Par la propriété universelle du classifiant d’une gerbe G sur un
topos X, on sait reconstruire celle-1a & partir de celui-ci grace a 'équiva-
lence de X-gerbes

G =5 MOR, (X, Bs(X))°, (5.2.1). 1)

Inversement, nous allons voir que si t: B— X est un morphisme de
U-topos tel que B soit localement le classifiant d’une gerbe, alors le
X-champ G=MOR(X, B)° est une X-gerbe et I'on a une X-équivalence
de X-topos B—=- Bg(X). Mais les gerbes forment une 2-catégorie et il
en est de méme des X-topos; pour utiliser la correspondance précédente,
il nous faudra comparer les 2-catégories en jeu et pas seulement leurs
«ensembles» d’objets.

Proposition 5.3.1. Soit 7: B— X un morphisme de U-topos. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) ilexiste une X-gerbe G et une X-équivalence de X-topos B X Bg(X);

(ii) le X-champ G =MOR(X, B)° est une gerbe et le foncteur naturel

f*: Bo>Bg(X), [f*(b)(x)=x*(b), (1)

est une équivalence de catégories;

(iii) il existe une famille (U;, ieI) d’objets de X, couvrant I'objet final
de X, et, pour chaque i€, un groupe G; du topos X|U, tels que, pour tout
iel, la restriction B|U; de B a X|U; soit (X|U)-équivalente au topos
classifiant B, (X|U).

5.3.1.1. Précisons la définition de (1). Par définition, un objet de Bg

est un X-foncteur cartésien
G —» FL(X). ?)

Or un objet de G de projection UeOb(X) est un X-morphisme de topos
x: Xy— B, (3)

c’est-a-dire un foncteur x*: B— X ;. Pour tout objet b de B et tout objet
x de G de projection UeOb(X), on a donc x*(b)eOb(X y); donc x*(b)
est un objet de FL(X) de projection U. La «formule» (1) définit donc bien
I’action sur les objets d’un foncteur B— Bg. Nous laissons au lecteur le
soin de définir son action sur les fléches.
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Construisons un isomorphisme de foncteurs
[*ot¥~tg. 4)

Il en résultera que (ii) = (i). En effet, si /* est une équivalence de catégo-
ries, c’est un morphisme de topos et I'isomorphisme (4) en fait une
X-équivalence de topos. Nous devons construire, pour tout UeOb(X),
un isomorphisme d’objets de Bg:

i(U): f*(*(U)—> &)

satisfaisant aux conditions de compatibilité habituelles, c’est-a-dire,
puisque Bg=Carty (G, F1(X)), une famille

iU)(x/V): f*(*(U)(x/V)) - E(U)(x/V),  (x/V)eOb(G).

Or, par définition de G, I'objet (x/V) est un X-morphisme de topos
x: X/U—B, et, par définition de f* et de tg, nous devons trouver une
famille d’isomorphismes

x*(t*(U)) - (V x U/V).

Or le X-morphisme (x/V) détermine un isomorphisme de foncteurs
ji x* ¥ —>v* ou v: X, > X est le morphisme naturel et 'on pose
i(U)(x/V)=j(U). Il reste a vérifier les diverses conditions de compatibilité
habituelles, ce qui est aisé.

5.3.1.2. 11 est immédiat que (i) = (iii), car toute gerbe G est localement
équivalente & une gerbe de torseurs. Prouvons que (iii) = (ii). Pour un
champ, la condition d’étre une gerbe est de nature locale et, par ailleurs,
le foncteur f* est Ieffet sur les fibres en I'objet final de X du morphisme

de X-champs
7,.(F1(B)) — Bg(X).

La condition que f* soit une équivalence est donc elle aussi de nature
locale. 1l reste donc a prouver (ii) lorsque B=Bg(X), ou G est un groupe
du topos X. Par la propriété universelle du topos classifiant d’un groupe,
on sait que MOR (X, B;) est une gerbe et f* est une équivalence de
catégories, car on vérifie que c’est un foncteur quasi-inverse de ’équiva-
lence (5.1.2 (2)).

Définition 5.3.2. Soit X un U-topos. On appelle extension du topos X
un X-topos 1: B— X satisfaisant aux conditions équivalentes de la
proposition précédente.

La proposition suivante donne un exemple d’extension de topos et
explique la terminologie.
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Proposition 5.3.3. Soient X un U-topos et
- F*G—>H—-1 1)

une suite exacte de groupes de X. On a un diagramme commutatif de
morphismes de topos
B2 B G

rrl le )

X 5. Bu

qui est 2-cartésien. De plus, B,: B; — By est une extension du topos By,.

Que le carré soit commutatif est une conséquence de la fonctorialité
en G du topos classifiant B (4.1(4)). D’aprés la propriété universelle des
classifiants, pour prouver que ce carré est 2-cartésien, il suffit de montrer
que, pour tout X-topos f: X' — X, la catégorie des f*(F)-torseurs de X’
est équivalente a la catégorie des f*(G)-torseurs P de X', munis d’une

sectionde P7 A f*(H), ce quia été fait au chapitre III, d’ou la conclusion.
Il en résulte que Bg est une extension de By. En effet, d’aprés (111 1.2.8.9),
le morphisme wy: X — By s’interpréte comme le morphisme de topos
By|Ey — By attaché a I'objet E4 de By; comme cet objet couvre I'objet
final, la condition de (5.3.1 (iii)) est satisfaite.

Corollaire 5.34. Soit m: G —H un morphisme de gerbes sur un
U-topos X. Supposons que, pour tout objet (x/U) de G, le morphisme de

faisceaux de groupes
Auty(x) > Auty (m(x))

soit un épimorphisme (ce qui signifie que m est 1ié par un épimorphisme
de liens). Alors le morphisme de topos B, (X): Bg(X)— By(X) est une
extension du topos By (X).

Par localisation sur X, on peut supposer que G est triviale, donc aussi
H, ce qui permet d’interpréter m comme le morphisme de gerbes
TORS(X, m): TORS(X, G)— TORS(X, H) attaché a un épimorphisme
de groupes m: G — H et le corollaire résulte ainsi du théoréme.

Proposition 5.3.5. Soient G et H deux gerbes sur un U-topos X. Le
foncteur
Hom (G, H) —» Mory(Bg, By)° (1)

qui, & un morphisme de gerbes m: G — H, associe le morphisme de topos
B,,: Bg— B,, dont le foncteur image inverse est

BX=Carty(m, F1(X)): Carty(H, F1(X))— Carty(G, F1(X)), (2)
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est une équivalence de catégories. Soient B et B’ deux extensions d’un
U-topos X. Le foncteur

Mory (B, B) —» Hom(MOR (X, B), MOR (X, B)) 3)
mvs (uwsmu)

est une équivalence de catégories.

5.3.5.1. Pour donner un sens a la premiére partie de ’énoncé, il faut
s’assurer que le foncteur B} commute aux limites projectives finies et
aux limites inductives, ce qui résulte du calcul de celles-ci dans les topos
classifiants (s’inspirer de (2.3.1)). On notera que si u: m — n est un mor-
phisme de morphismes de gerbes, m, n: G 3 H, on a un morphisme de
foncteurs naturel B} : B¥ — B¥, donc, d’aprés la définition d’un morphisme
de morphismes de topos, un tel morphisme «en sens inverse» B,: B, — B,,,
ce qui explique Iintervention dans (1) de 'opposée de Mory(Bg, B,).

5.3.5.2. Pour prouver cette proposition, il suffit de montrer que les
deux foncteurs de Iénoncé sont quasi-inverses I'un de l'autre lorsque
B=Bg et B'=By, du moins si I'on identifie G et MOR (X, Bg)® d’une
part, H et MOR(X, Bg)® d’autre part, comme il est dit dans (5.2.1).
Les vérifications sont pénibles mais faciles. Nous ne les écrirons pas. On
pourrait également remarquer que chacun des foncteurs de I’énoncé est
Ieffet sur les fibres en I'objet final de X d’un morphisme de X-champs.
Ceci montre que la conclusion est locale sur X, ce qui permet de supposer
que G et H sont les gerbes de torseurs attachées a des groupes G et H de X.
Par la propriété universelle de Bg, la catégorie Mory(Bg, By) est équi-
valente & 'opposée de la catégorie des H*-torseurs de B, qui est la caté-
gorie des G-H-bitorseurs de X. D’aprés (111 2.2.2), la catégorie Hom(G, H)
est équivalente a la catégorie des G-objets de la gerbe H qui est égale a
la précédente. Il reste a vérifier que chacun des deux foncteurs de I’énoncé
redonne I’équivalence ainsi obtenue, ce qui est aisé.

§ 6. Interprétation de H*(X, L) en termes d’extensions du topos X

Au chapitre IV, nous avons donné une définition en termes de gerbes
de I'ensemble H?(X, L) attaché a un lien L sur un topos X, obtenant
ainsi, dans le cas abélien, une interprétation du groupe H2 (X, A) attaché,
en algébre homologique, a un groupe abélien 4 de X. Grace a la construc-
tion du topos Bg(X) attaché a une gerbe G sur X, nous allons prouver
que H*(X, L) classifie certaines extensions du topos X munies d’une
structure supplémentaire faisant intervenir L. Dans (6.2), nous remarquons
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qu’une extension t: B— X détermine un objet plus satisfaisant que le lien
L(B/X) de la gerbe attachée a B, a savoir un groupe A(B/X) de B, qui,
d’ailleurs, détermine L(B/X) & isomorphisme unique prés. Pour cela,
nous utilisons les renseignements rassemblés en (6.1) sur la catégorie des
liens sur un topos classifiant Bg.

6.1. Liens sur un topos classifiant

Proposition 6.1.1. Soit H un groupe d’un U-topos X et soit F un champ
sur le topos By.

(i) Le champ w*(F) sur X déduit de F par le changement de base
w,: X > By, w((U)=EgzxU", 1)

est une image inverse de F par le morphisme de topos

wy: X - By. )
Le foncteur naturel
Lim (F/By) — Lim(o* (F)/X) 3)

s’interpréte a équivalence prés comme le foncteur changement de base
attaché au morphisme final E; — e de 'objet Ey de By:

F,— Fg,, noté¢ xwx®. 4)

(ii) Soit xeOb(FE,) et soit A4 le groupe de By qui représente son fais-
ceau d’automorphismes. La catégorie des données de descente sur x®
relativement au morphisme final de Ej est équivalente a la catégorie

Z\(H, 4) ®)
des 1-cocycles de H a valeurs dans A.

6.1.1.1. D’aprés (111 1.2.8.9), le morphisme wy s’interpréte comme le
morphisme de topos o: By g,, — By grace a I'équivalence

X - By, Uw(EgxU’)/Eg. 6)

L’image inverse de F par le morphisme o est la restriction de F & By,
et, par suite, 'image inverse de F par le foncteur wy est w* (F), puisque le
foncteur (1) est la composé de (6) et du foncteur source By g, — By. La
seconde assertion de (i) en résulte. On peut également invoquer (II 3.2.6)
qui assure, puisque w, est adjoint a gauche du foncteur image inverse wj,
que le champ associé a w*(F) est une image inverse de F. Or il est clair
que w*(F) est un champ.
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6.1.1.2. La catégorie Z'(H, A) est définie comme suit: un 1-cocycle est
un morphisme f: H— A entre les objets de X sous-jacents a H et A,

vérifiant
f(hB)=f(h)-"f(R), (7)

cependant qu’un morphisme a: f— g est une section a de I'objet de X
sous-jacent a A, vérifiant

a-f(hy=g(h)-"a. ®)
Ceci dit, une donnée de descente sur x® est une section

ucA(Egx Ey), A=Aut(x), )
vérifiant
wul=u, (10)

ou «' est I'image de u par A(g,), ou g;: E3 — E est la projection qui oublie
le i-éme facteur. Donc u est un H-morphisme u: Ey x E; — A vérifiant
u(g, g)-ulg,g")=u(g, g"). Le morphisme U: H— A défini par U(h)=
u(e, h), ou e est la section unité de H, est un 1-cocycle et 'on vérifie
immédiatement que I’'on obtient ainsi une bijection entre I’ensemble des
données de descente sur x® et 'ensemble des 1-cocycles de H a valeurs
dans A. L’assertion relative aux morphismes est aussi aisée a démontrer,
ce qui prouve (ii).

Proposition 6.1.2. Soit H un groupe d’'un U-topos. On obtient une
équivalence de catégories

Lien(By) —=- Opér(H, LIEN (X)) W

en associant a tout lien L sur By son image inverse L par wgy: X — By,
munie du morphisme H — Aut(L’) défini par la donnée de descente
naturelle sur L, (6.1.1).

Le but de (1) désigne, conformément a (III 2.2.1), la catégorie des liens
L sur X munis d’'un morphisme de groupes H — Aut(L) [ faisant opérer
H sur L]. Par ailleurs si L est un lien sur By et si [”® désigne I'image
inverse de [ par ty: By — X, on a, par transitivité de I'image inverse,
un isomorphisme canonique [’ —— [**®. Donc le lien L correspond a
une donnée de descente sur [°*®, laquelle correspond a un objet de
Z'(H, Aut(LY). Or H opére trivialement sur Aut(L°), donc un 1-cocycle
est simplement un morphisme et la proposition est démontrée. On notera
que, comme il se doit, L correspond au morphisme unité H — Aut(L?).

6.1.3. Interprétant un groupe de By comme un groupe de X sur lequel
opére H, on en déduit que le lien sur By représenté par un groupe A de
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By, est celui qui correspond au lien lien(A4®) sur X, muni du morphisme

composé
H — Aut(4°)— Out(4?), (1)

ot Out(4°)= Aut(A4®)/Int(A°) est le groupe (de X) des automorphismes
du lien représenté par A®. Enfin, un groupe F de X muni d’'un morphisme

de groupes
P f: H— Out(F) )

détermine un lien F=(F, f) sur By muni d’un isomorphisme f: F* —
lien(F); autrement dit, 'image inverse de F par le morphisme oubli
w: X — By est représentée par F.

Proposition 6.1.4. Soit t: B— X une extension d’'un U-topos X. Le
foncteur
t*: Lien(X)— Lien(B) 1)

qui, a un lien L sur X associe son image inverse par 7, est pleinement
fidéle.

On peut localiser sur X. En effet, par construction, le foncteur (1)
est leffet sur les fibres en I'objet final d'un morphisme de champs
sur X

LIEN(X)— t*(LIEN(B)), (V 1.2.1(1)), )

et il suffit de voir que ce dernier est pleinement fidéle, ce qui se voit fibre
par fibre. On peut donc supposer que B=By(X), ou H est un groupe
de X. Auquel cas, le foncteur (1) est celui qui, 4 un lien L sur X, associe le
lien sur By défini par (L, f: H— Aut(L)), ou f est le morphisme unité;
d’ou la conclusion.

Proposition 6.1.5. Soit v: G — H un morphisme de groupes d’un U-
topos X. Le foncteur

Lien(By(X))— Lien(Bg(X)) (1)

qui, a un lien sur By associe son image inverse par le morphisme de topos
B,: B; — By s’interpréte grace a (6.2.2) comme le foncteur qui, a un couple
(L, f),ou L est un lien sur X et f: H — Aut(L) un morphisme de groupes
de X, associe le couple (L, fv). En particulier, ce foncteur est fidéle.

C’est un exercice sur les données de descente qui est laissé au lecteur.
Par localisation, on en déduit que pour tout morphisme m: B— B’
d’extensions de X, le foncteur image inverse de liens LIEN (B") — LIEN (B)
est fidéle.



432 Chapitre VIII. Extension d’un topos
6.2. La classe be H%(X, L) attachée a une extension B d’un topos X

6.2.1. La définition n’est pas difficile: a une extension 7: B— X d’un
U-topos X, on attache la classe de la gerbe G=MOR (X, B)°; celle-ci
appartient 4 'ensemble H?(X, L(B/X)) attaché par (IV 3.1) au lien sur X

L(B/X) (1

de la gerbe G, lequel est appelé le lien de I'extension B/X. Puisque le
foncteur image inverse de liens attaché a t est pleinement fidéle, pour
connaitre L(B/X) a isomorphisme unique prés, il suffit de connaitre
son image inverse par t. Nous allons voir que celle-ci est représentée
par le groupe de B:

A(B/X)=Aut(dp)° 0

qui représente I'opposé du faisceau des automorphismes du morphisme
diagonal dg: B— B x xB. En effet, d’aprés (5.2.4 (1)), 'image inverse de
G est la gerbe MORg(B, B x xB)° et, d’apreés (V 1.4.2), cette derniére est
liée par I'image inverse de L(B/X). Puisque dy est un objet de
MOR(B, B x xB)°, on a donc un isomorphisme de liens sur B:

*(L(B/X))—— Lien(A(B/X)). 3)

On notera que si B=B;(X), ot G est un groupe de X, le morphisme
dg correspond, par la propriété universelle du classifiant B, au torseur
canonique E; de Bg et 'on a donc des isomorphismes de groupes de Bg

A(Bg/X)~ Aut(Eg)~G™, “4)

ou le dernier est le groupe de B obtenu en faisant opérer G sur lui-méme
par automorphismes intérieurs. On notera que ce groupe n’est pas
I'image inverse par t: B— X d’un groupe de G, car les opérations de G
sur G'™ ne sont pas triviales (3 moins que G ne soit abélien). Cependant,
par passage aux liens, ces opérations deviennent triviales et le lien
L(Bg/X)=lien(G™) est bien 'image inverse par t de lien(G).

6.2.2. Extensions abéliennes. On dira qu’une extension 7: B— X est
abélienne si son lien L(B/X) I'est, ce qui revient a dire que le groupe
A(B/X) T’est, ce qui revient a dire que, pour toute section w: X — B
de B/X le groupe (de X) Aut(w) est abélien. On sait qu’un lien abélien
est essentiellement un groupe abélien (IV 1.2.3); par suite, si B est
abélienne, 'isomorphisme (6.2.1 (3)) fournit un isomorphisme de groupes
abéliens de B:

o* (L(B/X)) — A(B/X), (1)
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d’ou un morphisme de groupes abéliens de X
L(B/X)—> 1, (A(B/X)), ?)
qui est un isomorphisme car le foncteur t* est pleinement fid¢le.

6.2.3. Puisque A(B/X)° est le groupe d’automorphismes de la section
canonique de t*(G), il permet, par la propriété universelle de B, de
reconstruire, pour tout morphisme de topos f: X' — X et tout X-mor-
phisme de topos w: X’ — B, le faisceau des automorphismes de w (défini
en localisant sur X’). Plus précisément, on a un isomorphisme canonique

de groupes de X':
group w* (A(B/X)O)——~—> Auty.(w). (1)

D’ou, par passage aux liens et grace a (6.2.1(3)), un isomorphisme de liens

sur X’ f*(L(B/X))—> lien(Auty.()°). @

D’aprés (V 1.4.1), ce dernier est I'isomorphisme qui provient du fait que
f*(L(B/X)) s'identifie au lien de I'image inverse f*(G).
Proposition 6.2.4. Soient B et B’ deux extensions d'un U-topos X
et soit m: B— B’ un X-morphisme de topos. On a un morphisme de
de B
grotpes €8 A(m/X): A(B/X)—>m*(A(B/X). M
11 existe un unique morphisme de liens sur X
L(m/X): L(B/X)— L(B'/X) ?2)

dont limage inverse par 7: B— X soit représenté par (2). De plus,
L(m/X) est le morphisme de liens qui lie le morphisme de gerbes

MOR, (X, B)° - MOR, (X, B)° 3)
induit par m: B— B'.

Le morphisme m induit un B-morphisme de topos m': BX xB—
B x xB’ et la composition avec m’ induit un morphisme de faisceaux de

B
groupes sur Auty(dg)— Auty(m’ dp). @)

Or la B-gerbe MOR (B, B x xB') est I'image inverse par m de la B'-gerbe
MOR.(B, B x xB') (5.2.4) et la section m'dp est I'image inverse de la
section canonique dz. de MOR . (B', B’ X xB'). On a donc unisomorphisme

d de B'
e groupes de Auty (' dp) —=> m* (Auty (dp)) (5)

et en composant (5) et (4), on trouve I'opposé¢ du morphisme (1).
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Nous pouvons maintenant décrire en termes de topos I’ensemble
H?*(X, L) attaché a un lien L sur un U-topos X. Bien entendu, une
L-extension est une extension B munie d’un isomorphisme de liens
b: L—=> L(B/X), et un L-morphisme de L-extensions est un morphisme
de X-topos m: B— B’ tel que L(m/X) soit I'identité de L. C’est toujours
une équivalence, car un morphisme de gerbes qui induit un isomorphisme
de liens est une équivalence, et on reconstruit m: B— B’ a partir de
I’équivalence de gerbes G(m): G(B)— G(B’) qui lui est attachée. On
dira donc L-équivalence pour L-morphisme.

Théoréme 6.2.5. Soit L un U-lien sur un U-topos X. On a une
bijection entre 'ensemble H?(X, L) et 'ensemble des classes a4 L-équi-
valence prés de L-extensions de X. Pour que la classe de la L-extension
B soit neutre il faut et il suffit que B soit triviale, c’est a dire admette
une section. Si L=Llien(G), ou G est un groupe de X, pour que la classe
d’'une L-extension B soit la classe unité (IV 3.1.3) il faut et il suffit que B
soit L-équivalente a Bg(X).

Il n’y a plus rien a démontrer: la classe de la L-extension B est celle
de la gerbe MOR (X, B).

Corollaire 6.2.6. Soit 4 un groupe commutatif d’'un U-topos X. On
a une bijection entre I'ensemble sous-jacent au groupe H?(X, A) défini
en algébre homologique, et I'ensemble des classes & A-équivalence preés
d’extensions 7: B— X de X munies d’'un isomorphisme de groupes
b: A—> 1, (A(B/X)).

On utilise d’abord (IV 3.4.2) qui interpréte H?(X, A) en termes de
gerbes, puis le théoréme précédent, en tenant compte de (6.2.2) qui nous
donne ici une description agréable du lien de B. Nous laissons au lecteur
le soin d’expliciter la loi de groupe de H?(X, A) sachant qu’elle s’exprime
en utilisant uniquement la fonctorialité de H?(X, A) par rapport a A,
cf. (IV 3.3.2.1).

Explicitons cette fonctorialité.

Proposition 6.2.7. (Fonctorialité.) Soit u: F— G un morphisme de
groupes abéliens de X et soit B (resp. B’) une F-extension (resp. G-
extension) du topos X. Pour que la classe de B’ soit I'image de celle de B
par le morphisme

H*(X,u): H*(X,F)— H*(X, G),

il faut et il suffit qu’il existe un X-morphisme de topos m: B— B’ tel
que le morphisme A(m/X) de (6.2.4) s’identifie a t*(u): *(F) — t*(G)
grace aux isomorphismes F —— 1, (4(B/X)) et G— 7, (A(B/X)).
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En effet, d’aprés (IV 3.1.4, 3.1.8), la condition de I’énoncé signifie
qu'il existe un morphisme de gerbes MOR(X, B)° —» MOR, (X, B)°
lié par u: F—G.

Proposition 6.2.8. Soient f: X’— X un morphisme de U-topos et B
une extension du topos X de lien L. Le produit fibré de topos B x y X’

0 5), aussi noté

©3) f*B/X) ou [*(B) 1)
existe et est une extension de X’ de lien f*(L), dont la classe est I'image
de celle de B par 'application

H2(f. L): H*(X,L)— H*(X',f*(L ’
de (V1.5.2). (£ L): H*(X, L)~ H*(X", f*(L) 2

D’aprés (5.2.2), le produit fibré existe, c’est une extension de X' et
d’aprés (5.2.4), la gerbe qui lui est associée est I'image inverse de celle
attachée & B. D’ou la conclusion par (V1.5.2). On rappelle que si
L=Llien(A4) est défini par un groupe abélien 4 de X, l'application (2)
est celle que I'on définit en algébre homologique (V 1.5.3).

Proposition 6.2.9. Soit
l1>F—4*,G—2>H-1 1)

une suite exacte de groupes d’'un U-topos X et soit P un H-torseur,
correspondant par la propriété universelle du classifiant By a un
X-morphisme wp: X — By. On a un carré 2-cartésien de topos '

BK(P) —T— BG
wo| | @)
X <7 By
ou K(P) est la gerbe des relévements & G du H-torseur P (IV 4.2.7.2).
6.2.9.1. Soient T(G) et T(H) les gerbes de torseurs sous G et H. On
a des morphismes de gerbes

K(P)—*® T(G)—> T(H) (©)
et un isomorphisme

k(P): T(v) - k(P)—— K, 4)

ou B: K(P)— T(H) est le composé de la projection K(P)— X et de la
section de T(H) définie par P. Par les propriétés universelles des X-topos
Bk Bg et By, les foncteurs k(P), T(v) et R, définissent des X-morphis-
mes 7, B, et wp et I'isomorphisme (4) définit un isomorphisme de morphis-
mes de X-topos qui rend commutatif le carré (2). De plus, la formation
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de la gerbe K(P) commute aux changements de topos f: X'— X. Le carré
(2) est donc 2-cartésien, car une section de K(P) sur X s’interpréte
comme une section s de T(G) munie d’'un isomorphisme T(v)-s— R
et 'on conclut par la propriété universelle des X-topos en jeu.

Proposition 6.2.10. (Cobord.) Soit
1-oF—*G*>H-1 (1)

une suite exacte de groupes d’un U-topos X et soit F le lien sur By(X)
correspondant par (6.1.2) au couple (lien(F), ¢), ou

¢: H— Aut(lien(F))=Out(F), )
est le morphisme induit par les automorphismes intérieurs de G.
(i) L’extension B,: B; — By du topos By (5.3.3) a pour lien F et définit
donc une classe
deH?*(By, F). ©)
(ii) Pour tout H-torseur P, ’obstruction
d(P)eH?*(X,L(P)), (IV2538), @)

a relever P en un G-torseur est 'image inverse de 6 par le morphisme de
topos wp: X — By correspondant a P par la propriété universelle du
classifiant By.

Par définition, d(P) est la classe de k(P), donc (ii) résulte de (6.2.9)
et de (6.2.8). Pour prouver (i), il suffit, d’aprés (6.2.1), de trouver un
isomorphisme de liens sur By:

B*(F)—=> lien(A(B/By)). )

Or B*(F) est, d’aprés (6.1.5), le lien sur B correspondant au lien lien (F)
sur X muni du morphisme ¢ v: G — Out(F). Ce lien est représenté par

le groupe FO ©
de B; obtenu en faisant opérer G par automorphismes intérieurs sur
le groupe F de X. Il reste a trouver un isomorphisme de groupes de B
F'© — A(Bg/Bp). ()

Or on a une suite exacte de groupes de Bg:
1— Autg, (idp,) — Auty(idg,) — Auty(B,) (8)

qui, par la propriété universelle des classifiants Bg et By et par définition
de A(Bg/By) s’écrit
1—->A(BG/BH)——>G""—”—>B:‘(H““)—>1, 9)
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ou 'on a rajouté un 1 a droite pour rappeler que v est un épimorphisme.
D’ou 'isomorphisme (7).

6.2.11. En résumé, la classe 6 joue le réle d’'une classe universelle
donnant par «pull-back » I'obstruction a relever P. On notera d’ailleurs
que la classe 6 elle-méme est ’'obstruction a relever le H*-torseur canoni-
que Ey de By en un G*-torseur. En effet, 6 est la classe de la gerbe
MORg, (By, Bg)° et, puisque le morphisme identique de By correspond
au torseur canonique, cette gerbe est équivalente a la gerbe des reléve-
ments du H'-torseur E.

§ 7. Extensions de groupes dans un topos

Nous donnons ici un analogue non commutatif de la suite exacte
pour les extensions de groupes a noyau abélien. Celle-ci étant bien
connue [cf. par exemple 'exposé 9 du Séminaire Heidelberg-Strasbourg,
Groupes algébriques linéaires, cit¢ [GAL]], nous nous contentons de
I’établir rapidement dans (7.1) pour qu’elle serve de guide aux calculs de
(7.3). Quant a ceux-ci, on peut deviner d’aprés ce qui précéde qu’ils
reposent sur le fait qu’a une extension de groupes

1-F*>G—2>H—1 (%)

d’un topos X on associe la classe ce H?(By, F) de 'extension B,: B; — By
du topos By, cf. (6.2.10) et 7.3. On verra que la neutralité de celle-ci est
nécessaire et suffisante pour qu’il existe un F-torseur P sur X tel que
I'extension obtenue en tordant () par P soit un produit semi-direct. Par
la propriété universelle des classifiants Bg; et By, cette condition signifie
également que le foncteur extension du groupe structural

Tors(X, G)— Tors(X, H), Pw»Pf\H,

admet une section, ce qui implique que tout H-torseur se reléve en un
G-torseur.

7.1. Une suite exacte pour les extensions de groupes a noyau abélien

Pour la plupart des démonstrations, nous renvoyons a [GAL].

Proposition 7.1.1. Soit H un groupe d’'un U-topos X. Il existe un
anneau Z'[H] de X et un morphisme

n: H—%Z[H] (1)



438 Chapitre VIII. Extension d’un topos

qui représentent le foncteur qui, a toute Algébre A de X, associe 'ensemble
des morphismes f: H — A entre les objets de X sous-jacents qui vérifient

flgg)=r@)f(g) et f(1)=1. 2

On dit que Z[H] est I'Algébre du groupe H; Cest en effet une Z-
Algébre, ou & désigne, par abus de notations, ’Anneau de X qui repré-
sente le faisceau associé au préfaisceau constant Z. Par la propriété
universelle de Z[H], on a un morphisme appelé augmentation

e Z[H]-%Z (3)

tel que en: H— Z soit le morphisme constant défini par 1. On définit
un Idéal I1[H], appelé Idéal d’augmentation par I'exactitude de la suite
de Z[H]-Modules

0—-I[H]——Z[H]—— % —0. 4)
Par définition de Z[H], on a un isomorphisme
(Z[H]-Mod) — (B)* )

entre la catégorie des Z [ H]-Modules de X et celle des groupes abéliens
de X sur lesquels H opére, laquelle s’interpréte comme la catégorie
(By)*? des groupes abéliens du topos By(X) des H-objets de X. Un
objet de I'une des catégories de (5) s’appelle un H-Module. Pour tout
H-Module A, on note

Crois(H, A) (6)

I'ensemble des morphismes f: H — A entre les objets de X sous-jacents
a H et A qui vérifient

fgg)=r(®)+g-f(g); ()
un tel f s’appelle un morphisme croisé de H dans A. Le morphisme croisé
k: HoI[H], «x(g)=g—e, ®)

ou e est la section unité de H, induit pour tout H-module 4 un isomor-
phisme
Homy(I[H], A)——> Crois(H, 4), f+—fk. 9)

7.1.2. Soit H un groupe d’'un U-topos X et A un H-module. On note
Ext(H, A)'ensemble des classes d’équivalence de suites exactes de groupes

de X
¢ 154 —>E—>H—1, (1)

ou A® désigne le groupe abélien de X sous-jacent a A4, telles que les opéra-
tions de H sur A® définies par les automorphismes intérieurs de E
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soient celles définies par 4. La relation d’équivalence est définie comme
dans le cas des extensions de groupes ordinaires et I'on munit Ext(H, A)
d’une loi de groupe abélien par le procédé de Baer. D’aprés [GAL],
on obtient un isomorphisme de groupes abéliens

Exty (I [H], A)—— Ext(H, A) 2)
en associant a la classe d’une extension de H-Modules
0->A—>E—I[H]—-0 3)
le morphisme évident entre les produits semi-directs:
m: E-H—I[H]-H 4)

puis le morphisme n: B— H qui se déduit de m par le changement de
base q: H—I[H]- H, q(h)y=(h—e, h).

Proposition 7.1.3. Soit H un groupe d’un U-topos X. On a un isomor-
phisme canonique de §-foncteurs définis sur (By)*® a valeurs dans (U —ab)

Extym(Z, A)—— H'(By, 4), iz0. 1)

Ce sont tous deux des J-foncteurs exacts et universels [17] 2.2. 11
suffit donc de trouver un isomorphisme en degré zéro qui sera

Homgy)(Z, A)—— H°(By, 4), [ f(1). )

Un élément de la source de (2) est un morphisme de H-Modulesf: Z — A4;
il est donc connu lorsque I'on connait f(1) qui est une section de A®
invariante par H, car H opére trivialement sur £, donc une section de
I'objet A de By. Il est immédiat que I'on obtient ainsi une bijection.

Proposition 7.1.4. Soit H un groupe d’un U-topos X et soit
w*: (By)*?—X®  (ou encore 4w A®) 0))
le foncteur «oubli des opérations de H», induit par le morphisme de
topos wg: X — By(X). 2
(i) On a un isomorphisme de J-foncteurs
Exthm(Z[H], A)— H'(X, A°). 3)
(ii) Par les isomorphismes (3) et (7.1.3 (1)), le morphisme de 5-foncteurs

8“): EXtiZ[H] (g, A) - Eth;Q'[H] (g [H], A) s i g 0 > (4)
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induit par Paugmentation ¢: Z[H]— Z s’identifie au morphisme
w(i): Hi(BH’A)ﬁHi(X’ Aw)7 130, (5)

induit par le morphisme de topos w: X — By.

Puisque le foncteur w* est exact, le é-foncteur H*(X, A®) est exact.
Montrons qu’il est effagable, ce qui prouvera qu’il est universel. Il suffit
pour cela de prouver que w* transforme injectifs en injectifs et pour
cela il suffit de noter que le foncteur extension des scalaires suivant
Z->Z[H],

w;: X**—(By)™, w(B)=Z[H]®.B, (6

est un adjoint a gauche de w* et est exact. Les deux d-foncteurs de (3)
étant universels, on prouve (i) en définissant un isomorphisme en degré
zéro, ce qui est immédiat: on associe 4 un H-morphisme f: Z[H]— A
sa valeur sur I’élément unité de I’Anneau Z'[H]. 1l suffit maintenant de
vérifier la seconde assertion en degré 0, ce qui revient A noter que &®
est 'application naturelle

HO(X, AS)— HO(X, A). 0

7.1.5. La suite exacte des Ext attachée a la suite exacte de Z[H]-
Modules (7.1.1 (4)) s’écrit, grice aux trois propositions précédentes:

0— H°(By, A)—2— H°(X, A°) —> Crois(H, A) L|

L H'(By, A)—“- H (X, A°) —“> Ext(H, A)ﬁ“’

- H*(By, A)—22> H*(X, A°) —25 Extyy(I[H], A) ...
Il reste a expliciter, sans utiliser la théorie des Extgy;(:, ), les mor-

phismes 1¥ et 1) attachés au morphisme 1: I[[H] — 2 [H], et les opéra-
teurs cobord d'V et d®. Tout d’abord, on a facilement

19 ) (h)y=h-a—a, | (1)

et, d’aprés [GAL, exp. 9, prop. 3.3], on sait que 1) s’obtient en associant
a la classe d’un A®-torseur P sur X l'extension de H par 4 obtenue de
la maniére suivante. On considére le produit semi-direct

154A°—>A-H—->H—1 2)
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défini a 'aide des opérations de H sur A®. Par automorphismes intérieurs,
le Groupe A opére sur chacun des Groupes figurant dans (2), les mor-
phismes étant compatibles avec ces opérations. Les opérations de 4“
sur lui-méme et sur H sont triviales; en tordant par P la suite exacte (2),
on trouve donc une extension de H par A® et 'on vérifie que les opéra-
tions de H sur A qu’elle définit sont celles de A. C’est Pimage par 1)
de la classe de P.

Soit maintenant u: H — A un morphisme croisé. Son image par d'V
est la classe du A-torseur P de By obtenu en faisant opérer H sur le
A®-torseur trivial (4°), de X par la formule (h, a)r>u(h)h(a). La
démonstration est laissée au lecteur. On notera que I'exactitude en
H'(By, A) de la suite ci-dessus fournit ainsi I'interprétation habituelle
en termes de cocycles «galoisiens» de la catégorie des A-torseurs P de
By tels que P® soit trivial. Enfin, on démontre que limage par d® de la
classe d’une extension

1-A—-E—>H-—1
est celle de ’extension B,: By — By du topos By.

7.2. Extensions d’un groupe H et extensions du topos By

Dans tout ce numéro, nous fixons un U-topos X et un Groupe H
de X.

7.2.1. Nous avons vu qu’a toute suite exacte
1-F*G—*>H—-1 (e)

de groupes de X, on associe une extension B,: B; — By du topos By
(5.3.3) et un By-morphisme de topos wg: X — B, ou X est considéré
comme un By-topos grace au morphisme wy: X — By . On peut d’ailleurs
reconstituer la suite exacte (g) grdce a l'extension Bg/By et au morphisme
wg. En effet, par les propriétés universelles des topos B et By, on a des
isomorphismes G° ~ Auty(w¢) et H® ~ Auty (wg) qui identifient v: G > H
au morphisme Auty(wg)° — Auty(wg)® induit par B,: B; — By.
Inversement, étant donnés une extension 7: B— By du topos By
et un By-morphisme o: X — B, on a une suite de morphismes de groupes

de X
1-F*%G——>H 1)

ou F est défini comme le noyau de v et ou v est le morphisme Auty(s)° —
Auty(wy)® induit par t: B— By. Or le 2-produit fibré B'=Bx 5 X est
une extension de X (5.2.2) et o définit une section ¢’': X — B’ de B'/X.
Par la propriété universelle de B, on a un isomorphisme F >~ Auty(c')°,
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et par suite, une X-équivalence B'~ Br. En résumé, le couple (B, o)
donne naissance a un carré 2-cartésien de topos

4

X —— By

OH

tel que i wy soit isomorphe a o.

Proposition 7.2.2. Soient 7: B— By une extension du topos By et
soit 6: X — B un Byz-morphisme.

(i) Le morphisme Auty(c) —— Auty(wy) est un épimorphisme.

(ii) Posant G= Aut(0)°, on a une Bg-équivalence r: B; — B et un
isomorphisme de By-morphisme de topos r wg~o.

Autrement dit, le couple (B, ) détermine une extension du groupe H
qui permet de reconstituer (B, o).

Prouvons que le morphisme v: G— H est un épimorphisme. Les
constructions ci-dessus étant stables par localisation sur X, il suffira
de prouver que toute section he H°(X, H) provient localement d’une
section de G, ou encore que v~'(h), qui est un pseudo-torseur sous F
car la suite (7.2.1 (1)) est exacte, est en fait un torseur. Or la section h
de H détermine un morphisme de By-topos

X =B,
idy
X

qui, puisque X s’interpréte comme By ., S'interpréte comme le mor-
phisme de By-topos

Byjn: Bhjgy — Brjes
attaché a la fléche n: Ey — Ey définie par la translation a droite par h.

Par définition de v: G — H comme le morphisme induit par t: B— By,
et par définition de la gerbe MORz_ (By, B), on a donc un isomorphisme

v (h)—> Isom, (i wf, i wp),
ou le second désigne le faisceau (sur X ou sur By g, , au choix) des iso-

morphismes entre les objets i wy et i wy de la gerbe MORg,, (B, B) qui
se projettent sur la fléche #. Par définition d’une gerbe, ce faisceau est
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un torseur sous Aut,_(iwg), ce qui prouve que v~ '(h) est un torseur;
donc v est un épimorphisme, ce qui prouve (i).
Nous allons maintenant décrire un By-morphisme

r: BG —B.
Son foncteur image inverse est simplement
r*: B— BG N

ou, pour tout beOb(B), r*(b) est I'objet de B; obtenu en munissant
I'objet (iwg)* (b) de X des opérations naturelles de G= Auty(i wy)°.
Pour voir que r* est un foncteur image inverse, il suffit prouver que le
composé w§-r* en est un; or, par construction, ce dernier est égal a
(i - wp)*. Puisque le morphisme v: G — H est le morphisme

Auty (i wp)° — Auty(wp)°

induit par 7, il est clair que tr est isomorphe & B,: B;— By, et donc
que r est un Bg-morphisme. Par ailleurs, puisque v: G— H est un épi-
morphisme, B,: B; — By est une extension de By; pour prouver que r
est une équivalence, il suffit de prouver qu’il induit un isomorphisme
sur les liens. Puisque le foncteur image inverse de liens attaché a
wy: X — By est conservatif, il suffit de prouver que I'image inverse par
wy du morphisme de liens qui lie r est un isomorphisme. Cette image
inverse est le morphisme qui lie le morphisme de X-topos r': B — By
qui se déduit de r: B; — B par le changement de base wy. Or il est im-
médiat que r’ est isomorphe a I'identité¢ de Br. Nous avons donc trouvé
une By-équivalence r: B; — B et prouvé (7.2.2).

Corollaire 7.2.3. Soient X un U-topos, 8: B'— X une extension de X
et 7: B— B’ une extension de B; alors le composé 6t: B— X fait de B
une extension de X.

Draprés (5.3.1), on peut localiser sur X. On peut donc supposer que
0: B'— X est triviale, donc de la forme t5: By — X ou H est un groupe
de X. Si, de plus, I'image inverse par wg: X — By de 'extension 7: B— By
est triviale, nous venons de voir que B est X-équivalente & B; ou G est
un groupe de X, donc est une extension de X. Si (X;) est une famille
d’objets de X qui trivialise I'extension w}(B/By), le morphisme composé
B;—%» By, —%> X x,, qui se déduit de 15 par le changement de base
X x,— X, admettra une section et I'hypothése supplémentaire sera
vérifiée, d’ou la conclusion.

Corollaire 7.2.4. Soit v: G—H un morphisme de groupes d’un
U-topos X. Pour que B,: B; — By soit une extension du topos By il
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faut et il suffit que v soit un épimorphisme. Soit v: G — H un morphisme
de gerbes sur X. Pour que B,: Bg— By, soit une extension du topos By
il faut et il suffit que v soit 1ié par un épimorphisme de liens, c’est-a-dire
soit localement surjectif sur les objets et sur les fléches.

La seconde assertion résulte de la premiére car en localisant sur X,
on peut supposer que Vv est le foncteur extension du groupe structural

TORS (X, G)— TORS (X, H)

attaché a un morphisme convenable v: G—H de groupes de X. Si
v: G—H est un épimorphisme, B; est une extension de By d’aprés
(5.3.3). Inversement, si B est une extension de By, le morphisme v est
un épimorphisme d’aprés (7.2.2).

Pour terminer, notons que les couples (B, s), ou B est une extension
du topos By et ou s: X — B est un Bg-morphisme forment naturellement
une 2-catégorie dont les objets de Hom((B, s), (B', s')) sont les Bg-mor-
phismes t: B— B’ munis d’un isomorphisme de By-morphismesi:ts— s'.
En fait cette 2-catégorie «est» une catégorie, autrement dit, étant donnés
deux éléments (z,i) et (¢,i) de Hom((B,s),(B,s), l'ensemble I=
Hom((t, i), (¢, i')) est réduit & un seul élément qui est nécessairement
un isomorphisme. En effet, un élément de I est un By-isomorphisme
u: t——1t' tel que i’ - (u * s)=i; or cette relation détermine u * s, donc
aussi u, car le foncteur image inverse s* est fidéle et conservatif puisqu’il
s'interpréte comme le foncteur wg: Bg — X, [oubli des opérations de G],
pour un groupe G convenable (7.2.2).

Théoréme 7.2.5. La catégorie dont les objets sont les épimorphismes
de Groupes v: G— H de but H est équivalente a la catégorie dont les
objets sont les couples (B, s), ou B est une extension du topos By et
s: X — B un By-morphisme de topos.

I1 est clair qu’un diagramme commutatif

R
H

de groupes de X détermine un morphisme (B,,id,): (Bg,wg)—
(Bg', wg-). Compte tenu de (7.2.2) et des remarques qui précédent 'énoncé,
il reste a prouver que, étant donnés deux épimorphismes G —2» H «¥Y— G,
un By-morphisme de topos t: B;— Bg. et un isomorphisme de By-
topos i: t wg —— wg, il existe un H-morphisme de groupes a: G — G’
et un isomorphisme de By-morphismes j: B,—— ¢t tels que i - (j * wg) =
id,,,. Par les propriétés universelles de Bg, B et By, le By-morphisme
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t S'interpréte comme un G'-torseur Q de B; muni d’'un G-G’-morphisme
p: Q—H, ou G et G’ opérent respectivement sur H par v et les transla-
tions a4 gauche et par v’ et les translations a droite. L’isomorphisme i
s'interpréte comme une trivialisation du G'-torseur Q qui permet de
définir sa structure de G-objet a4 gauche a I'aide d’'un morphisme de
groupes a: G— G'. Enfin, la condition que i soit un By-morphisme
signifie que I'image par p: Q — H de la section marquée de Q est la section
unité de H, ce qui implique que le composé v’ a est égal & v. On a donc
trouvé un H-morphisme a: G — G’ et la conclusion en résulte immédiate-
ment.

7.3. Extensions d’un groupe H par un lien F sur By

Dans tout ce numéro, nous fixons un U-topos X et un groupe H
de X.

7.3.1. A une suite exacte

1 F5>G—->H—-1 (¢)

de groupes de X on associe le lien sur By (X), noté

Fe), 1)
qui correspond par (6.1.2) au lien lien(F) sur X muni du morphisme
¢(e): H— Out(F) )

induit par les automorphismes intérieurs de G. Etant donné un lien F
sur By, on appelle extension de H par F une suite exacte telle que (¢)
munie d’'un isomorphisme de liens sur By

F(e)——F. 3)
Un isomorphisme de suites exactes

1-F->G—->H->1 (¢

al bl idy (4)

1-F—->G—->H—-1 (¢

induit un isomorphisme de liens sur By
Fle)— F(#), )
caractérisé d’aprés (6.1.2) par la condition que son image inverse par

wy: X — By soit lien(a); en effet, lien(a) est compatible avec les opéra-
tions de H sur lien(F) et lien(F’'). Un isomorphisme d’extensions de H
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par un lien F sur By sera un isomorphisme tel que (4) sur les suites exactes
sous-jacentes tel que (5) s’identifie au morphisme identique de F. On
prendra garde que, si F=F' et si F=F(¢)=F(¢'), la condition ci-dessus
signifie que a est un automorphisme intérieur de F, et non pas l'identité
de F. Mais localement, il existe une section f de F telle que a=Int(f)
et, en composant avec (4) 'automorphisme intérieur de G définit par
f~1, on trouve une section du faisceau I des isomorphismes entre (g)
et (¢') qui induisent I'identité sur F et H. Par suite I est un torseur sous le
Groupe A des automorphismes de G qui induisent I'identité sur F et H;
autrement dit, étant donné un isomorphisme (4) tel que F=F' et F(g)=
F(¢'), Pobstruction a lexistence d’un isomorphisme induisant lidentité sur
F et H est une classe ce H'(X, A). Pour conclure sur ce point, notons que
I'on a une bijection entre A et 'ensemble des homomorphismes croisés
r: G—F dont la restriction & F est le morphisme unité, obtenue en
attachant a un aeA le morphisme défini par r(g)=a(g) g~ ".

Définition 7.3.2. Soit F un lien sur By. On note
Ext(H, F) 1)

I'ensemble des classes a isomorphisme prés d’extensions de H par F.
On dit qu'une classe est neutre si I'extension correspondante admet
une section.

7.3.2.1. Une condition évidemment nécessaire pour que Ext(H, F)
soit non vide est que I'image inverse w}(F)=F¢® de F par le morphisme
de topos wy: X — By soit représentable (par un groupe de X (IV 1.2.1)),
autrement dit que F soit le lien obtenu en munissant un groupe F de X
d’un morphisme de groupes H — Out(F), (6.1.2). En effet, étant donnée
une extension (g), le groupe F de X est un représentant de w¥(F). Cette
condition n’est pas suffisante. Ainsi, lorsque X = U-ens, elle est toujours
satisfaite mais, d’aprés Eilenberg et Mac-Lane, il existe une classe
ceH?*(By, C), ou C est le centre de F, dont la nullité est nécessaire et
suffisante pour que (1) soit non vide et, de plus, toute classe ce H*(By, C)
s’obtient ainsi.

7.3.2.2. Si F est le lien sur By représenté par un groupe F* de By
(c’est-a-dire un groupe F de X muni d’opérations de H), on a dans
Ext(H, F) une classe privilégiée appelée classe unité, qui est celle du
produit croisé, lequel est le groupe de X
G=F-H )
obtenu en munissant 'objet F x H de X de la loi

(SRS H)=(f-"f", h}). ©)
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Cette classe unité est évidemment neutre. On note alors
Ext(H, F*) 4)

Pensemble pointé obtenu en munissant Ext(H, F) de sa classe unité. On
peut alors définir une suite exacte a huit termes analogue a celle de (7.1.5),
(cf. (7.3.7)). Si I'on ne suppose plus que le lien F soit représentable, les
termes H'(By, F*), i=0, 1, de cette suite n’ont plus de sens; mais, pour
i=2 ils en ont un et 'on a encore une suite exacte formée des trois
termes de plus haut degré de la suite (7.3.7), cf. (7.3.4), (7.3.5) et (7.3.6).
Enfin, si I'on part d’'une extension non nécessairement triviale, on a une
suite exacte & quatre termes obtenue en accolant (7.3.4.1 (1)) et (7.3.3 (1))

7.3.3. Soit & nouveau F un lien sur By et soit F® son image inverse
par wy: X — By. On a des applications

Ext(H, F)—*> H?(By, F) 22— H*(X, F*), (1)

ou w® est induite par le morphisme de topos wy, et ou d associe a la
classe d’une extension (g, @)

15 F>G—2>H—1, ()

¢: F(¢)—> F, la classe de l'extension B,: B;— By de By, qui, d’aprés
(6.2.10 (1)), a pour lien F(g), que I'on identifie & F griace a ¢. Nous devons
vérifier que deux extensions isomorphes déterminent la méme classe
dans H?(By, F). Avec les notations de (7.3.1(4)), on a un morphisme

de By-topos B,: By— By,

qui est une équivalence car b est un isomorphisme, et nous devons
vérifier qu’il est 1ié par le morphisme identique de F. Or I'isomorphisme
a: F — F’ est compatible avec les opérations de G sur F définies par les
automorphismes intérieurs et celles de G sur F’ définies de méme grace
a b. C’est donc un isomorphisme de groupes de Bg

A(Bs/By) —— B§(A(Bg//Bp)), 4)

d’aprés le calcul de ces derniers (6.2.10(7)). De plus, le morphisme (4)
est le morphisme A(B,/By) induit par le morphisme de Bg-topos
B,: B; — Bg.. Puisque le couple (b, a) est un morphisme d’extensions de
H par F, le morphisme lien(a) est le morphisme identique de F®, d’ou
il résulte par (6.2.4) que B, est lié par I'identité de F. Le procédé ci-dessus
définit donc bien une application d comme dans (7.3.3 (1)).

Etudions d’abord la relation d’¢quivalence définie par d dans
Ext(H, F).
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Proposition 7.3.4. Soit F un lien sur By et soit (g, ¢) une extension
de H par F, notée
1-F**G——H-1, (¢)

¢@: F—>F(e). Soit (¢, ¢') une extension de H par F. Pour que I'image
par d: Ext(H, F)— H*(By, F) de la classe de (¢, ¢') soit la méme que
celle de (g, @) il faut et il suffit qu’il existe un F-torseur P de X tel que
(¢, ') s’obtienne en tordant (g, ¢) par P.

7.3.4.1. Soit P un F-torseur de X. Par automorphismes intérieurs,
F opére sur les groupes F, G et H et il opére trivialement sur H. En tordant
par P chacun des termes de (g), on obtient donc une suite exacte de groupes

1>PF 2, PG 2o ,H 5 1. (Pe)

De plus, le lien F(Pe) de cette extension est défini par les opérations de
PG sur lien(°F)~"lien(F), lesquelles sont celles déduites par fonctoria-
lité de la torsion de celle de G sur F. Par suite, on a un isomorphisme de
liens sur By: F(Pe)~FF(¢). Or F opére trivialement sur F(e), d’ou un
isomorphisme canonique F(g)~FF(e), qui fait de (&) une extension de
H par F(g). De plus, par fonctorialité en P des objets tordus °F, PG et H,
la classe de (°¢) ne dépend que de celle du F-torseur P et 'on a donc une

application 11 H(X, F)— Ext(X, F) (1)

attachée a I'extension (¢, ¢). L’énoncé signifie que son image est I’ensemble
des xeExt(H, F) dont I'image par d est celle de la classe (g, ¢).

7.3.4.2. Notons maintenant que (%¢) s'interpréte comme I’extension
associée par (7.2.2) au couple (Bg, B, - wp), ou wp: X — By est le mor-
phisme de topos attaché a P. En effet, la suite (P¢) s’interpréte comme
la suite des morphismes

Autp(P) - Autg(P A G)— Aut,(P K H)

ou les fleches sont celles qu’induisent les foncteurs extension du groupe

structural
TORS (X, F)—»TORS(X, G)— TORS(X, H).

Or, par les propriétés universelles des classifiants de F, G et H, ces
foncteurs s’interprétent comme les foncteurs induits par B, et B,

MORx(X, BF) - MORx(X, BG) g MORx(X, BH)

et les torseurs P, PA G et PR H=H s’interprétent comme les morphis-
mes wp, B, - wp et B, - wp=wy, d’otl la conclusion.
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7.3.4.3. 11 est maintenant aisé de prouver la proposition. En effet,
si (¢, ¢') sobtient en tordant (¢, @) par un F-torseur P, sa classe dans
H?(By, F) est, d’aprés ce qui précéde, celle de I'extension Bg/By qui est
celle de (g, ). Réciproquement, si les deux extensions ont méme classe,
la seconde correspond par (7.2.2) & un By-morphisme s: X — Bg, qui,
du fait que By est le produit fibré B x . X est de la forme s=B, - ¢, ou
t: X — By est un X-morphisme, donc il existe un F-torseur P tel que ¢
soit isomorphe a wp et 'extension (&') se déduit de (¢) en la tordant par P.

Corollaire 7.3.5. Sous les conditions de (7.3.4), pour que I'image par
d de la classe (¢, @) soit neutre, il faut et il suffit qu’il existe un F-torseur P
tel que I'extension obtenue en tordant (g, ) par P soit triviale c’est a
dire un produit semi-direct. [Lorsque ces conditions sont satisfaites,
(7.3.7.1 (i) donne une condition pour que (&, ¢) soit triviale. |

La condition est suffisante, car, si P est un F-torseur, les extensions
(¢, ) et (e, Pp) ont la méme classe dans H?(By, F) d’aprés (7.3.4) et, si
s: H—"G est une section de (%), on a une section du B,: By — B du
By-topos Bp_ qui n’est autre que Bg, d’aprés ce quon a vu. Inversement,
si extension t: B — By attachée a (¢, ¢) admet une section s: By — B,
on a une extension de H (7.2.2):

1 - Autg, (swy) — Auty(s wgy) — Auty(wg) — 1,

qui admet évidemment une section, donc est un produit semi-direct.
Sa classe dans H?(By, F) est celle de B/By, donc celle de d (g, ¢), donc
la nouvelle extension se déduit de la précédente par torsion d’apres
(7.3.4).

Proposition 7.3.6. Soit F un lien sur By et soient
Ext(H, F)—%> H*(By, F) —2®- H*(X, F®) (1)

les applications de(7.3.3 (1)). Pour qu'une classe xe H?(By, F)appartienne
a I'image de d, il faut et il suffit que son image par »® soit neutre.

Ceci résulte immédiatement de la proposition (7.2.2).

7.3.7. Le cas d’un produit croisé. Comme annoncé au début de (7.3),
voici I'analogue complet de (7.1.5). Soit F* un Groupe de By, dont le
Groupe de X sous-jacent est noté F et soit f: H— Aut(F) le morphisme
sous-jacent. Soit F le lien sur By représenté par F*, qui correspond par
(6.1.3) au couple (lien(F), @), ou ¢: H— Out(F) est induit par f. On a
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une suite de morphismes d’ensembles pointés

1 ->H(By, F¥)—2° H°(X, F) 2> Crois(H, F) —"L‘

‘—»H‘(B,,, F¥)—® , H'(X, F)—— Ext(H, F*)"—|

‘—>H2(BH,F*)—‘°—(2)—>H2(X, F)

ou Crois(H, F) est 'ensemble des morphismes u: H — F d’objets de X

qui vérifient
u(hh)=u(h)-"u(h’), (1)

(on note (h, x)—"x les opérations de H sur F*), ou 'on a posé
19(x) (h)=x"1 - Ix, (2

ou dV est application qui, & un morphisme croisé a: H — F, associe la
classe du F*-torseur P* de By obtenu en faisant opérer H sur le F-torseur

trivial F; par (h, x)— a(h) - "x, 3)

ou 1 est I'application (7.3.4.1 (1)) obtenue en associant a la classe d’un
F-torseur P celle de I'extension obtenue en tordant par P I'extension

du produit croisé
1-F*G—2H-1, (¢)

ou d est l'application de (7.3.3 (1)) et ou w®, i=0, 1,2, est 'application
induite par le morphisme de topos wg: X — By.

Proposition 7.3.7.1. Sous les conditions de (7.3.7), on a:

(i) Si 'on omet le morphisme w'®, la suite ci-dessus est une suite
exacte d’ensembles marqués, (7.3.7.2).

(ii) Soit xe H*(By, F*). Pour que x appartienne a I'image de d il
faut et il suffit que w'®(x) soit neutre. Pour que w®(x) soit la classe
unité il faut et il suffit qu’il existe une extension de H par F de classe x
et de noyau F.

(iii) Soit (¢, ¢") une extension de H par F notée
1-F *>G—“Y>H—1, ¢: H-—Out(F). &)
Pour que I'image par d de la classe de (¢, ¢’) soit neutre il faut et il suffit

qu’il existe un F'-torseur P tel que I'extension obtenue en tordant (&', ¢’)
par P soit triviale.
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7.3.7.2. Un ensemble marqué est un ensemble X muni d’une partie X';
si la partie n’a qu’un seul élément, on dit ensemble pointé. Une suite de
morphismes d’ensembles marqués X —“-> Y 2> Z est dite exacte si
Im(u)=v"'(Z). On notera que les ensembles de classes neutres de
Ext(H, F*) et de H*(By, F*) peuvent posséder plus d’un élément.

7.3.7.3. La premiére assertion de (ii) résulte de (7.3.6) et la seconde
de (7.2.2). L’assertion (iii) répéte (7.3.5). Par ailleurs, il est immédiat que
»'? est un morphisme de groupes dont I'image inverse par 1*) du mor-
phisme croisé unité.

Exactitude en crois(H, F). Soit a: H — F un morphisme croisé. Un iso-
morphisme P(a)—— Fj* entre le F*-torseur P(a) défini par (7.3.7(3))
et le F*-torseur trivial est un isomorphisme entre les F-torseurs sous-
jacents qui est compatible avec les opérations de H, autrement dit, une
translation a gauche par un be H°(X, F) qui vérifie, pour toute section h
de H et toute section x de F

b-a(h)-"x="bx)="b-"x,

ce qui signifie que 19 (b)=a.

Exactitude en H'(By, F*). Par construction, le composé¢ w4
a pour image la classe unité. Inversement, un pe H'(By, F*) dont I'image
par o'V est la classe unité est représenté par un F*-torseur P dont le
F-torseur sous-jacent est le torseur trivial F,. On définit un morphisme
a: H— F d’objets de X par

a(h)=h(e),

ou (h, x) h(x) note les opérations de H sur P. Il est immédiat que a
est un morphisme croisé et que les opérations de H sur P sont données
par (7.3.7 (3)), donc dV(a)=p.

On retrouve ainsi linterprétation classique en termes de cocycles
de la catégorie des F*-torseurs dont le F-torseur sous-jacent est trivial.

Exactitude en H'(X, F). Puisque G=F - H est un produit semi-direct,
on a une équivalence de By-topos B; = Br«(By). On a donc un carré
2-cartésien de topos

By —*— Bp«(By)

|

X =B

Soit P un F-torseur de X. D’apreés (7.3.4.2), ’extension obtenue en tordant
par P le produit semi-direct est celle qui correspond par (7.2.2) au
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By-morphisme u:wp: X — Bp(By). D’aprés, (7.2.5), pour que cette
extension soit triviale, il faut et il suffit qu’il existe une section s: By —
Br«(By) telle que s - wy soit isomorphe & u - wp, ce qui, par les propriétés
universelles de Bp.(By) et de B, signifie que P est 'image inverse par
wy d’un F*-torseur de By, d’ou la conclusion.

Exactitude en Ext(H, F). Elle résulte de (7.3.4), qui, de plus, décrit
la relations d’équivalence définie par d dans Ext(H, F). C.Q.F.D.

7.4. Extensions de groupes et cohomologie des groupes discrets

Nous supposons maintenant que X =U-ens. Soit H un groupe.
D’aprés (6.1.2), un lien F sur le topos By(U-ens) des H-ensembles a
gauche s’interpréte comme un lien sur U-ens [c’est-a-dire un groupe F]
muni d’'un morphisme de groupes H — Out(F)=Aut(F)/Int(F). Dire
que F est représentable par un groupe de By signifie que le morphisme
H — Out(F) provient d’'un morphisme H — Aut(F). On notera qu’ici,
si deux liens F et F’ sur By sont isomorphes, les groupes F et F’ sous-
jacents le sont aussi. Il en résulte que ’ensemble Ext(H, F) coincide
avec I'ensemble des extensions de H par le «kernel» F défini par Eilen-
berg et Mac Lane dans [8]. En effet, deux extensions qui sont isomorphes
au sens de (7.2.1) sont équivalentes au sens habituel d’aprés (7.3.1), car
tout torseur de U-ens est trivial. Puisque toute famille couvrante de
U-ens admet une section, toute gerbe sur U-ens est triviale et I'application

d: Ext(H, F)—=> H?(By, F) (1)

de (7.3.3 (1)) est ici bijective et induit une bijection sur les ensembles de
classes neutres d’apres (7.3.4, 7.3.5 et 7.3.6). On retrouve donc en partie
les résultats d’Eilenberg et Mac Lane, puisque I'on sait d’aprés (IV 3.3.3)
que H*(By, F) est un pseudo-torseur sous le groupe H?(By, C), ou C
est le centre de F, et qu’il existe une classe ce H3(By, C) dont la nullité
est nécessaire et suffisante pour que H?(By, F) soit non vide, (IV 2.3).
Cependant, nous ne retrouvons pas le résultat de Eilenberg et Mac Lane
qui assure que toute classe ce H*(By, C) s’'obtient ainsi. D’apreés (IV 3.6.4),
lorsque F est abélien, I'application (1) est celle de [8].

Par ailleurs, a 'occasion d’un probléme sur la dimension cohomologi-
que d’'un groupe de Galois, T.Springer [29] a défini un ensemble
H?(By, F) comme I'ensemble des classes d’extensions de H par F et en
a étudié le formalisme (dans le cas profini). On voit par ce qui précéde
que la définition du H? en termes de gerbes (ou d’extensions du topos By)
redonne, dans ce cas, la théorie de Springer, a ceci prés qu’un passage
a la limite serait nécessaire pour étudier comme lui le cas d’un groupe
profini.
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§8. Extensions de groupes topologiques

8.1. Pour appliquer ce qui précéde a I'étude des extensions de groupes
topologiques, nous considérerons, comme en (V 3.3.1.3), la catégorie
des espaces topologiques appartenant a un univers U. En la munissant
de la topologie la moins fine pour laquelle sont couvrantes les familles
surjectives (X; — X) de morphismes étales on en fait un site, qui est un
V-site pour tout univers V auquel U appartient, et que I'on note Top.
C’est un site standard et le foncteur habituel

Top—Top, XwX, (1)

qui, 4 un espace topologique X, associe le foncteur qu’il représente, est
pleinement fidéle. Soient F et H deux groupes topologiques. Pour toute
extension de faisceaux de groupes

1-F*“E -Y5>H-1, )

le faisceau E’ est représentable: en effet, puisque v’ est un épimorphisme
de faisceaux, il admet localement sur H une section, donc, localement
sur H, le faisceau E’ est représentable; par recollement, il est donc
représentable. La suite exacte (1) est donc représentable par une suite
de morphismes de groupes topologiques

l1-F*>E—*>H—1 (3)

qui est exacte au sens suivant: F est le noyau de v, (donc est fermé si H
est séparé), H est le groupe topologique quotient E/F et v est une fibration
localement triviale. On dira que (3) est une extension de groupes topologi-
ques (de H par F). Inversement, une telle extension représente une
extension de faisceaux de groupes et nous sommes donc conduits a
étudier les extensions dans le topos Top. On notera que nous nous
limitons aux extensions (3) telles que v soit localement triviale afin que
le morphisme représenté par v soit un épimorphisme de faisceaux;
cette condition est automatiquement satisfaite lorsque F est un groupe
de Lie et que H est localement compact. Supposons maintenant que F
soit localement compact. Le faisceau Aut(F) des automorphismes du
faisceau F est alors représenté par le groupe Aut(F) des automorphismes
(bicontinus) de F, muni de la topologie la moins fine pour laquelle sont
ouverts les ensembles {geAut(F):g(C)cU, g~ (C)=U}, ou C est un
compact de F et U un ouvert de F. En particulier, si F est commutatif,
les opérations du faisceau H sur le faisceau F attachées a I'extension (2),
correspondent donc 4 un morphisme de groupes topologiques r: H —
Aut(F) qui est un premier invariant de I'extension considérée. Si r est
fixé, les classes d’extensions de H par F (au sens des faisceaux ou des
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groupes topologiques, c’est la méme chose) forment un groupe noté

Ext(H, F,r) ou méme Ext(H, F), car il en est ainsi dans le topos TEE
(cf. §7).

Proposition 8.2. Soit H un groupe topologique séparé, soit F un
groupe topologique commutatif localement compact et soit r: H—
Aut(F) un morphisme de groupes topologiques. Le groupe Ext(H, F,r)
des r-extensions de H par F est isomorphe au groupe H*(By(Top), (F, ),

ou By (Top) est le topos classifiant de I'objet groupe H de '/I‘;f)/ représenté
par H et ou (F,r) est I'objet-groupe de ce topos classifiant représenté
par F et r.

D’aprés (7.3.7), on a une suite exacte
H'(Top, F)— Ext(H, F, r) > H*(By(Top), (F, r)) - H*(Top, F), (1)

et d’apres (V. 3.3.2), les termes extrémes de cette suite sont nuls puisque,
pour tout espace topologique X, le groupe H'(Top,yx, F) est isomorphe
au groupe de cohomologie habituel H(X, F’), ou F’ est le faisceau des
germes d’applications continues de X dans F. D’ou la conclusion.

8.3. D’aprés (7.3), nous sommes en mesure de traiter de fagon analogue
le cas non commutatif. Une extension telle que (8.1(3) ou (2)) définit
un morphisme de faisceaux de groupes

s: H— Out(F) (1)

ou Out(F) est le faisceau quotient Aut(F)/F, autrement dit, (F, s) est
un lien sur le topos classifiant Bg(Top), (6.1). D’aprés (7.3.3 (1)), on a une

licati
application Ext(H, F, s)—*HZ(BH(TOP)’ (F, S)) 2)

Comme plus haut, H%(Top, F) est réduit a son élément unité car toute
gerbe sur Top a une section puisque tout morphisme couvrant I'objet

final de '/I‘FB admet une section; d’apres (7.3.6), 'application (2) est donc
surjective. D’aprés (7.3.4), pour que les classes de deux extensions aient
méme image par (2), il faut et il suffit que ces extensions se déduisent
'une de l'autre par torsion par un F-torseur de (Top), lequel est néces-
sairement trivial, donc (2) est bijective. De plus, d’apres (7.3.5), la bijec-
tion (2) identifie 'ensemble H?(By(Top), (F,s)) des classes neutres a
I'ensemble Ext(H, F, s)’ des classes des extensions qui sont des produits
semi-directs comme extensions de faisceaux. Puisque le foncteur Top —

"/[';6 est pleinement fidéle et commute aux produits, de telles extensions
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sont aussi des produits semi-directs au sens topologique. Pour utiliser
les résultats du chapitre IV concernant cet ensemble de cohomologie,
il nous faut introduire le centre du lien (F, s), qui n’est autre que le centre
Z du faisceau F, muni du morphisme de faisceaux r: H — Aut(Z) défini
par s. Si F est localement compact, son centre Z ’est aussi, il représente
Z et le morphisme r est représenté par un morphisme de groupes topo-
logiques r: H— Aut(Z). D’aprés (IV 3.3.3 et VI 2.3), on a donc ce qui suit.

Théoréme 8.4. Soit F un groupe topologique localement compact,
soit H un groupe topologique et soit s: H— Out(F) un morphisme de
faisceaux de groupes sur Top. Soit Z le centre de F et soit r: H — Aut(Z)
le morphisme de groupes topologiques induit par s.

(i) On a une bijection Ext(H, F, s)—— H*(By(Top), (F, s)).

(i) 11 existe une classe ce H*(By(Top),(Z, 1)) dont la nullité est
nécessaire et suffisante pour que Ext(H, F, s) soit non vide.

(iii) si ¢=0, ’ensemble Ext(H, F, s) est un torseur sous H 2(B,,(Top),

(Z,7).

8.5. Pour étudier I'ensemble Ext(H, F, s)' des classes des extensions
qui sont des produits semi-directs, il convient d’introduire le lien

Int(F)=F/Z (1)

>
sur By(Top) et d’appliquer (IV 3.2.4 et 3.2.6). On peut également procéder
autrement et noter que cet ensemble est un quotient de I'ensemble
(éventuellement vide) des r: H— Aut(F) qui relévent s: H— Out(F),
par une relation d’équivalence que nous laissons au lecteur le soin
d’expliciter; bien entendu, ces morphismes r sont représentables puisque
Aut(F) Iest, puisque F est localement compact.

8.6. Pour étudier les extensions d’un groupe topologique par un
groupe de Lie F, on peut donc se limiter au cas ou F est un groupe de Lie
commutatif sur lequel un groupe topologique H opére continiiment
grice & un morphisme r: H — Aut(F). En introduisant la composante
neutre F° de F, on a une suite exacte de faisceaux sur Bg(Top)

0->F°>F->F/F°-0 (1)

qui donne une suite exacte de cohomologie qui réduit le probléme au
cas ou F est connexe; on a de plus une suite exacte
0>, (F)>F°->F°—>0 )

ou FO est le revétement universel de F°, c’est & dire un espace vectoriel
réel. L’analyse que nous avons faite réduit donc le probléme a I'étude
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des groupes H'(By(Top), F), lorsque F est discret ou bien un espace
vectoriel réel. En particulier, on a évidemment I’énoncé suivant

Proposition 8.6.1. Si H'(By(Top), 1?6)=0, i=2,3, on a une suite

exacte
H'(By, F/F®)—H*(By, m,(F°)) - Ext(H, F)

3
HHZ(BH’F/FO)_')H“‘(BH’nl(Fo)), ( )

ou By est mis pour By(Top).

8.6.2. En effet, la suite exacte (2) donne un morphisme H'(By, F°) —
H'*Y(By, m,(F®)), qui est bijectif pour i=2 et injectif pour i=3 en vertu
de I'hypothese, et il suffit de tenir compte de ce fait en écrivant la suite
exacte de cohomologie attachée a (1). Lorsque H est compact, on a
méme une suite exacte infinie, en vertu de la proposition (8.6.4).

8.6.3. Pour étudier les H'(By, F), nous utiliserons la suite spectrale
de descente liée au morphisme final E; —e du topos classifiant By,
analogue formellement & la suite spectrale liant la cohomologie d’un
recouvrement a celle de l'espace [SGA 4]. Son aboutissement est
H*(By, F) et le terme E%? est le p-éme groupe de cohomologie du
complexe simplicial

n>H(By(Top)|Ef"', F), nZ0, 4)

obtenu par passage a la cohomologie a partir du complexe simplicial
d’objets de By(Top)
n—Eyt, n=0. (5)

Pour ¢=0, le complexe (4) n’est autre que le complexe de cochaines
continues (homogénes) de H a valeurs dans F; si 'on note

Hi,(H,F) (6)

ses groupes de cohomologie, on a des edges-morphisms
H::o(H9 F)_')HI(BH(TOP)’ F) (7)
Proposition 8.6.4. Supposons que F soit un espace vectoriel réel.

Si H est localement compact et dénombrable a I'infini, les morphismes
(7) sont des isomorphismes. Si H est compact, on a H(By, F)=0, i>1.

8.6.5. Pour tout groupe topologique F sur lequel H opére contini-
ment, on a des isomorphismes

H(By|E4t!', F)~H'(Top|H", F)~H'(H", F'), (8)
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ou le dernier terme écrit est la cohomologie habituelle du faisceau F’
des germes d’applications continues de H” dans F. En effet, le second
isomorphisme est construit dans (V 3.3.2) et le premier est induit par
I’équivalence de catégories

Top|H" — By|Ej"" ©)

obtenue par passage aux topos induits a partir de I’équivalence de
catégories

f*: Top—By|lEy, [f*(X)=EzxX', (6.1.11), (10)
et de Iisomorphisme entre objets de By(Top)

e f*(H") —EY', e(ehy,...,h)=(e,ehy,eh hy,...;eh,...h,). (11)

Puisque H est localement compact et dénombrable a I'infini, il en est
de méme de H", n=0, lequel est donc paracompact; le faisceau F’
figurant dans (7) est donc, mou et les groupes (7) sont nuls pour i>0,
ce qui prouve que la suite spectrale dégénére et prouve la premicre
assertion du théoréme. Si H est compact, le complexe des cochaines
homogénes a valeurs dans I'espace vectoriel F est homotopiquement
trivial, comme on voit en attachant a la n-cochaine f la (n— 1)-cochaine

f'(81s-- 8= [ (g1, ..., 8n 8)dg oObtenue en intégrant f par rapport
H

a la derniére variable pour la mesure de Haar normglisée de H. On
retrouve ainsi le fait bien connu que toute extension d’un groupe com-
pact par un espace vectoriel réel est triviale. D’apreés Hochschild (1950),
on sait que si H est un groupe de Lie semi-simple, connexe et simplement
connexe, les H'(By, F) sont encore nuls pour i=1,2 lorsque F est un
espace vectoriel réel, ce qui permet dans ce cas encore d’appliquer une
variante de la proposition (8.6.1). Mais ce résultat n’est pas valable
pour tout groupe de Lie comme on voit en divisant par son centre le
groupe des matrices carrées d’ordre 3 strictement triangulaires.

Proposition 8.7. Soit H un groupe topologique et soit p: E;— By
un espace classifiant pour H. Pour tout groupe discret F muni d’opéra-
tions continues de H, on a des isomorphismes canoniques

H'(By(Top), F)— Hi(By, Ex A F). 1)

Par la construction de Milnor, on sait que H admet un espace
classifiant qui est contractile, la fibration p étant localement triviale.
Cette seconde propriété se traduit dans notre langage par le fait que
En/By est un torseur de Top, ce qui, par la propriété universelle du
topos classifiant, fournit un morphisme de topos u: Top|By — By dont
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le foncteur image inverse est
u*: By(Top)>Top|By, u*(X)=ExAX, )

qui donne naissance, pour tout faisceau de groupes abéliens F sur
By(Top), a des morphismes

Hi(By(Top), F)— Hi(Top| By, u*(F)). 3)

I1 suffit de prouver que (3) est un isomorphisme si F est discret, car
d’aprés (V 3.3.2) le second.membre de (3) est égal a celui de (1). Par
définition méme de u, 'image par u* du morphisme final E; — e est le
morphisme p: Eg;— By et 'on a donc un morphisme entre les deux
suites spectrales de descente (cf. 8.6.3 (4)), dont I'aboutissement est (3)
et qui est induit par le morphisme de complexes

HY(B(Top)|E} ', F)—H%(Top|E} L, u*(F)), n20.  (4)

D’aprés (8.6.5(8)), le premier terme s’identifie & HTop|H", F) grace
a léquivalence de catégories (8.6.5(9)); or le composé de (8.6.5(9)) et
de (2) est évidemment le foncteur

v: Top|H" —»Top|Ext!, ov(X)=EgzxX, %)

ou E4 x X, qui est un objet au dessus de Ey x H", est considéré comme
un objet au dessus de Ej*' grace a Iisomorphisme u*(e), (8.6.5(11)).
Le composé de (4) et du premier morphisme de (8.6.5(8)) est donc le

morphisme
H*(Top|H", F)— H(Top|(Ex x H"), p*(F)),

ou p: Eg x H"— H" est la seconde projection. Si F est discret, c’est un
isomorphisme, puisque E; est contractile et que la cohomologie du
site Top est la cohomologie habituelle, d’ou la conclusion.
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de B) 111, 3.3.3, p. 162

p-q,(pe H'(A), ge H' (B), A central dans B)
111, 3.4.4, p. 166
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1V, 1.1.3, p. 185
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LI(E)(S), (catégorie) 1V, 1.1.4(1), p. 185
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p- 186
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p- 186
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1V, 1.1.5(5), p. 186
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p- 186
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p- 202
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p- 237
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1V, 321, p. 252
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roe H2(Int(L)), (L un lien) 1V,323,
p. 253
H?(A) (A un faisceau abélien) 1V, 3.3.2,
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IV, 333, p. 257
(¢:p), (u: LM, peH*(L), ge H* (M)

1V, 3.3.8, p. 259

Noy(v), Noy(v), NOY (v), (v morphisme de
liens) IV,4.1.2,p.274

AutM(L),(LeNoy(v)) 1V, 4.1.4(), p.275

O(v), O(v), (v: M — N épimorphisme de
liens) 1V, 4.2.3, p. 280
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1V,4.2.4, p. 280

H'(C)—4» O(b)*2—<H?(B) 1V, 4272,
p.282
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homogeéne) 1V, 5.1.3, p. 294
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Chapitre V

Rif,(A4),i=0,1 V,2.1,p.319
Br(X) V,44,p.342

Chapitre VI
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VI, 2.3, p. 363
ML(C) VI,27,p.365

Chapitre VIII
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VIIL, 0(2), p. 392
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VII1, 3.5, p. 409

Bs(X), 16, Eg, wg VIIL, 4.1, p. 411

G™ VIIL 4.2, p. 412
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p. 417
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A(m/X), L(m/X) VIII, 6.24, p.433

Ext(H, F), (F un lien sur By) VIII, 7.3.2,
p. 446
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Action d’un lien sur un champ 1V, 2.14,
p. 209

Adjoint d’'un E-foncteur I, 1.11.2, p. 30

Algébre d’Azumaya V, 4.1, p. 341

Banalisation d’une algébre d’Azumaya
V, 4.1, p. 341

— d’un fibré de Severi-Brauer
p- 344

Bicouvrant (E-foncteur) II, 1.4.1, p. 72

Bicouvrante (fléche de E") 0,3.5,p. 12

Bitorseur III, 1.5.1, p. 121

V, 4.8,

Cartésien (foncteur) I, 1.1.1, p. 19

— (morphisme) I, 1.0.1, p. 18

Cartésienne (section) I, 1.1.5, p.20

Catégorie fibrée 1,1.0.2, p. 18

— scindée 1,1.0.3,p.18

— scindée libre 1,2.4.3,p. 39

Centralisateur d’un morphisme de liens
IV, 1.5.1, p. 199

Centre d’un lien 1V, 1.5.3, p. 201

Champ I, 1.2.1, p. 67

— associé a une catégorie fibrée
p-76

— de groupoides 1I, 1.2.1.3, p. 67

— de topos VIII, 2.1, p. 400

— des faisceaux d’ensembles
p-99

— des faisceaux de groupes
p- 102

— scindé associé a une catégorie fibrée
I1,223,p.79

— — des faisceaux 1I, 3.4.1, p. 94

Classe neutre dans H2(L) 1V, 3.1.1.2,
p. 247

— — — O(v) IV,4.23,p.280

— unité dans H'(4) 111, 2.4.2, p. 148

— unité dans H?(4) 1V, 3.1.3, p. 247

— unité dans O(b) 1V, 4.2.4, p.280

Cobord (premier) III, 3.1.3, p. 158

— (seconds) 1V, 4.2.7.2, p.282

I1, 2.1.1,

I1, 3.4.7,

11, 3.4.12,

Cobord itéré 1V, 3.4.5, p. 263

Cocycle attaché a un torseur
3.7.1,3.7.5, pp. 172, 178, 181

— — aunegerbe 1IV,35.1,p. 264

Compléte (catégorie fibrée) 11, 1.2.1, p. 67

Crible 0,1.1,p.4

— engendré par une famille 0, 1.1.2, p.4

— de F-i-descente 1II, 1.1.1, p. 64

— — universelle II, 1.1.2, p. 65

111, 3.6.3,

2-adjoint d’un 2-foncteur 1I,2.2.2, p. 34
2-cartésien (carré) VIII, 0.5, p. 396
2-catégorie I, 1.8.1, p. 26

2-foncteur 1,2.2.1,p.33

2-produit fibré  VIII, 0.5, p. 396

Disjointe (somme directe) 0, 2.6.2, p. 8

Ensemble marqué VIII, 7.3.7.2, p.451

— pointé III, 2.4.1, p. 148

Epimorphisme effectif universel
p-8

Equivalence de catégories fibrées
I,152.1,p.23

— de S-topos  VIII, 0.6, p. 397

Extension a E d’une E-catégorie fibrée
1,322, p.54

— d’un groupe d’un topos par un lien
VIII, 7.3.1, p. 445

— d’un topos VIII, 5.3.2, p. 426

0,2.6.2,

Factorisation canonique d’un champ
II1, 2.1.5, p. 131

Faisceau 0,2.1,p.6

— de catégories I, 1.9.3.1, p. 27

— des S-automorphismes dans un champ
II, 3.5.2, p. 104

— sur un objet de E 11, 3.4.7, p. 99

Famille couvrante 0,14,p.5
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